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Àííîòàöèÿ. Èññëåäîâàíèå ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ áèãàðìîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â ïðÿ-
ìîóãîëüíîé îáëàñòè óñëîæíÿåòñÿ íåäîñòàòî÷íîé ñõîäèìîñòüþ ïðîèçâîäíûõ îò òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêèõ ðÿäîâ â îêðåñòíîñòè ãðàíèöû îáëàñòè. Ïðåäëàãàåòñÿ ñïîñîá óëó÷øåíèÿ ñõîäèìîñòè ðÿäîâ
â àíàëèòè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèÿõ ðåøåíèé äëÿ çàäà÷è èçãèáà òîíêîé çàùåìëåííîé ïðÿìîóãîëü-
íîé ïëàñòèíû è äëÿ ïëîñêîé çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè. Îáíàðóæåí
êîëåáàòåëüíûé õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé âáëèçè óãëîâ ïðÿìîóãîëüíîé ãðàíèöû.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: óëó÷øåíèå ñõîäèìîñòè, áèãàðìîíè÷åñêàÿ çàäà÷à â ïðÿìîóãîëüíèêå, ïðÿìî-
óãîëüíàÿ óïðóãàÿ ïëàñòèíà, ëèíåéíûå áåñêîíå÷íûå ñèñòåìû.

1. Íåêîòîðûå êðàåâûå áèãàðìîíè÷åñêèå çàäà÷è
Ðàññìîòðèì íåîäíîðîäíîå áèãàðìîíè÷åñêîå óðàâíåíèå â îáëàñòè |x| < a, |y| < b

∇2∇2w =
q0

D
(1.1)

ñ îäíîðîäíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè íà ãðàíèöå îáëàñòè

w = 0,
∂w

∂x
= 0 ïðè |x| = a; w = 0,

∂w

∂y
= 0 ïðè |y| = b. (1.2)

Êðàåâàÿ çàäà÷à (1.1), (1.2) ïîçâîëÿåò íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ïðîãèáîâ w(x, y) â òîí-
êîé ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíå ñ çàùåìëåííûìè êðàÿìè ïðè äåéñòâèè ðàâíîìåðíîãî
ïîïåðå÷íîãî äàâëåíèÿ q0. Çäåñü D - ïàðàìåòð èçãèáíîé æåñòêîñòè ïëàñòèíû.

Åùå îäíà êðàåâàÿ çàäà÷à ñ îäíîðîäíûì áèãàðìîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì â îáëà-
ñòè |x| < a, |y| < b

∇2∇2F = 0 (1.3)
è ñ íåîäíîðîäíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

∂2F

∂y2
= p(y),

∂2F

∂x∂y
= 0 ïðè |x| = a;

∂2F

∂x∂y
= 0,

∂2F

∂x2
= 0 ïðè |y| = b (1.4)
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ñîîòâåòñòâóåò ïëîñêîé çàäà÷å òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ óïðóãîé ïðÿìîóãîëüíîé ïðèç-
ìû, êîòîðàÿ ðàñòÿãèâàåòñÿ â íàïðàâëåíèè îñè Ox âíåøíèìè íàïðÿæåíèÿìè p(y)
íà ãðàíÿõ x = a è x = −a. Äëÿ ñèììåòðèè ïîëàãàåì p(y) ÷åòíîé ôóíêöèåé.

Ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (1.1), (1.2), ïîëó÷åííîå ìåòîäîì ñóïåð-
ïîçèöèè, âïåðâûå îïóáëèêîâàíî â ðàáîòàõ [8], [3]. Åãî ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü [16] ê
ñëåäóþùåé ôîðìå:

w =
q0

24D

{
(b2 − y2)2 + A0 − b

∞∑
n=1

(−1)n Xn

α2
n

B(y, αn, b) cos αnx+

+a

∞∑
n=1

(−1)n Yn

β2
n

B(x, βn, a) cos βny

}
, (1.5)

ãäå ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ðåøåíèåì íåîäíîðîäíîãî
óðàâíåíèÿ (1.1)); A0, Xn, Yn � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå, ïîçâîëÿþùèå âûïîëíèòü
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (1.2); αn = nπ/a, βn = nπ/b ;

B(z, λ, h) =

(
h

th λh
+

1

λ

)
ch λz

sh λh
− z

sh λz

sh λh
. (1.6)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ (1.5) â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (1.2) ñ ïîìîùüþ èç-
âåñòíûõ [16] ðàçëîæåíèé â òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû:

(b2 − y2)2 =
8

15
b4 −

∞∑
n=1

(−1)n 48

β4
n

cos βny, y ∈ [−b, b ];

B(y, αn, b) =
2

α2
nb

+
∞∑

k=1

(−1)k 4α2
n

b(β2
k + α2

n)2
cos βky

(1.7)

âûâîäèòñÿ [16] áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà (k = 1, 2, . . . ) ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ Xn, Yn

b∆(αkb)Xk =
∞∑

n=1

4α3
kYn

(α2
k + β2

n)2
, a∆(βka)Yk =

∞∑
n=1

4β3
kXn

(α2
n + β2

k)
2

+
48

βk

, (1.8)

ãäå ∆(ξ) = cth ξ + ξ/ sh2 ξ . Ïîñòîÿííàÿ A0 âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ðåøåíèå ñèñòåìû

A0 = −2
∞∑

n=1

Yn/β4
n . (1.9)

Ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ áèãàðìîíè÷åñêîé çàäà÷è (1.3), (1.4) çàïèøåì [14] â
ñõîäíîé ñ (1.5) ôîðìå

F = C0
y2

2
− b

∞∑
n=1

(−1)n X̃n

α2
n

B(y, αn, b) cos αnx + a

∞∑
n=1

(−1)n Ỹn

β2
n

B(x, βn, a) cos βny,

(1.10)
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ãäå C0, X̃n, Ỹn � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå, ïîçâîëÿþùèå âûïîëíèòü ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ (1.4). Cîîòâåòñòâóþùàÿ áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà (k = 1, 2, . . . ) îòëè÷àåòñÿ îò
ñèñòåìû (1.8) òîëüêî ñâîáîäíûìè ÷ëåíàìè

b∆(αkb)X̃k =
∞∑

n=1

4α3
kỸn

(α2
k + β2

n)2
, a∆(βka)Ỹk =

∞∑
n=1

4β3
kX̃n

(α2
n + β2

k)
2
− βkpk. (1.11)

Çäåñü pk � êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ çàäàííîé ÷åòíîé ôóíêöèè p(y) â ðÿä Ôóðüå
p(y) = p0 +

∞∑
k=1

pk(−1)k cos βky, y ∈ [−b, b ]. Ïîñòîÿííàÿ C0 ïðèíèìàåò çíà÷åíèå:
C0 = p0.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïàðàáîëè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ [16] âíåøíåé íàãðóçêè

p(y) =
3

2
p0(1− y2

b2
) = p0 − p0

∞∑

k=1

6

β2
kb

2
(−1)k cos βky, (1.12)

ñâîáîäíûå ÷ëåíû â áåñêîíå÷íûõ ñèñòåìàõ (1.8), (1.11) îêàçûâàþòñÿ ïðîïîðöèî-
íàëüíûìè. Ïîýòîìó ìåæäó ðåøåíèÿìè ñèñòåì (1.8), (1.11) ïðè íàãðóçêå (1.12)
óñòàíàâëèâàåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå

X̃k =
p0

8b2
Xk, Ỹk =

p0

8b2
Yk.

Ïîëó÷èëîñü, ÷òî çàäà÷à îá èçãèáå çàùåìëåííîé ïðÿìîóãîëüíîé òîíêîé ïëà-
ñòèíû ïîä äåéñòâèåì ðàâíîìåðíîãî äàâëåíèÿ è ïëîñêàÿ çàäà÷à îá îäíîîñíîì ðàñ-
òÿæåíèè ïðÿìîóãîëüíîé ïðèçìû ïîä äåéñòâèåì íàïðÿæåíèé, ðàñïðåäåëåííûõ ïî
ïàðàáîëè÷åñêîìó çàêîíó, ïðèâîäÿòñÿ ê îäíîé ïàðíîé áåñêîíå÷íîé ñèñòåìå (1.8).

2. Óëó÷øåíèå ñõîäèìîñòè ðÿäîâ â ïðåäñòàâëåíèÿõ ðåøåíèé
Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ òåîðèè ïàðíûõ ðåãóëÿðíûõ áåñêîíå÷íûõ ñèñòåì ëèíåé-

íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ðàññìîòðåíû â ðàáîòå [9]. Äîêàçàíû äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îãðàíè÷åííîãî ðåøåíèÿ. Íàéäåíû è äîêàçàíû äîñòàòî÷-
íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåíóëåâîãî ïðåäåëà äëÿ ðåøåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ
ðåøåíèÿ áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû (1.8) ñïðàâåäëèâ àñèìïòîòè÷åñêèé çàêîí

lim
k→∞

Xk = lim
k→∞

Yk = G > 0. (2.1)

Ïðè ýòîì ïðîèçâîäíûå âûøå âòîðîãî ïîðÿäêà îò ðÿäîâ â ïðåäñòàâëåíèè (1.5) íåëü-
çÿ âû÷èñëèòü â ìàëîé îêðåñòíîñòè ãðàíèöû áåç óëó÷øåíèÿ ñõîäèìîñòè ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ðÿäîâ. Ðàçíûå ïðèåìû óëó÷øåíèÿ ñõîäèìîñòè ðÿäîâ ïðåäñòàâëåíû â
ðàáîòàõ [4], [5], [10], [14] � [16] è äð. Ïðèåìû äîñòàòî÷íî òðóäîåìêèå è ïîçâîëÿþò
óëó÷øèòü ñõîäèìîñòü òîëüêî íà ãðàíèöå ïðÿìîóãîëüíèêà. Ìåæäó òåì, èìåííî äëÿ
àñèìïòîòè÷åñêîãî çàêîíà (2.1) èìååòñÿ ðàäèêàëüíîå ñðåäñòâî óëó÷øåíèÿ ñõîäèìî-
ñòè, îïóáëèêîâàííîå â 1914 ã. È. Ã.Áóáíîâûì [4] â ôîðìå òîæäåñòâà:
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a

∞∑
n=1

(−1)n

β2
n

B(x, βn, a) cos βny − b

∞∑
n=1

(−1)n

α2
n

B(y, αn, b) cos αnx ≡

≡ 1

45
(b4 − a4) +

1

24
(a2 − x2)2 − 1

24
(b2 − y2)2, (2.2)

êîòîðîå ñïðàâåäëèâî íà ãðàíèöå è âñþäó âíóòðè ïðÿìîóãîëüíèêà.
Ìåòîä óëó÷øåíèÿ ñõîäèìîñòè, îñíîâàííûé íà àñèìïòîòè÷åñêîì çàêîíå (2.1),

ïðîäåìîíñòðèðóåì íà ôîðìóëå (1.9) ïîäðîáíî

A0 = −2
∞∑

n=1

Yn

β4
n

= 2
∞∑

n=1

G− Yn

β4
n

− 2
∞∑

n=1

G

β4
n

= 2

p∑
n=1

G− Yn

β4
n

−G
b4

45
. (2.3)

Çäåñü ñóììà ðÿäà ñ ìíîæèòåëåì G íàéäåíà òî÷íî
( ∞∑

n=1

1
n4 = π4/90

)
, à ðÿä ñ ðàçíî-

ñòÿìè G− Yn ïðèáëèæåííî çàìåíåí ñóììîé ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèì êîëè÷åñòâîì p
ñëàãàåìûõ. Â ñèëó àñèìïòîòè÷åñêîãî çàêîíà (2.1) ìîæíî óìåíüøàòü ïîãðåøíîñòü
ïðèáëèæåííîé ôîðìóëû (2.3), óâåëè÷èâàÿ êîëè÷åñòâî p ñëàãàåìûõ.

Òî÷íî òàêæå ïîëíîñòüþ èçáàâëÿåìñÿ îò ñóìì ðÿäîâ â ïðåäñòàâëåíèÿõ ðåøåíèé
(1.5) è (1.10), çàìåíÿÿ ðÿäû ïðè ìíîæèòåëÿõ G è G̃ ïîñðåäñòâîì òîæäåñòâà (2.2)

24D

q0

w = (b2 − y2)2 + A0 +
G

45
(b4 − a4) +

G

24
(a2 − x2)2 − G

24
(b2 − y2)2−

−b

p∑
n=1

(−1)n Xn −G

α2
n

B(y, αn, b) cos αnx + a

p∑
n=1

(−1)n Yn −G

β2
n

B(x, βn, a) cos βny. (2.4)

F = C0
y2

2
+

G̃

45
(b4 − a4) +

G̃

24
(a2 − x2)2 − G̃

24
(b2 − y2)2−

−b

p∑
n=1

(−1)n X̃n − G̃

α2
n

B(y, αn, b) cos αnx + a

p∑
n=1

(−1)n Ỹn − G̃

β2
n

B(x, βn, a) cos βny. (2.5)

Ñóùåñòâîâàíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî çàêîíà (2.1) îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ñâîéñòâàìè
ýëåìåíòîâ ìàòðèöû áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû (1.8). Ïîýòîìó äëÿ áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû
(1.11) òîæå ñïðàâåäëèâ àíàëîãè÷íûé àñèìïòîòè÷åñêèé çàêîí

lim
k→∞

X̃k = lim
k→∞

Ỹk = G̃ > 0,

è ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå G̃ íåèçâåñòíûõ ôèãóðèðóåò â ïðåäñòàâëåíèè (2.5).
Ïðåäñòàâëåíèÿ (2.4), (2.5) ñîäåðæàò êîíå÷íûå ñóììû. Èõ ìîæíî äèôôåðåíöè-

ðîâàòü ñêîëüêî óãîäíî ðàç. Ýëåìåíòàðíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåøåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò
ñâîèì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì (1.1), (1.3) òîæäåñòâåííî. Âûïèøåì âûðà-
æåíèå ∇2w ïðîïîðöèîíàëüíîå ñóììå èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ

12D

q0

∇2w = −12

q0

(Mx + My)

1 + ν
= 6y2 − 2b2 +

G

12
(3x2 − 3y2 − a2 + b2)+
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+b

p∑
n=1

(−1)n Xn −G

αn

ch αny

sh αnb
cos αnx− a

p∑
n=1

(−1)n Yn −G

βn

ch βnx

sh βna
cos βny. (2.6)

Çäåñü Mx,My- èçãèáàþùèå ìîìåíòû; ν- êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà.
Ïðèíöèïèàëüíî âàæíûìè ÿâëÿþòñÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ïåðåðåçûâàþùèõ ñèë

Qx, Qy

Qx =− D
∂∇2w

∂x

∣∣∣∣
x=a

=
q0a

12

(
p∑

n=1

(−1)n(Yn −G) cos βny − G

2

)
,

Qy =− D
∂∇2w

∂y

∣∣∣∣
y=b

=
q0b

12

(
p∑

n=1

(−1)n(G−Xn) cos αnx +
G

2
− 12

)
.

(2.7)

Áåç óëó÷øåíèÿ ñõîäèìîñòè èõ âû÷èñëåíèå ïðèâîäèò ê ðàñõîäÿùèìñÿ ðÿäàì. Ëåãêî
ïðîâåðèòü, ÷òî âûðàæåíèÿ (2.7) òîæäåñòâåííî óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ðàâíîâåñèÿ
ïëàñòèíû â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè.

3. Î ìåòîäàõ ðåøåíèÿ áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû (1.8)
Äîêàçàòåëüñòâî åäèíñòâåííîñòè îãðàíè÷åííîãî ðåøåíèÿ ðåãóëÿðíîé áåñêîíå÷-

íîé ñèñòåìû (1.8) îïóáëèêîâàíî ÁîíäàðåíêîÏ.Ñ. [2] â ïðåäïîëîæåíèè b ≥ a. Âà-
ðèàíòû äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé áåñêîíå÷íûõ ñèñòåì ëèíåé-
íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïðåäñòàâëåíû â [7], [1].

Ïîëåçíàÿ äèñêóññèÿ î íååäèíñòâåííîñòè îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé ñîïðÿæåííûõ
áåñêîíå÷íûõ ñèñòåì è îá óñëîâèÿõ, îáåñïå÷èâàþùèõ ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé, îïóá-
ëèêîâàíà ñîâñåì íåäàâíî â ðàáîòàõ [13], [17]. Â ðàáîòå [11] íàéäåí âàðèàíò äîñòà-
òî÷íûõ óñëîâèé íååäèíñòâåííîñòè îãðàíè÷åííîãî ðåøåíèÿ ðåãóëÿðíîé ñèñòåìû.

Ïåðâûå îöåíêè [8], [3], [4] îãðàíè÷åííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.8) áûëè íàéäåíû
ìåòîäîì ïðîñòîé ðåäóêöèè, êîãäà îïðåäåëÿþòñÿ ïåðâûå 2p íåèçâåñòíûõ èç êîíå÷-
íîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, ìàòðèöà êîòîðîé âçÿòà èç ëåâîãî âåðõíåãî óãëà áåñêîíå÷-
íîé ñèñòåìû. Îñòàëüíûå íåèçâåñòíûå ïîëàãàþòñÿ íóëåâûìè.

Îðèãèíàëüíûé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ âåðõíèõ è íèæíèõ îöåíîê ðåøåíèÿ ðåãóëÿð-
íîé ñèñòåìû, óäîâëåòâîðÿþùåãî àñèìïòîòè÷åñêîìó çàêîíó (2.1), ðàçðàáîòàí Êî-
ÿëîâè÷åì Á.Ì. [9]. Åãî íàçûâàþò ìåòîäîì ëèìèòàíò. Îí îêàçàëñÿ íå î÷åíü ïîïó-
ëÿðíûì èç-çà áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé ïðè ôèêñè-
ðîâàííîì êîëè÷åñòâå 2p îñíîâíûõ íåèçâåñòíûõ. Áîëåå ïîïóëÿðíûì îêàçàëñÿ óëó÷-
øåííûé ìåòîä ðåäóêöèè [5], â êîòîðîì âñå íåèçâåñòíûå, íà÷èíàÿ ñ íîìåðà p + 1
ïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè ïðåäåëüíîìó çíà÷åíèþ ( Xk = Yk = G ∀k ≥ p + 1 ). Ðå-
øàåòñÿ òîëüêî îäíà êîíå÷íàÿ ñèñòåìà àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Íî ïðè ýòîì íå
îöåíèâàåòñÿ ïîãðåøíîñòü òàêîãî ïðèáëèæåííîãî ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû â ðàáîòå [12] ïðåäëàãàåòñÿ ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà ëèìèòàíò, â
êîòîðîé âû÷èñëÿþòñÿ âåðõíèå è íèæíèå îöåíêè ïîñðåäñòâîì ðåøåíèÿ âñåãî äâóõ
âñïîìîãàòåëüíûõ ñèñòåì, îòëè÷àþùèõñÿ òîëüêî ñâîáîäíûìè ÷ëåíàìè. Óòâåðæäå-
íèå, äîêàçàííîå â [12], çàïèøåì â ôîðìå òåîðåìû.
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Òåîðåìà 1. Äëÿ ðåãóëÿðíîé ïàðíîé áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû ñ íåîòðèöàòåëüíûìè
êîýôôèöèåíòàìè è íåîòðèöàòåëüíûìè ñâîáîäíûìè ÷ëåíàìè

Xk =
∞∑

n=1

ak,nYn + bk , Yk =
∞∑

n=1

αk,nXn + βk , k = 1, 2, . . . , (3.1)

êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè îãðàíè÷åí-
íîãî ðåøåíèÿ, ñóùåñòâóþò ïðåäåëüíûå âûðàæåíèÿ ëèìèòàíò

V ∗p
k =

bk +
p∑

n=1

ak,nY̆n

ρk +
p∑

n=1

ak,n(1− Ỹn)

, W ∗p
k ==

βk +
p∑

n=1

αk,nX̆n

rk +
p∑

n=1

αk,n(1− X̃n)

, k = p + 1, p + 2, . . . .

Çäåñü ρk = 1−
∞∑

n=1

ak,n; rk = 1−
∞∑

n=1

αk,n; {X̆n, Y̆n} è {X̃n, Ỹn} - ðåøåíèÿ âñïîìî-
ãàòåëüíûõ êîíå÷íûõ ñèñòåì

X̆k =

p∑
n=1

ak,nY̆n + bk , Y̆k =

p∑
n=1

αk,nX̆n + βk , k = 1, p ;

X̃k =

p∑
n=1

ak,nỸn + b̃k , Ỹk =

p∑
n=1

αk,nX̃n + β̃k , k = 1, p ,

ãäå b̃k =
∞∑

n=p+1

ak,n, β̃k =
∞∑

n=p+1

αk,n .

Ïðè ýòîì òî÷íûå íèæíèå è âåðõíèå ãðàíè ïðåäåëüíûõ ëèìèòàíò

h∗p = inf
k≥p+1

{V ∗p
k ,W ∗p

k }, H∗p = sup
k≥p+1

{V ∗p
k ,W ∗p

k }

îöåíèâàþò îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû (3.1) ñëåäóþùèìè íåðà-
âåíñòâàìè:

X̆k + h∗pX̃k ≤ Xk ≤ X̆k + H∗pX̃k, Y̆k + h∗pỸk ≤ Yk ≤ Y̆k + H∗pỸk, k = 1, p ;

h∗p ≤ Xk ≤ H∗p, h∗p ≤ Yk ≤ H∗p, k = p + 1, p + 2, . . . . (3.2)
Îñîáåííî ýôôåêòèâíû îöåíêè (3.2) äëÿ áåñêîíå÷íûõ ñèñòåì, ðåøåíèÿ êîòîðûõ

ïîä÷èíÿþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîìó çàêîíó (2.1).
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4. Íåêîòîðûå îñîáåííîñòè ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷
Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 1 äëÿ îöåíîê îãðàíè÷åííîãî ðåøåíèÿ ðåãóëÿðíîé áåñ-

êîíå÷íîé ñèñòåìû (1.8). Îãðàíè÷èìñÿ çäåñü ñëó÷àåì êâàäðàòíîé ïëàñòèíû (b = a).
Òîãäà ñèñòåìà (1.8) ïðèâîäèòñÿ ê îòíîñèòåëüíî ïðîñòîìó âèäó (k = 1, 2, . . . )

∆(kπ)Xk =
4

π
k3

∞∑
n=1

Yn

(n2 + k2)2
, ∆(kπ)Yk =

4

π
k3

∞∑
n=1

Xn

(n2 + k2)2
+

48

kπ
. (4.1)

Ñêëàäûâàÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ÷ëåíû óðàâíåíèé (4.1), ïðèõîäèì ê ðåãóëÿðíîé
áåñêîíå÷íîé ñèñòåìå îòíîñèòåëüíî ñóìì Xk + Yk

∆(kπ)(Xk + Yk) =
4

π
k3

∞∑
n=1

Xn + Yn

(n2 + k2)2
+

48

kπ
, k = 1, 2, . . . . (4.2)

Ñîïîñòàâèì (4.2) ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ òîæäåñòâ

∆(kπ) =
4

π
k3

∞∑
n=1

1

(n2 + k2)2
+

2

kπ
, k = 1, 2, . . . ,

âûâîäèìûõ èç ðàçëîæåíèÿ (1.6), (1.7) ïðè y = b. Î÷åâèäíî, ÷òî ñèñòåìà (4.2)
ïðåâðàùàåòñÿ â ýòè òîæäåñòâà ïîñëå ïîäñòàíîâêè çàâèñèìîñòè

Xk + Yk = 24 , k = 1, 2, . . . . (4.3)

Ýòî åäèíñòâåííîå îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå ðåãóëÿðíîé áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû (4.2).
Çàâèñèìîñòü âèäà (4.3) áûëà îïóáëèêîâàíà â [6]. Òàì æå áûë ñäåëàí è ñëåäó-

þùèé øàã. Èç àñèìïòîòè÷åñêîãî çàêîíà (2.1) è çàâèñèìîñòè (4.3) íàéäåíî òî÷íîå
ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå íåèçâåñòíûõ G = 12 äî ðåøåíèÿ áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû (4.1).
Î÷åâèäíî, ÷òî çíà÷åíèå G çàâèñèò îò âûáîðà ìíîæèòåëåé ïðè íåèçâåñòíûõ Xn, Yn

â ïðåäñòàâëåíèè (1.5).
Îäíàêî ÷èñëåííûå îöåíêè îãðàíè÷åííîãî ðåøåíèÿ áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû (4.1)

íå î÷åíü-òî îáëåã÷àþòñÿ çíàíèåì òî÷íîãî çíà÷åíèÿ G = 12. Áîëåå òîãî, î íàè-
áîëüøèõ ïîãðåøíîñòÿõ ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèé ðåøåíèÿ êàê ðàç óäîáíî ñóäèòü
ïî ïîãðåøíîñòÿì ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèé äëÿ G, èáî çàìå÷åíî, ÷òî ïîãðåøíîñòè
óáûâàþò ñ óìåíüøåíèåì íîìåðîâ íåèçâåñòíûõ.

Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ äîñòàòî÷íî âûñîêîé òî÷íîñòè ðåøåíèÿ áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû
(4.1) çäåñü áûëî âûáðàíî çíà÷åíèå p = 466. Ïðè ýòîì î íàèáîëüøèõ ïîãðåøíîñòÿõ
íåèçâåñòíûõ ìîæíî ñóäèòü ïî çíà÷åíèÿì òî÷íûõ ãðàíåé äëÿ ïðåäåëüíûõ ëèìè-
òàíò, âîøåäøèõ â íåðàâåíñòâà (3.2): h∗p = 11.999843 < G < 12.000157 = H∗p.
Èíòåðåñíî, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå îöåíîê äëÿ G îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì G.

Îòìåòèì, ÷òî ïîïûòêà èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ Xk ñ ïîìîùüþ çàâèñèìîñòè
(4.3) ïðèâîäèò ê áîëåå ïðîñòîé ðåãóëÿðíîé ñèñòåìå, íî ñ îòðèöàòåëüíûìè ýëåìåí-
òàìè ìàòðèöû, ÷òî íå ïîçâîëÿåò âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì ëèìèòàíò äëÿ íàõîæ-
äåíèÿ îöåíîê íåèçâåñòíûõ. Ïîýòîìó çäåñü â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 1 îöåíèâà-
ëîñü ðåøåíèå ïàðíîé ñèñòåìû (4.1). Óäîâëåòâîðåíèå çàâèñèìîñòè (4.3) ñëóæèëî
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îäíîé èç ïðîâåðîê òî÷íîñòè ðåøåíèÿ. Ïðè âû÷èñëåíèÿõ êîìïîíåíò íàïðÿæåííî-
äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ â êà÷åñòâå íåèçâåñòíûõ âûáèðàëèñü ñðåäíèå àðèô-
ìåòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ èõ íèæíèõ è âåðõíèõ îöåíîê.

Íà ðèñóíêå 1 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè ïåðåðåçûâàþùåé ñèëû Qy (2.7) íà çà-
ùåìëåííîì êðàå y = a. ×òîáû ïîêàçàòü ïîäðîáíîñòè ëåâîãî ãðàôèêà â ìàëîé
îêðåñòíîñòè óãëîâîé òî÷êè (x = a, y = a), ïîñòðîåíû åùå äâà ãðàôèêà â ïðåäå-
ëàõ îòìå÷åííûõ ìàëûìè ïðÿìîóãîëüíèêàìè îêðåñòíîñòåé. Ìàñøòàáû ýòèõ äâóõ
äîïîëíèòåëüíûõ ãðàôèêîâ èçìåíÿþòñÿ äëÿ óäîáñòâà íàáëþäåíèÿ.

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

Qy�HqoaL

0.88 0.90 0.92 0.94 0.96 0.98 1.00

0.02

0.04

0.06

0.08

0.10
0.994 0.996 0.998 1.000

x

a

-0.014

-0.012

-0.010

-0.008

-0.006

-0.004

-0.002

Ðèñ. 1. Ïåðåðåçûâàþùàÿ ñèëà Qy(x) íà êðàþ y = a.

Íàèáîëüøåå ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå çíà÷åíèå ïåðåðåçûâàþùåé ñèëû äîñòèãà-
åòñÿ â ñåðåäèíàõ çàùåìëåííûõ ñòîðîí Qy(0) = −0.8826 qoa. Â ìàëîé îêðåñòíîñòè
óãëîâîé òî÷êè ôóíêöèÿ Qy(x) èìååò 3 íóëÿ ïðè x/a = {0.8486, 0.9909, 1}. Ìåæäó
íóëÿìè äîñòèãàþòñÿ 2 ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèÿ: Qy = 0.111 qoa è Qy = −0.0147 qoa.

Çàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ â ïîâåäåíèè ïåðåðåçûâàþùèõ ñèë ñ ïðèáëèæåíèåì ê
óãëîâîé òî÷êå áûëè ïðåäñêàçàíû â ðàáîòå [15] íà îñíîâàíèè âèäà ïîñòðîåííîãî
òàì âòîðîãî ÷ëåíà àñèìïòîòèêè, óòî÷íÿþùåãî àñèìïòîòè÷åñêèé çàêîí (2.1). Â ðà-
áîòå [18] ýòîò äîïîëíèòåëüíûé àñèìïòîòè÷åñêèé ÷ëåí áûë èñïîëüçîâàí äëÿ âûâîäà
ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ è àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîðìóë äëÿ ïåðåðåçûâàþùèõ ñèë. Âû÷èñ-
ëåíèÿ âûïîëíåíû â ñëó÷àå ïëàñòèíû ñ îòíîøåíèåì äëèí ñòîðîí ðàâíûì äâóì
(b = 2a). Ãðàôèêè äëÿ ïåðåðåçûâàþùèõ ñèë â ðàáîòå [18] è ïîñòðîåííûå íà ðèñóí-
êå 1 êà÷åñòâåííî ñîâïàäàþò. Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî îáúåäèíåíèå ýòèõ äâóõ
ïîäõîäîâ ê óëó÷øåíèþ ñõîäèìîñòè ïðèâåäåò ê óìåíüøåíèþ îáúåìà âû÷èñëåíèé è
ê ïîâûøåíèþ êà÷åñòâà ðåçóëüòàòîâ.

Åùå ïîêàçàíî ïîâåäåíèå âäîëü äèàãîíàëè êâàäðàòà y = x â ìàëîé îêðåñòíîñòè
óãëîâîé òî÷êè äëÿ êðóòÿùèõ ìîìåíòîâ Mxy(x, y) = −(1 − ν)D ∂2w

∂x∂y
è äëÿ ïðî-

ãèáà w(x, y) (ðèñ.2 , ðèñ.3). Ðàçìåðíûå ìíîæèòåëè íà ýòèõ ðèñóíêàõ èìåþò âèä
mM = (1 − ν)qoa

2/24, mw = qoa
4/(12D). Çàòóõàþùèå îñöèëëÿöèè ïðè ïîäõîäå ê

óãëîâûì òî÷êàì íàáëþäàþòñÿ è ó ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îò w(x, y), ñâÿçàííûõ ñ
èçãèáàþùèìè ìîìåíòàìè, íàïðèìåð (2.6). Îäíàêî ýòè ðèñóíêè çäåñü íå ïðåäñòàâ-
ëåíû.
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0.9990 0.9992 0.9994 0.9996 0.9998 1.0000

x

a
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0.00001

0.000015

0.00002

Ðèñ. 2. Êðóòÿùèé ìîìåíò Mxy(x, y) âäîëü äèàãîíàëè y = x.

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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x

a
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1.´10-11

1.5´10-11

Ðèñ. 3. Ïðîãèá w(x, y) âäîëü äèàãîíàëè y = x.

Êîëåáàòåëüíîå ïîâåäåíèå ïðîãèáîâ è ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îò ïðîãèáîâ â
îêðåñòíîñòè óãëîâîé òî÷êè îáíàðóæèâàåòñÿ áëàãîäàðÿ óëó÷øåíèþ ñõîäèìîñòè ðÿ-
äîâ âî âñåé îáëàñòè, âêëþ÷àÿ ãðàíèöó, è ïðè äîñòàòî÷íî âûñîêîé òî÷íîñòè îöåíîê
ðåøåíèé áåñêîíå÷íûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

5. Çàêëþ÷åíèå

Óñòàíîâëåíî, ÷òî êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à îá èçãèáå çàùåìëåííîé ïðÿìîóãîëüíîé
ïëàñòèíû ïîä äåéñòâèåì ðàâíîìåðíîãî ïîïåðå÷íîãî äàâëåíèÿ è ïëîñêàÿ çàäà÷à îá
îäíîîñíîì ðàñòÿæåíèè ïðÿìîóãîëüíîé ïðèçìû ïîä äåéñòâèåì íàïðÿæåíèé, ðàñ-
ïðåäåëåííûõ ïî ïàðàáîëè÷åñêîìó çàêîíó (1.12), ïðèâîäÿòñÿ ê îäíîé è òîé æå ðå-
ãóëÿðíîé ïàðíîé áåñêîíå÷íîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà, îïóáëèêîâàííîãî ÁóáíîâûìÈ.Ã. [4], óäàëîñü íàéòè àíà-
ëèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ñóìì âñåõ ðÿäîâ â ïðåäñòàâëåíèÿõ ðåøåíèé äëÿ èçãèáà çà-
ùåìëåííîé ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíû è äëÿ ïëîñêîé çàäà÷è î ðàñòÿæåíèè ïðèçìû.

Îáíàðóæåíî, ÷òî â îêðåñòíîñòÿõ óãëîâ ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè ïðîãèá ïëà-
ñòèíû è åãî ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå èìåþò êîëåáàòåëüíîå ïîâåäåíèå ñ óáûâàþùåé
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àìïëèòóäîé. Ïðåæäå òàêîé õàðàêòåð ðåøåíèÿ áûë îòìå÷åí [15], [16], [18] òîëüêî
äëÿ ïåðåðåçûâàþùèõ ñèë íà ãðàíèöå ïëàñòèíû.
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