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Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå äàí îáçîð ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â èññëåäîâàíèè èçîêîíè÷åñêèõ è ïðå-
öåññèîííûõ äâèæåíèé â äèíàìèêå òâåðäîãî òåëà, èçó÷åí êëàññ ïðåöåññèîííî-èçîêîíè÷åñêèõ äâè-
æåíèé ãèðîñòàòà è ïðåäñòàâëåí àíàëèç ãîäîãðàôîâ óãëîâîé ñêîðîñòè äëÿ äàííûõ äâèæåíèé. Â
êà÷åñòâå ôèçè÷åñêîé ìîäåëè ñèñòåìû òâåðäûõ òåë � ãèðîñòàòà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé â ïîëå
ïîòåíöèàëüíûõ è ãèðîñêîïè÷åñêèõ ñèë � èñïîëüçîâàíà ìîäåëü, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ äèôôåðåí-
öèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè Êèðõãîôà-Ïóàññîíà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãèðîñòàò, ãîäîãðàô âåêòîðà óãëîâîé ñêîðîñòè, ïðåöåññèîííîå äâèæåíèå, èçî-

êîíè÷åñêîå äâèæåíèå.

1. Ââåäåíèå

Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ãîäîãðàôîâ, îñíîâàííîãî íà óðàâíåíèÿõ Ï.Â.Õàðëàìî-
âà [1], ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ïîëíàÿ êàðòèíà äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà âî ìíîãèõ
ñëó÷àÿõ èíòåãðèðóåìîñòè óðàâíåíèé äèíàìèêè [2, 3].

Èçîêîíè÷åñêèå äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà õàðàêòåðèçóþòñÿ ñèììåòðè÷íîñòüþ
ïîäâèæíîãî è íåïîäâèæíîãî ãîäîãðàôîâ âåêòîðà óãëîâîé ñêîðîñòè îòíîñèòåëü-
íî êàñàòåëüíîé ê íèì ïëîñêîñòè. Èçîêîíè÷åñêèå äâèæåíèÿ â êëàññè÷åñêîé çàäà-
÷å î äâèæåíèè òÿæåëîãî òâåðäîãî òåëà îáíàðóæåíû â ðåøåíèÿõ Ñòåêëîâà [4-6],
Ëàãðàíæà [7], Æóêîâñêîãî [8], Ãåññà-Ñðåòåíñêîãî [9], Ãðèîëè [10].

Â çàäà÷å î äâèæåíèè òÿæåëîãî òâåðäîãî òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé ðåãóëÿð-
íûå ïðåöåññèè îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëè ãåîìåòðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî âîë÷êà (ãè-
ðîñêîïà Ëàãðàíæà) ñëóæàò êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì ïðåöåññèîííîãî äâèæåíèÿ.
Òåîðåòè÷åñêîå èçó÷åíèå ïðåöåññèé íåñèììåòðè÷íûõ òåë ïðîâîäèëîñü Ã. Ã.Àïïåëü-
ðîòîì [11], Ä. Ãðèîëè [12] è äðóãèìè àâòîðàìè (ñì. îáçîðû [9, 13, 14]). Îáùèé ìå-
òîä èññëåäîâàíèÿ ïðåöåññèé â êëàññè÷åñêîé çàäà÷å è åå îáîáùåíèÿõ âïåðâûå áûë
ïðåäëîæåí â ðàáîòàõ [9, 13]. Ïîñêîëüêó â êíèãå [14] íå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñâîéñòâà
ãîäîãðàôîâ óãëîâîé ñêîðîñòè â ñëó÷àå ïðåöåññèîííî-èçîêîíè÷åñêèõ äâèæåíèé, òî
ïðåäñòàâëåííûå â ñòàòüå ðåçóëüòàòû äîïîëíÿþò èññëåäîâàíèÿ [14].
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2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î äâèæåíèè ãèðîñòàòà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé, îïèñûâàåìóþ
óðàâíåíèÿìè Êèðõãîôà-Ïóàññîíà [15]

ẋ = (x+ λ)× ax+ ax×Bν + s× ν + ν × Cν, ν̇ = ν × ax, (1)

êîòîðûå äîïóñêàþò òðè ïåðâûõ èíòåãðàëà

ax · x− 2(s · ν) + (Cν · ν) = 2E, ν · ν = 1, (x+ λ) · ν − 1

2
(Bν · ν) = k. (2)

Ðèñ. 1.

Çäåñü E è k � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Îòìåòèì, ÷òî
x = (x1, x2, x3) � âåêòîð ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ;
ν = (ν1, ν2, ν3) � åäèíè÷íûé âåêòîð îñè ñèììåòðèè ñèëîâîãî ïîëÿ; a = (aij) �
ãèðàöèîííûé òåíçîð; λ = (λ1, λ2, λ3) � âåêòîð ãèðîñòàòè÷åñêîãî ìîìåíòà;
s = (s1, s2, s3) � âåêòîð, ñîíàïðàâëåííûé ñ âåêòîðîì îáîáùåííîãî öåíòðà ìàññ
ãèðîñòàòà; B = (Bij), C = (Cij) � ïîñòîÿííûå ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû òðåòüåãî
ïîðÿäêà; òî÷êà íàä ïåðåìåííûìè îáîçíà÷àåò îòíîñèòåëüíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî
âðåìåíè t.

Ïóñòü ν � åäèíè÷íûé âåêòîð âåðòèêàëè, ω = ax� óãëîâàÿ ñêîðîñòü òåëà,Oxyz
� ïîäâèæíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò (ñì. ðèñ. 1). Äâèæåíèå ãèðîñòàòà íàçûâàþò ïðå-
öåññèåé îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëè [12-14], åñëè ïîñòîÿíåí óãîë θ ìåæäó âåêòîðîì a,
íåèçìåííî ñâÿçàíûì ñ ãèðîñòàòîì, è âåêòîðîì ν, íåïîäâèæíûì â ïðîñòðàíñòâå.
Ïðåöåññèîííîå äâèæåíèå (ðèñ. 1) ìîæåò áûòü îõàðàêòåðèçîâàíî èíâàðèàíòíûì ñî-
îòíîøåíèåì [14]

a · ν = a0, a0 = cos θ0, θ0 = ∠(a,ν), (3)
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ãäå a � åäèíè÷íûé âåêòîð, íåèçìåííî ñâÿçàííûé ñ òåëîì. Âåêòîð a íàïðàâëÿåì
ïî îñè Oz: a = (0, 0, 1).

Äëÿ óãëîâîé ñêîðîñòè èìååì ðàçëîæåíèå [14]

ω = ϕ̇a+ ψ̇ν. (4)

Çäåñü ϕ̇, ψ̇ � ñêîðîñòè ñîáñòâåííîãî âðàùåíèÿ è ïðåöåññèè ãèðîñòàòà.
Â ðàáîòàõ [9, 13, 14] ïîêàçàíî, ÷òî êîìïîíåíòû âåêòîðî ν è ω òàêîâû

ν1 = a
/
0 sinϕ, ν2 = a

/
0 cosϕ, ν3 = a0, a

/
0 =

√
1− a20 = sin θ0, (5)

ω1 = ψ̇(t)a
/
0 sinϕ(t), ω2 = ψ̇(t)a

/
0 cosϕ(t), ω3 = ψ̇(t)a0 + ϕ̇(t). (6)

Óðàâíåíèÿ íåïîäâèæíîãî ãîäîãðàôà ïî ìåòîäó Ï.Â.Õàðëàìîâà [1] íàéäåì íà
îñíîâàíèè ñîîòíîøåíèé (5), (6)

ωξ = ψ̇(t) + a0ϕ̇(t), ω2
ρ = a

/2
0 ϕ̇

2(t),
(
ωρ =

∣∣∣a/0ϕ̇(t)∣∣∣) , α = ψ(t) + a0, (7)

ãäå áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè âåëè÷èíó a0 ìîæíî âçÿòü ðàâíîé íóëþ.
Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ èçîêîíè÷åñêîãî äâèæå-

íèÿ ãèðîñòàòà ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîå ñîîòíîøåíèå [16]

ω · (ν − e) = 0, (8)

ãäå e = (e1, e2, e3) � åäèíè÷íûé âåêòîð, íåèçìåííî ñâÿçàííûé ñ òåëîì. Âîîáùå
ãîâîðÿ, e 6= a.

3. Ðåãóëÿðíûå ïðåöåññèîííî-èçîêîíè÷åñêèå äâèæåíèÿ

Ðàññìîòðèì êëàññ ðåãóëÿðíûõ ïðåöåññèîííî-èçîêîíè÷åñêèõ äâèæåíèé. Â ýòîì
ñëó÷àå èç (5), (6), (8) èìååì e = a = (0, 0, 1), ψ̇ = ϕ̇ = n = const ñîîòíîøåíèÿ
(5)-(7) ïðèìóò âèä

ν1(t) = a
/
0 sinnt, ν2(t) = a

/
0 cosnt, ν3(t) = a0, (9)

ω1(t) = a
/
0n sinnt, ω2(t) = a

/
0n cosnt, ω3 = n(a0 + 1), (10)

ωξ = n(a0 + 1), ωρ =
∣∣∣a/0n∣∣∣ , α = nt. (11)

Èç óðàâíåíèÿ (10), (11) âûòåêàåò, ÷òî ïîäâèæíûé è íåïîäâèæíûé ãîäîãðà-
ôû êîíãðóýíòíû è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îêðóæíîñòè. Ïîäâèæíûé àêñîèä âåêòîðà
óãëîâîé ñêîðîñòè ãèðîñòàòà èìååò âèä, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 2. Äâèæåíèå òåëà
ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì ñ ïåðèîäîì 2π/n.
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Ðèñ. 2.

4. Ïîëóðåãóëÿðíûå ïðåöåññèîííî-èçîêîíè÷åñêèå äâèæåíèÿ
ïåðâîãî òèïà

Ðàññìîòðèì ïîëóðåãóëÿðíûå ïðåöåññèîííî-èçîêîíè÷åñêèå äâèæåíèÿ ïåðâîãî
òèïà: ψ̇ = m (ψ = mt), a 6= e. Ïîñêîëüêó a = (0, 0, 1), òî ïîäâèæíóþ ñèñòåìó
êîîðäèíàò ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû e = (e1, 0, e3). Òîãäà èç ñîîòíîøåíèé (5),
(6), (8) ïîëó÷èì

ν1 = a
/
0 sinϕ(t), ν2 = a

/
0 cosϕ(t), ν3 = a0, (12)

ω1 = a
/
0m sinϕ(t), ω2 = a

/
0m cosϕ(t), ω3 = m (a0 + b0 + c0 sinϕ(t)) , (13)

ϕ̇(t) = m (b0 + c0 sinϕ(t)) , (14)

ãäå b0 = (a0e3 − 1)/(a0 − e3), c0 = a
/
0e1/(a0 − e3); î÷åâèäíî, b

2
0 = 1 + c20. Ïîëîæèì â

ôîðìóëå (14) m > 0, b0 > 0, c0 > 0, òîãäà èç (14) ïîëó÷èì

ϕ(t) = 2 arctan

(
b0u(t)

1− c0u(t)

)
, (15)

ãäå u(t) = tan(mt/2). Ïðè÷åì sinϕ(t) = b0(sinmt + c0 cosmt − c0)/v(t), cosϕ(t) =
(cosmt− c0 sinmt)/v(t). Çäåñü v(t) = b20 − c0(sinmt+ c0 cosmt) > 0.

Ïîäâèæíûé ãîäîãðàô ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïëîñêóþ êðèâóþ, ïîëó÷åííóþ â
ðåçóëüòàòå ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòè c0ω1 − a

/
0(ω3 − a0m − b0m) = 0 è öèëèíäðà

ω2
1 + ω2

2 = a
/2
0 m

2 (ðèñ. 3.á). Âèä ïîäâèæíîãî àêñîèäà âåêòîðà óãëîâîé ñêîðîñòè
ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 3.à.
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(à) (á)

Ðèñ. 3. (a
/
0 = 0.5 m = 3 c0 = 0.5)

Óðàâíåíèÿ íåïîäâèæíîãî ãîäîãðàôà â ñèëó (7), (15) èìåþò âèä

ωζ = m(a0b0 + a0c0 sinϕ(t) + 1), ωρ =
|a/0b0m|
v(t)

, α = mt+ α0. (16)

Ñîîòíîøåíèÿ (12)-(16) ëåãêî ïðèâåñòè ê áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì, äëÿ ýòîãî
äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü m = 1.

Îïèñûâàåìîå äâèæåíèå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì ñ ïåðèîäîì T = 2π/m (ïðè
m = 1 T = 2π). Ïîäâèæíûé è íåïîäâèæíûé ãîäîãðàôû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
ýëëèïñû.

5. Ïîëóðåãóëÿðíûå ïðåöåññèîííî-èçîêîíè÷åñêèå äâèæåíèÿ
âòîðîãî òèïà

Äëÿ ïîëóðåãóëÿðíûõ ïðåöåññèîííî-èçîêîíè÷åñêèõ äâèæåíèé âòîðîãî òèïà èìå-
åì [14]

ϕ̇ = n = const (ϕ = nt), ψ̇ =
n

b0 + c0 sinnt
, (17)

ψ = 2arctan
w(t)

b0 + c0w(t)
, ψ(0) = 0, w(t) = tan

nt

2
, (b20 = 1 + c20). (18)

Óðàâíåíèÿ ïîäâèæíîãî ãîäîãðàôà èìåþò âèä

ω1 =
a
/
0n sinnt

b0 + c0 sinnt
, ω2 =

a
/
0n cosnt

b0 + c0 sinnt
, ω3 = n

(
1 +

a0
b0 + c0 sinnt

)
. (19)

Â ñëó÷àå ïîëóðåãóëÿðíîé ïðåöåññèè âòîðîãî òèïà âèä ïîäâèæíîãî àêñîèäà âåê-
òîðà óãëîâîé ñêîðîñòè ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 4.à. Ïîäâèæíûé ãîäîãðàô ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ïëîñêóþ êðèâóþ, ïîëó÷åííóþ â ðåçóëüòàòå ïåðåñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòåé
(ðèñ. 4.á)
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(à) (á)

Ðèñ. 4. (a0 = 0.875 n = 25 c0 = 0.25)

a0c0ω1 + a
/
0b0ω3 = a

/
0n(a0 + b0), ω2

1 + ω2
2 −

a
/2
0 n

2

a20
(ω3 − n)2 = 0. (20)

Íåïîäâèæíûé ãîäîãðàô òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîé êðèâîé, òàê êàê îí îïèñûâàåòñÿ
óðàâíåíèÿìè

ωζ = n

(
a0 +

1

b0 + c0 sinnt

)
, ωρ = |a/0n|, α(t) = ψ(t) + α0, (21)

ãäå ψ(t) èìååò âèä èç (18).
Åñëè ââåñòè ñ ïîìîùüþ âåëè÷èíû n áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå, òî ìîæíî ïî-

ëàãàòü b0 > 0, c0 > 0. ×òîáû èçáåæàòü îñîáåííîñòåé â ïðèìåíåíèè ôîðìóëû äëÿ
α(t) èç (21), åå ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó

α = arcsin
c0 + b0 sinnt− c0 cosnt

b0(b0 + c0 sinnt)
. (22)

Ê áåçðàçìåðíîìó âðåìåíè â ñîîòíîøåíèÿõ (18), (19), (21), (22) ìîæíî ïåðåéòè,
ïîëîæèâ n = 1. Òîãäà α = α(t) ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé ñ ïåðèîäîì
T = 2π.

6. Ïðåöåññèîííî-èçîêîíè÷åñêèå äâèæåíèÿ îáùåãî âèäà:
ïåðâûé êëàññ

Â [16] ïîêàçàíî, ÷òî ïðåöåññèîííûå äâèæåíèÿ îáùåãî âèäà ìîãóò îáëàäàòü
óñëîâèåì èçîêîíè÷íîñòè òîëüêî â äâóõ ñëó÷àÿõ: 1) a 6= e; 2) ψ(t) = ϕ(t). Ðàñ-
ñìîòðèì ïåðâûé êëàññ ïðåöåññèîííî-èçîêîíè÷åñêèõ äâèæåíèé îáùåãî âèäà, äëÿ
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êîòîðîãî a 6= e. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ [14]

ϕ̇ = p0 + q0 sinϕ, ψ̇ =
ϕ̇

b0 + c0 sinϕ
. (23)

Â ñëó÷àå (23) ïàðàìåòðû b0 è c0 ïðèíèìàþò ïðåæíèå çíà÷åíèÿ è b20 = 1 + c20.
Çàâèñèìîñòü ψ(ϕ) íàéäåì èç âòîðîé ôîðìóëû ñèñòåìû (23)

ψ = 2arctan

[
tan

ϕ

2

(
b0 + c0 tan

ϕ

2

)−1
]
. (24)

Èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ ñèñòåìû (23) èìååì ðàâåíñòâî

t− t0 =

ϕ∫
ϕ0

dϕ

p0 + q0 sinϕ
. (25)

Ïðè îáðàùåíèè èíòåãðàëà (25) ìîæíî íàéòè çàâèñèìîñòü ϕ = ϕ(t). Çäåñü çíà÷å-
íèÿ p0, q0 íå îáÿçàòåëüíî ñâÿçàíû óñëîâèåì p20 = 1 + q20. Ïîýòîìó ïðè èíòåãðèðî-
âàíèè (25) âîçìîæíû òðè âàðèàíòà [14].

Âìåñòî ôîðìóëû (24) öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ñîîòíîøåíèå

ψ = arcsin
b0 sinϕ+ c0 − c0 sinϕ

b0(b0 + c0 sinϕ)
. (26)

Ïîäâèæíûé ãîäîãðàô çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè

ω1 =
a
/
0 sinϕ(t)

σ(t)
µ(t), ω2 =

a
/
0 cosϕ(t)

σ(t)
µ(t), ω3 =

(
1 +

a0
σ(t)

)
µ(t). (27)

Â (27) ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ σ(t) = b0 + c0 sinϕ(t), µ(t) = p0 + q0 sinϕ(t).

a) q0 = 5 á) q0 = 10 â) q0 = 70

Ðèñ.5 (a
/
0 = 0.295 c0 = 0.01 p0 = 10)
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Íà ðèñ. 5 ïðåäñòàâëåíû õàðàêòåðíûå âèäû ïîäâèæíîãî àêñîèäà âåêòîðà óãëîâîé
ñêîðîñòè â çàâèñèìîñòè îò èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà q0.

Íåïîäâèæíûé ãîäîãðàô õàðàêòåðèçóåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

ωζ =

(
a0 +

1

σ(t)

)
µ(t), ωρ = |a/0µ(t)|, α = arcsin

b0 sinϕ(t) + c0 − c0 cosϕ(t)

b0σ(t)
,

(28)
ãäå ϕ(t) îïðåäåëÿåòñÿ èç ôîðìóëû (25). Íàïðèìåð, ïðè p20 = 1 + q20 (p0, q0 íå ïðî-
ïîðöèîíàëüíû b0, c0), èìååì

sinϕ(t) =
p0(sin t+ q0 cos t− q0)

p20 − q0(sin t+ q0 cos t)
, cosϕ(t) =

cos t− q0 sin t

p20 − q0(sint+ q0 cos t)
.

Ýòè âûðàæåíèÿ óäîáíî èñïîëüçîâàòü â ôîðìóëàõ (28).
Îñòàíîâèìñÿ íà íàõîæäåíèè çàâèñèìîñòè ϕ(t) èç èíòåãðàëà (25). Íà÷àëüíîå

çíà÷åíèå ïðè t = 0 ïåðåìåííîé ϕ âîçüìåì ðàâíûì ϕ0. Ïóñòü p0 > 0, p20 − q20 > 0,
òîãäà

tan
(ϕ
2
− π

4

)
=

(p0 + q0)δ(t) + r0 tan
(
ϕ0

2
− π

4

)
r0 − (p0 − q0)δ(t) tan

(
ϕ0

2
− π

4

) , (29)

ãäå r0 =
√
p20 − q20, δ(t) = tan r0

2
t. Åñëè ïðèíÿòü ϕ0 = 0, òî èç (25) ïîëó÷èì ôîðìóëó

sinϕ =
p0(q0 cos r0t+ r0 sin r0t− q0)

p20 − q0(q0 cos r0t+ r0 sin r0t)
.

Òîãäà

p0 + q0 sinϕ =
p0r

2
0

p20 − q0(q0 cos r0t+ r0 sin r0t)
, cosϕ =

r0(r0 cos r0t− q0 sin r0t)

p20 − q0(q0 cos r0t+ r0 sin r0t)
.

Ýòè ôîðìóëû ìîæíî èñïîëüçîâàòü â ñîîòíîøåíèÿõ (28).
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé p0 < q0, p0 > 0. Åñëè ïðè t = 0 ϕ = 0, òî èç (25) èìååì

tan
(ϕ
2
− π

4

)
=

1− r0
q0−p0

th r0
2
t

q0−p0
r0

th r0
2
t− 1

. (30)

Çäåñü ÷åðåç r0 îáîçíà÷åíî r0 =
√
q20 − p20.

Äëÿ ñëó÷àÿ q0 = p0 èìååì

tan
ϕ

2
=

p0t

2− p0t
. (31)

Èç ñîîòíîøåíèé (30), (31) ñëåäóåò, ÷òî ïðè t→ ∞ ϕ→ 3π
2
.
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7. Ïðåöåññèîííî-èçîêîíè÷åñêèå äâèæåíèÿ îáùåãî âèäà:
âòîðîé êëàññ

Ðàññìîòðèì ïðåöåññèîííî-èçîêîíè÷åñêèå äâèæåíèÿ âòîðîãî êëàññà, äëÿ ýòîãî
ïîëîæèì ψ̇ = ϕ̇ = d0 + f0 sinϕ = g(ϕ), ò.å. ψ(t) = ϕ(t). Ïîäâèæíûé ãîäîãðàô ïðè
ýòîì îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

ω1 = a
/
0g(ϕ) sinϕ, ω2 = a

/
0g(ϕ) cosϕ, ω3 = (1 + a0)g(ϕ). (32)

Äëÿ èçó÷àåìîãî äâèæåíèÿ çàâèñèìîñòü ϕ(t) ìîæåò áûòü òðåõ âèäîâ [14]. Ïîäâèæ-
íûé ãîäîãðàô (32) âåêòîðà óãëîâîé ñêîðîñòè ãèðîñòàòà ÿâëÿåòñÿ ëèíèåé ïåðåñå÷å-

íèÿ êîíóñà ω2
1 + ω2

2 =
a
/2
0

(1+a0)2
ω2
3 è ïîâåðõíîñòè, ω1 =

a
/
0ω3

(1+a0)f0

[
ω3

1+a0
− d0

]
.

Äëÿ ïðåöåññèîííî-èçîêîíè÷åñêîãî äâèæåíèÿ âòîðîãî êëàññà õàðàêòåðíûå âè-
äû ïîäâèæíîãî àêñîèäà âåêòîðà óãëîâîé ñêîðîñòè â çàâèñèñìîñòè îò çíà÷åíèé
ïàðàìåòðà f0 ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 6.

à) f0 = 1

á) f0 = 10

Ðèñ.6 (a
/
0 = 0.17 d0 = 1)
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Íåïîäâèæíûé ãîäîãðàô âåêòîðà óãëîâîé ñêîðîñòè äëÿ ýòîãî òèïà äâèæåíèé
çàäàåòñÿ ðàâåíñòâàìè

ωζ = (1 + a0)g(ϕ), ωρ = |a/0g(ϕ)|, α = ψ(t) + c = ϕ(t) + c.

Òàêèì îáðàçîì, èññëåäîâàíû ñâîéñòâà ïîäâèæíîãî è íåïîäâèæíîãî ãîäîãðà-
ôîâ âåêòîðà óãëîâîé ñêîðîñòè ãèðîñòàòà â ñëó÷àå ïðåöåññèîííî-èçîêîíè÷åñêèõ
äâèæåíèé îïðåäåëåííûõ òèïîâ. Ñäåëàí âûâîä î òîì, ÷òî â ñëó÷àå ïðåöåññèîííî-
èçîêîíè÷åñêèõ äâèæåíèé ñëåäóþùèõ âèäîâ � ðåãóëÿðíàÿ ïðåöåññèÿ, ïîëóðåãó-
ëÿðíàÿ ïðåöåññèÿ ïåðâîãî òèïà, ïîëóðåãóëÿðíàÿ ïðåöåññèÿ âòîðîãî òèïà � ãî-
äîãðàôû âåêòîðà óãëîâîé ñêîðîñòè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïëîñêèå ëèíèè. Â ñëó-
÷àå ïðåöåññèîííî-èçîêîíè÷åñêèõ äâèæåíèé îáùåãî âèäà ãîäîãðàôû ÿâëÿþòñÿ ïðî-
ñòðàíñòâåííûìè êðèâûìè.
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