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Àíîòàöiÿ. Ó ðîáîòi ðîçãëÿäàþòüñÿ *-àëãåáðè AΓ,τ,⊥, àñîöiéîâàíi ç äåðåâàìè òà ïîðîäæåíi
ñèñòåìîþ òâiðíèõ ç ñïiââiäíîøåííÿìè òèïó Òåìïåðëi-Ëiáà òà îðòîãîíàëüíîñòi. Ïðèâåäåíî òà
îáãðóíòîâàíî àëãîðèòì, ÿêèé äîçâîëÿ¹ íåçâiäíi çîáðàæåííÿ òàêèõ àëãåáð, òà ÿêèé äà¹ êðèòåðié
iñíóâàííÿ íåòðèâiàëüíèõ çîáðàæåíü.

1. Âñòóï
Àëãåáðà, ïîðîäæåíà äâîìà òâiðíèìè åëåìåíòàìè áåç äîäàòêîâèõ óìîâ P2 =

C〈p1, p2|pi = p2
i = p∗i , i = 1, 2〉 ¹ äîáðå âèâ÷åíîþ [1], [2]. Àëå äîñëiäæåííÿ àëãåáðè ç

òðüîìà òðâiíèìè åëåìåíòàìè P3 áåç äîäàòêîâèõ ñïiââiäíîøåíü ¹ âæå íàäçâè÷àéíî
ñêëàäíîþ çàäà÷åþ [3]. ßê íàñëiäîê, iñíó¹ âåëèêà êiëüêiñòü êîíêðåòíèõ àëãåáð,
äîñëiäæåííÿ ÿêèõ âèêîðèñòîâó¹ âëàñíi ìåòîäè òà ïîòðåáó¹ çàñòîñóâàííÿ ïðèéîìiâ
ç ðiçíèõ îáëàñòåé ìàòåìàòèêè. Îäíèìè ç òàêèõ àëãåáð ¹ àëãåáðè àñîöiéîâàíi ç
ãðàôàìè.

Âïåðøå ñïiââiäíîøåííÿ âèäó

pipjpi = τijpi, pjpipj = τijpj, (1.1)

äå i òà j � âåðøèíè ãðàôà, ÿêi ç'¹äíàíi ðåáðîì, à τij ∈ C � ÷èñëî, ÿêèì ïîìi÷åíî öå
ðåáðî, ç'ÿâèëèñÿ ó ðîáîòi Òåìïåðëi òà Ëiáà [4] ïðè äîñëiäæåííi äâîìiðíî¨ ìîäåëi
ëüîäó òà ìîäåëi Ïîòòñà. Ïðè âiäïîâiäíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâàõ ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó
äëÿ ìîäåëi ëüîäó òàêà ñàìà, ÿê i äëÿ êðèòè÷íî¨ ìîäåëi Ïîòòñà, ÿêùî çðîáèòè ó
îñòàííié çàìiíó çìiííèõ.

Ó ðîáîòi Ì.À. Âëàñåíêî òà Í.Ä. Ïîïîâîé [5] ðîçãëÿíóòî àëãåáðè AΓ,τ,⊥, àñîöiéî-
âàíi ç ãðàôàìè Γ òà ïîðîäæåíi òâiðíèìè ç ñïiââiäíîøåííÿìè òèïó Òåìïåðëi-Ëiáà
òà îðòîãîíàëüíîñòi. Äëÿ òàêèõ àëãåáð, íàïðèêëàä, âèçíà÷åíî ðiñò òà ðîçìiðíiñòü
çîáðàæåíü.

Ó äiéñíié ðîáîòi ìè ðîçãëÿäà¹ìî *-àëãåáðè AΓ,τ,⊥, àñîöiéîâàíi ç äåðåâàìè òà ïî-
ðîäæåíi ñèñòåìîþ òâiðíèõ ç ñïiââiäíîøåííÿìè òèïó Òåìïåðëi-Ëiáà òà îðòîãîíàëü-
íîñòi. Ó ïåðøîìó ðîçäiëi ïðèâåäåíî íåîáõiäíi ôàêòè ïðî òàêi àëãåáðè. Ó äðóãîìó
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ðîçäiëi ïðèâåäåíî äâà àëãîðèòìè. Ïåðøèé âèêîíó¹ ðîçìiòêó äåðåâà. Ïðè öüîìó
âåðøèíè äåðåâà îòðèìóþòü ìiòêè ai ç äîïîìîãîþ ÿêèõ äðóãèé àëãîðèòì áóäó¹
ôîðìóëè çîáðàæåííÿ. Ìiòêè ai òàêîæ âèêîðèñòîâóþòüñÿ ÿê iíäiêàòîðè iñíóâàííÿ
çîáðàæåííÿ *-àëãåáðè. Öå äîâîäèòüñÿ ó òðåòüîìó ðîçäiëi ðîáîòè. Òåîðåìà 3 âñòà-
íîâëþ¹ ðiâíiñòü ìiæ ìíîæèíîþ ðîçñòàíîâîê ÷èñåë τ íà ðåáðàõ ãðàôà, äëÿ ÿêèõ
iñíóþòü íåòðèâiàëüíi çîáðàæåííÿ *-àëãåáð AΓ,τ,⊥, òà ìíîæèíîþ ðîçñòàíîâîê τ , äëÿ
ÿêèõ iñíó¹ êîðåêòíå âèêîíàííÿ àëãîðèòìó ðîçìiòêè äåðåâà.

2. Àëãåáðè ç ñïiââiäíîøåííÿìè òèïó Òåìïåðëi-Ëiáà
Ó öüîìó ïóíêòi ìè ðîçãëÿíåìî ðåçóëüòàòè, ÿêi áóëî îòðèìàíî äëÿ àëãåáð,

àñîöiéîâàíèõ ç ãðàôàìè òà ïîðîäæåíèõ ñèñòåìîþ òâiðíèõ ç ñïiââiäíîøåííÿìè òè-
ïó Òåìïåðëi-Ëiáà òà îðòîãîíàëüíîñòi.

Íåõàé Γ � äîâiëüíèé ñêií÷åííå íåîði¹íòîâàíèé ãðàô áåç êðàòíèõ ðåáåð òà ïå-
òåëü. Γ0 òà Γ1 ⊂ Γ0 × Γ0 � ìíîæèíè âiäïîâiäíî âåðøèí òà ðåáåð ãðàôà Γ. Íåõàé
τ : EΓ → (0; 1) � äåÿêà ðîçñòàíîâêà ÷èñåë íà ðåáðàõ ãðàôà Γ. Äîâiëüíèì ÷èíîì
îòîòîæíèìî âåðøèíè ãðàôà ç ÷èñëàìè 0, ..., | Γ0 | −1. Ïîçíà÷èìî τ(i, j) = τij = τji.

Âèçíà÷åííÿ 1. Àëãåáðîþ AΓ,τ,⊥ ¹ àëãåáðà ç îäèíèöåþ íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ
÷èñåë, ïîðîäæåíó iäåìïîòåíòàìè {pi, i ∈ Γ0}, ç ñïiââiäíîøåííÿìè:

{
pipjpi = τijpi, pjpipj = τijpj, ÿêùî {i, j} ∈ Γ1;
pipj = pjpi = 0, iíàêøå .

Ó ïîäàëüøîìó ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè AΓ,τ,⊥ ÿê *-àëãåáðó, ìàþ÷è íà óâàçi íàñòóï-
íó iíâîëþöiþ:

(pi1pi2 ...pik)
∗ = pikpik−1

...pi1 .

Äëÿ òàêèõ àëãåáð ó âèïàäêó, êîëè ÷èñëà τij äîðiâíþþòü îäíå îääíîìó, çîáðà-
æåííÿ ðîçãëÿäàëèñü ó ðîáîòi [6] äëÿ ãàðôà, ÿêèé ¹ ëàíöþãîì, òà ó ðîáîòi [7] äëÿ
ãðàôà, ÿêèé ¹ öèêëîì.

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó ëåìó, ÿêà ïðåâåäåíà ó ðîáîòi [5] òà äà¹ iíôîðìàöiþ ïðî
ðîçìiðíiñòü àëãåáðè AΓ,τ,⊥.

Ëåìà 1. ßêùî ãðàô Γ íå ìiñòèòü öèêëiâ, òî àëãåáðà AΓ,τ,⊥ ñêií÷åííîâèìiðíà.
ßêùî êîæíà êîìïîíåíòà çâ'ÿçíîñòi ãðàôà Γ ìiñòèòü íå áiëüø íiæ îäèí öèêë,
òî àëãåáðà AΓ,τ,⊥ ìà¹ ðîçìiðíiñòü Ãåëüôàíäà-Êèðèëîâà 1. ßêùî äåÿêà êîìïîíåí-
òà çâ'ÿçíîñòi ãðàôà Γ ìiñòèòü áiëüø íiæ îäèí öèêë, AΓ,τ,⊥ ìiñòèòü âiëüíó
ïiäàëãåáðó ç äâîìà òâiðíèìè.

Íàãàäà¹ìî, ùî ðîçìiðíiñòþ Ãåëüôàíäà-Êèðèëîâà àëãåáðè A íàçèâà¹òüñÿ çíà-
÷åííÿ âåðõíüî¨ ãðàíèöi

GKdim(A) = lim
n→∞

logn gT (n) = lim
n→∞

ln gT (n)

ln n
,
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äå gT � ôóíêöiÿ ðîñòó.
Äàëi áóäåìî ââàæàòè, ùî Γ � ãðàô íå áiëüøå íiæ ç îäíèì öèêëîì. Ðîçãëÿíåìî

òåîðåìó, ÿêó íàâåäåíî ó ðîáîòi [5], ÿêà äîâîçëÿ¹ ðîáèòè âèñíîâêè ïðî ðàíãè òâiðíèõ
åëåìåíòiâ àëãåáðè AΓ,τ,⊥.

Òåîðåìà 1. ßêùî AΓ,τ,⊥ ìà¹ íåòðèâiàëüíi íåçâiäíi çîáðàæåííÿ, òî ðàíãè âñiõ
òâiðíèõ-ïðîåêòîðiâ ó íèõ äîðiâíþþòü 1.

Îáãðóíòóâàííÿ öi¹¨ òåîðåìè ñóòò¹âî âèêîðèñòîâó¹ íàñòóïíó ëåìó.

Ëåìà 2. Àëãåáðà AΓ,τ,⊥ íå ìà¹ áåñêiíå÷åíîâèìiðíèõ íåçâiäíèõ çîáðàæåíü ó ãiëü-
áåðòîâîìó ïðîñòîði.

Íåõàé êiëüêiñòü âåðøèí ó ãðàôi | Γ0 |= n. Ðîçãëÿíåìî ñàìîñïðÿæåíó ìàòðèöþ
A = A(Γ, τ) = {Ai,j}n−1

i,j=0, äå Ai,j = 0, ÿêùî âåðøèíè i òà j äåðåâà Γ íå ç'¹äíàíi
ðåáðîì, òà Ai,j =

√
τij íàâïàêè.

Òåîðåìà 2. Íåõàé Γ � äåðåâî. Íåòðèâiàëüíå çîáðàæåííÿ àëãåáðè AΓ,τ,⊥ iñíó¹
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ìàòðèöÿ A(Γ, τ) ¹ íåâiä'¹ìíî âèçíà÷åííîþ. Íåçâiäíå
íåòðèâiàëüíå çîáðàæåííÿ AΓ,τ,⊥ ¹äèíå ç òî÷íiñòþ äî óíiòàðíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi,
òà éîãî ðîçìiðíiñòü äîðiâíþ¹ ðàíãó ìàòðèöi A(Γ, τ).

3. Àëãîðèòì ïîáóäîâè çîáðàæåííÿ *-àëãåáðè AΓ,τ,⊥,
àñîöiéîâàíî¨ ç äåðåâîì

Íåõàé Γ ¹ äåÿêèì ñêií÷åííèì íåîði¹íòîâàíèì äåðåâîì áåç êðàòíèõ ðåáåð òà ïå-
òåëü. Êàðäèíàëüíå ÷èñëî ìíîæèíè âåðøèí | V Γ |= n, ìíîæèíè ðåáåð íà îäèíèöþ
ìåíüøå íiæ | V Γ |, òîáòî | EΓ |= n − 1. Äîâiëüíèì ÷èíîì çàíóìåðó¹ìî âåðøèíè
ãðàôà ÷èñëàìè i = 1, n òà çðîáèìî ðîçñòàíîâêó ÷èñåë íà ðåáðàõ τ : EΓ → (0; 1).
Ïðè öüîìó êîæíå ðåáðî ãðàôà ç âåðøèíàìè i òà j îòðèìà¹ ìiòêó τij = τji. Ðîçãëÿ-
íåìî íàñòóïíèé àëãîðèòì.

Àëãîðèòì ðîçìiòêè äåðåâà

1. s := 1, G(1) := Γ.
2. Îáèðà¹ìî äîâiëüíó âåðøèíó i ãðàôà G(1) âàëåíòíiñòü ÿêî¨ äîðiâíþ¹ 1 ó ãðàôi

G(s) i ÿêà íå ¹ ïîìi÷åíîþ.
3. si := s, ai := 1.
4. ßêùî iñíóþòü âåðøèíè ãðàôà G(1), ñóìiæíi ç âåðøèíîþ i òà íåïîìi÷åíi,

òî íåõàé i1, i2, ..., il óñi òàêi âåðøèíè. Òîäi ai := ai −
l∑

j=1

τi,ij

aij
. ßêùî ai < 0 àáî

ÿêùî ai = 0 òà ó ãðàôi G(1) iñíóþòü íåïîìi÷åíi âåðøèíè, òî âèêîíàííÿ àëãîðèòìó
ïðèïèíÿ¹òüñÿ.

5. Ðîçãëÿíåìî âåðøèíó k ãðàôà G(1), ÿêà ñóìiæíà ç âåðøèíîþ i ó ãðàôi G(s)

òà íå ¹ ïîìi÷åíîþ. ßêùî òàêî¨ âåðøèíè íå iñíó¹, òî ïåðåõîäèìî äî ïóíêòó 10.
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6. ßêùî âàëåíòíiñòü âåðøèíè k ó ãðàôi G(s) áiëüøå íiæ 2, òîäi ïåðåõîäèìî äî
ïóíêòó 7 iíàêøå i := k òà ïåðåõîäèìî äî ïóíêòó 3.

7. ßêùî ìíîæèíà íåïîìi÷åíèõ âåðøèí, âàëåíòíiñòü ÿêèõ äîðiâíþ¹ 1 ó ãðàôi
G(s), ¹ ïóñòîþ, òî ïåðåõîäèìî äî ïóíêòó 8, iíàêøå ïåðåõîäèìî äî ïóíêòó 2.

8. s := s + 1. Áóäó¹ìî ãðàô G(s). Âåðøèíàìè ãðàôà G(s) ¹:
1) âåðøèíè ãðàôà G(s−1), ÿêi íåïîìi÷åíi i ìàþòü âàëåíòíiñòü 2;
2) âåðøèíè ãðàôà G(s−1), ÿêi ìàþòü âàëåíòíiñòü áiëüøå íiæ 2 òà íåïîìi÷åíi.
Ãðàô G(s) ¹ ïiäãðàôîì ãðàôà G(s−1), ïîðîäæåíèì âêàçàíîþ ìíîæèíîþ âåðøèí.
9. ßêùî G(s) = P1, òî ¹äèíà âåðøèíà i îòðèìó¹ ìiòêè si = s, ai = 1 −

l∑
j=1

τi,ij

aij
,

äå i1, i2, ..., il óñi âåðøèíè ãðàôà G(1), ñóìiæíi ç âåðøèíîþ i òà íåïîìi÷åíi, òà ïå-
ðåõîäèìî äî ïóíêòó 10 iíàêøå ïåðåõîäèìî äî ïóíêòó 2.

10. ßêùî ai ≥ 0, òî ðîçìiòêà äåðåâà ¹ çàâåðøåíîþ. Iíàêøå âèêîíàííÿ àëãîðèò-
ìó ïðèïèíÿ¹òüñÿ.

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ðîçìiòêà äåðåâà âèêîíàíà êîðåêòíî, ÿêùî âîíà çàâåð-
øåíà. Çàçíà÷èìî, ùî ðîçìiòêó äåðåâà Γ áóäå âèêîíàíî êîðåêòíî, ÿêùî ïiä ÷àñ
âèêîíàííÿ àëãîðèòìó áóäóòü îòðèìàíi ìiòêè ai > 0, à îñòàííÿ ìiòêà aj ≥ 0.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ΩΓ ìíîæèíó ðîçñòàíîâîê τ , äëÿ ÿêèõ iñíóþòü êîðåêòíi ðîç-
ìiòêè äåðåâà Γ. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ Γ âèêîíàíà êîðåêòíà ðîçìiòêà, òîáòî τ ∈ ΩΓ.
Òîäi âèêîíàíà àëãîðèòìîì ðîçìiòêà äîçâîëÿ¹ ïîáóäóâàòè íåòðèâiàëüíå íåçâiäíå
*-çîáðàæåííÿ π *-àëãåáðè AΓ,τ,⊥, ïðè öüîìó ÿêùî îñòàííÿ ìiòêà, îòðèìàíà çà
àëãîðèòìîì ai 6= 0, òî ðîçìiðíiñòü çîáðàæåííÿ äîðiâíþ¹ n, òà ÿêùî ai = 0, òî
ðîçìiðíiñòü çîáðàæåííÿ äîðiâíþ¹ n− 1.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Pi = π(pi), i = 1, n. Îïèøåìî åòàïè ïîáóäîâè öüîãî *-çîáðà-
æåííÿ íàñòóïíèì àëãîðèòìîì. Ïåðøà ÷àñòèíà ðîçñòàâëÿ¹ åëåìåíòè ó ìàòðèöÿõ
îðòîïðîåêòîðiâ, ÿêi ðîçìiùåíi íà ãîëîâíié äiàãîíàëi. Ïîòî÷íîþ ïîçèöi¹þ íà ïî-
÷àòîê äi¨ àëãîðèòìó ââàæà¹òüñÿ ïåðøèé åëåìåíò ïåðøîãî ðÿäêó òà âñi âåðøèíè
ââàæàþòüñÿ íå âèêîðèñòàíèìè. Äðóãà ÷àñòèíà àëãîðèòìó äîáóäîâó¹ iíøi åëåìåíòè
ìàòðèöü îðòîïðîåêòîðiâ.

Àëãîðèòì ïîáóäîâè *-çîáðàæåííÿ
I ÷àñòèíà:

1. s := 1.
2. Îáèðà¹ìî äîâiëüíó íåâèêîðèñòàíó âåðøèíó i ãðàôà G(1), ÿêà ìà¹ âàëåíòíiñòü

1 ó ãðàôi G(s) àáî 0.
3. ßêùî ai 6= 0, òî ó ïîòî÷íó ïîçèöiþ ó ìàòðèöi îïåðàòîðà Pi ñòàâèìî ai òà

ïåðåõîäèìî äî íàñòóïíîãî äiàãîíàëüíîãî åëåìåíòà, ÿêùî öå ìîæëèâî. Âåðøèíà i
ââàæà¹òüñÿ âèêîðèñòàíîþ.

4. ßêùî iñíóþòü âåðøèíè, ñóìiæíi ç âåðøèíîþ i ó ãðàôi G(1) òà íåâèêîðèñòàíi,
òî íåõàé i1, i2, ..., il óñi òàêi âåðøèíè. Ïåðåáèðà¹ìî öi âåðøèíè ïî m = 1, l òà ó
ìàòðèöi îðòîïðîåêòîðà Pi ñòàâèìî ÷èñëî τi,im

aim
â òó ïîçèöiþ, ó ÿêié ñòî¨òü ÷èñëî aim

ó ìàòðèöi îðòîïðîåêòîðà Pim . Ïiñëÿ çàâåðøåííÿ ïåðåáîðó ðîáîòà ç Pi çàêií÷ó¹òüñÿ.
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5. ßêùî ìíîæèíà íåâèêîðèñòàíèõ âåðøèí ãðàôà G(1) ¹ ïóñòîþ, òî ïåðåõîäèìî
äî ïóíêòó 9.

6. Ðîçãëÿäà¹ìî âåðøèíó j ãðàôà G(1), ñóìiæíó ç âåðøèíîþ i ó ãðàôi G(s) òà
íåâèêîðèñòàíó. ßêùî sj > si, òî ïåðåõîäèìî äî ïóíêòó 7, èíàêøå i := j i ïåðåõî-
äèìî äî ïóíêòó 3.

7. ßêùî ìíîæèíà íåâèêîðèñòàíèõ âåðøèí, ÿêi ìàþòü âàëåíòíiñòü 1 ó ãðàôi
G(s) ¹ ïóñòîþ, òî s := s + 1.

8. Ïåðåõîäèìî äî ïóíêòó 2.
9. Ðîáîòà àëãîðèòìà çàêií÷åíà.

II ÷àñòèíà:

Äëÿ çàâåðøåííÿ ïîáóäîâè îðòîïðîåêòîðiâ ïåðåáèðà¹ìî ¨õ ïî i = 1, n òà:
1. ßêùî íà ãîëîâíié äiàãîíàëi ó ìàòðèöi îïåðàòîðà Pi ñòî¨òü òiëüêè îäíà 1, òî

óñi iíøi åëåìåíòè ìàòðèöi áåðåìî ðiâíèìè íóëþ i Pi ïîáóäîâàí.
2. ßêùî íà ãîëîâíié äiàãîíàëi ó ìàòðèöi îïåðàòîðà Pi íà ïîçèöiÿõ i1, i2, ..., il

ñòîÿòü ÷èñëà si1 , si2 , ..., sil , òî ðîçãëÿäà¹ìî óñi ìîæëèâi ñïîëó÷åííÿ ç {i1, i2, ..., il} ïî
äâà òà äëÿ êîæíèõ {ik, im} åëåìåíòè ìàòðèöi Pi ç iíäåêñàìè ik, im òà im, ik áåðåìî
ðiâíèìè √siksim . Iíùi åëåìåíòè ìàòðèöi îïåðàòîðà Pi áåðåìî ðiâíèìè íóëþ. Pi

ïîáóäîâàíî.
Çà ïîáóäîâîþ ìàòðèöi Pi çàäîâîëüíÿþòü âëàñòèâîñòÿì P 2

i = Pi = P ∗
i i, îòæå, ¹

îðòîïðîåêòîðàìè.

4. Îáãðóíòóâàííÿ àëãîðèòìó ïîáóäîâè çîáðàæåííÿ
*-àëãåáðè AΓ,τ,⊥, àñîöiéîâàíî¨ ç äåðåâîì

Íåõàé ΣΓ � ìíîæèíà ðîçñòàíîâîê τ , äëÿ ÿêèõ iñíóþòü íåòðèâiàëüíi íåçâiäíi
çîáðàæåííÿ *-àëãåáðè AΓ,τ,⊥. Òîäi, âðàõîâóþ÷è âèùåçàçíà÷åíå, ìè îòðèìó¹ìî, ùî
ΩΓ ⊆ ΣΓ.

Ðîçãëÿíåìî ïðîñòèé ëàíöþã Pn. Çàíóìåðó¹ìî âåðøèíè ëàíöþãà ÷èñëàìè âiä 1
äî n ó ïîðÿäêó ¨õ ñëiäóâàííÿ. Ïîçíà÷èìî êîæíå ðåáðî ëàíöþãà ç âåðøèíàìè i òà
i + 1 ÷èñëàìè τi ∈ (0; 1), i = 1, n− 1.

Ëåìà 3. Äëÿ àëãåáðè APn,τ,⊥ ìà¹ ìiñöå ðiâíâñòü ΩPn = ΣPn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàíiøå áóëî ïîêàçàíî, ùî ìà¹ ìiñöå âêëþ÷åííÿ ΩΓ ⊆ ΣΓ. Ïîêà-
æåìî çâîðîòí¹ âêëþ÷åííÿ.

Íåõàé τ ∈ ΣPn . Ðîçãëÿíåìî ñàìîñïðÿæåíó ìàòðèöþ A(Pn, τ) = {Ai,j}n
i,j=1, äå

Aii = 1, Ai,i+1 = Ai+1,i =
√

τi, i = 1, n− 1 òà Aij = 0 ó iíøèõ âèïàäêàõ.
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Äëÿ ëàíöþãà ìàòðèöÿ ìà¹ âèãëÿä

A(Pn, τ) =




1
√

τ1 0 0 ... 0 0√
τ1 1

√
τ2 0 ... 0 0

0
√

τ2 1
√

τ3 ... 0 0
0 0

√
τ3 1 ... 0 0

... ... ... ... ... ... ...
0 0 0 0 ... 1

√
τn−1

0 0 0 0 ...
√

τn−1 1




.

Íåòðèâiàëüíi çîáðàæåííÿ àëãåáðè APn,τ iñíóþòü òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè A(Pn, τ)
íåâiä'¹ìíî âèçíà÷åíà. Ïðè öüîìó íåçâiäíå çîáðàæåííÿ ¹äèíå ç òî÷íiñòþ äî óíiòàð-
íî¨ åêâiâàëåíòíîñòi òà éîãî ðîçìiðíiñòü äîðiâíþ¹ ðàíãó ìàòðèöi A(Pn, τ). Îñêiëüêè
τ ∈ ΣPn , òî A(Pn, τ) ¹ íåâiä'¹ìíî âèçíà÷åíîþ i ¨¨ ãîëîâíi ìiíîðè M1,...,i ≥ 0, i = 1, n.

Íå ïîðóøóþ÷è ñïiëüíiñòü ìiðêóâàíü, ââàæà¹ìî, ùî ðîçìiòêà ëàíöþãà ïî÷èíà-
ëàñÿ ç âåðøèíè 1. Âñòàíîâèìî çâ'ÿçîê ìiæ ãîëîâíèìè ìiíîðàìè ìàòðèöi A(Pn, τ)
òà ìiòêàìè ai.

M1 = 1 = a1 > 0.
Äëÿ ãîëîâíîãî ìiíîðó M1,2:

M1,2 =

∣∣∣∣
1

√
τ1√

τ1 1

∣∣∣∣ = 1− τ1 = 1 · (1− τ1) = a1 · a2 ≥ 0.

Ðîçãëÿíåìî M1,2,3:

M1,2,3 =

∣∣∣∣∣∣

1
√

τ1 0√
τ1 1

√
τ2

0
√

τ2 1

∣∣∣∣∣∣
= 1 ·

∣∣∣∣
1

√
τ1√

τ1 1

∣∣∣∣−
√

τ2 ·
∣∣∣∣

1 0√
τ1

√
τ2

∣∣∣∣ =

= 1 ·M1,2 − τ2 · 1 = M1,2 − τ2 ·M1 ≥ 0.

ßêùî ïðèïóñòèòè, ùî M1,2 = 0, òî ìè îòðèìà¹ìî, ùî M1,2,3 < 0. Òîáòî, M1,2 =
a1 · a2 > 0 ⇒ a2 > 0.

Çà iíäóêöi¹þ, ïðèïóñòèìî, ùî îòðèìàíå ñïiââiäíîøåííÿ ìà¹ ìiñöå äëÿ M1,2,...,k−1,
òîáòî, M1,2,...,k−1 = a1 · a2 · ... · ak−1 òà ak−1 > 0. Ïîêàæåìî äëÿ M1,2,...,k.

M1,2,...,k =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
√

τ1 0 ... 0 0√
τ1 1

√
τ2 ... 0 0

0
√

τ2 1 ... 0 0
... ... ... ... ... ...
0 0 0 ... 1

√
τk−1

0 0 0 ...
√

τk−1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
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= 1 ·M1,2,...,k−1 −√τk−1 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
√

τ1 0 ... 0 0 0√
τ1 1

√
τ2 ... 0 0 0

0
√

τ2 1 ... 0 0 0
... ... ... ... ... ... ...
0 0 0 ... 1

√
τk−3 0

0 0 0 ...
√

τk−3 1 0
0 0 0 ... 0

√
τk−2

√
τk−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= M1,2,...,k−1 − τk−1 ·M1,2,...,k−2 = a1 · a2 · ... · ak−1 − τk−1 · a1 · a2 · ... · ak−2 =

= a1 · a2 · ... · ak−1 · (1− τk−1

ak−1

) = a1 · a2 · ... · ak ≥ 0.

Àíàëîãi÷íî, ðîçãëÿíåìî M1,2,...,k+1:

M1,2,...,k+1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
√

τ1 0 ... 0 0√
τ1 1

√
τ2 ... 0 0

0
√

τ2 1 ... 0 0
... ... ... ... ... ...
0 0 0 ... 1

√
τk

0 0 0 ...
√

τk 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= 1 ·M1,2,...,k −√τk ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
√

τ1 0 ... 0 0 0√
τ1 1

√
τ2 ... 0 0 0

0
√

τ2 1 ... 0 0 0
... ... ... ... ... ... ...
0 0 0 ... 1

√
τk−2 0

0 0 0 ...
√

τk−2 1 0
0 0 0 ... 0

√
τk−1

√
τk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= M1,2,...,k − τk−1 ·M1,2,...,k−1 ≥ 0.

Òîäi, ÿêùî ïðèïóñòèòè, ùî M1,2,...,k = 0, òî ìè îòðèìà¹ìî, ùî M1,2,...,k+1 < 0,
òîáòî, M1,2,...,k = a1 · a2 · ... · ak > 0,⇒ ak > 0.

Ìè îòðèìàëè, ùî M1,2,...,i = a1 ·a2 · ... ·ai, i = 1, n i ai > 0, i = 1, n− 1. Ïðè öüîìó
an > 0, ÿêùî M1,2,...,n = detA(Pn, τ) > 0, òîáòî rankA(Pn, τ) = n, i an = 0, ÿêùî
M1,2,...,n = 0, òîáòî rankA(Pn, τ) = n − 1. Òàêèì ÷èíîì, ΩPn ⊇ ΣPn i, ó íàñëiäêó,
ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü ΩPn = ΣPn .

Ïåðåõîäèìî äî ðîçãëÿäó äîâiëüíîãî äåðåâà Γ, âåðøèíè ÿêîãî çàíóìåðîâàíi òà
ïðîâåäåíà ðîçñòàíîâêà ÷èñåë íà ðåáðàõ. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíóþòü íåòðèâiàëüíi
çîáðàæåííÿ àëãåáðè AΓ,τ,⊥, òîáòî, τ ∈ ΣΓ. Ðîçãëÿíåìî âiäïîâiäíó ìàòðèöþ A(Γ, τ),
ÿêà ¹ íåâiä'¹ìíî âèçíà÷åíîþ.

Íàãàäà¹ìî, ùî ðîçìiòêà äåðåâà Γ áóäå âèêîíàíà êîððåêòíî, ÿêùî ïiä ÷àñ ðî-
áîòè àëãîðèòìó áóäóòü îòðèìàíi ìiòêè ai > 0, à îñòàííÿ ìiòêà aj ≥ 0. Íåõàé
àëãîðèòì ðîçìiòêè äåðåâà ïî÷èíà¹ ñâîþ ðîáîòó ç äåÿêî¨ âåðøèíè i1, âàëåíòíiñòü
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ÿêî¨ äîðiâíþ¹ 1, òà ïðîõîäèòü ïî âåðøèíàì i2, i3, ..., is, âàëåíòíiñòü ÿêèõ äîðiâíþ¹
2, äî âåðøèíè is+1, âàëåíòíiñòü ÿêî¨ áiëüøå íiæ 2. Îñêiëüêè Mi1 = 1 = ai1 > 0, òî
àëãîðèòì ïðîäîâæó¹ ðîçìiòêó. Äàëi ïåðåõîäèìî äî âåðøèíè i2, ðîçãëÿäà¹ìî ïiä-
ãðàô Γ(i1, i2, i3) ãðàôà Γ, ïîðîäæåíèé ìíîæèíîþ âåðøèí {i1, i2, i3}. Äëÿ àëãåáðè
AΓ(i1,i2,i3),τ,⊥ iñíóþòü íåòðèâiàëüíi çîáðàæåííÿ. Òîäi çà Ëåìîþ 3 Mi1,i2 = ai1 ·ai2 > 0,
à îòæå, ai2 > 0 òà àëãîðèòì íå çóïèíÿ¹òüñÿ. I òàê äàëi äî âåðøèíè is.

Òàêèì ÷èíîì, ìè ïðèõîäèìî äî âåðøèíè is. Ðîçãëÿäà¹ìî ïiäãðàô Γ(i1, i2, ..., is+1).
Òîäi ó àëãåáðè AΓ(i1,i2,...,is+1),τ,⊥ iñíóþòü íåòðèâiàëüíi çîáðàæåííÿ òà çà Ëåìîþ 3
Mi1,i2,...,is = ai1 · ai2 · ... · ais > 0, òîäi ais > 0 i àëãîðèòì ïðîäîâæó¹ ðîáîòó.

Ìiðêóþ÷è àíàëîãi÷íî, îòðèìà¹ìî, ùî àëãîðèòì âèêîíà¹ ðîçìiòêó âåðøèí ãðà-
ôà, ïî÷èíàþ÷è ç âåðøèí, ÿêi ìàþòü âàëåíòíiñòü 1, i äî âåðøèí, ÿêi ìàþòü âàëåíò-
íiñòü áiëüøå íiæ 2 (íå âêëþ÷àþ÷è).

Íåõàé äàëi i � íåïîìi÷åíà âåðøèíà ãðàôà, ÿêà ìà¹ âàëåíòíiñòü áiëüøó íiæ 2, òà
¹ âåðøèíîþ ç âàëåíòíiñòþ 1 ó ãðàôi G(2). Íåõàé i1s1

, i2s2
, ..., iksk

� óñi ïîìi÷åíi âåð-
øèíè, ñóìiæíi ç âåðøèíîþ i ó ãðàôi Γ, à i11 , i12 , ..., i1s1

, i21 , i22 , ..., i2s2
, ..., ik1 , ik2 , ..., iksk

� ïîìi÷åíi âåðøèíè, ÿêi çíàõîäÿòüñÿ íà øëÿõó âiä âåðøèíè i ÷åðåç âåðøèíè
i1s1

, i2s2
, ..., iksk

äî ïîìi÷åíèõ âåðøèí ç âàëåíòíiñòþ 1. Âiäïîâiäíèé ìiíîð ìàòðèöi
A(Γ, τ) ìàòèìå íàñòóïíèé âèãëÿä:

Mi11 ,i12 ,...,i1s1
,i21 ,i22 ,...,i2s2

,...,ik1
,ik2

,...,iksk
,i =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
√

τi11 i12
... 0 ... 0 0 0√

τi11 i12
1 ... 0 ... 0 0 0

... ... ... ... ... ... ... ...
0 0 ... 1 ... 0 0 √τi1s1

i

... ... ... ... ... ... ... ...
0 0 ... 0 ... 1

√
τiksk−1

iksk
0

0 0 ... 0 ...
√

τiksk−1
iksk

1
√

τiksk
i

0 0 ... √τi1s1
i ... 0

√
τiksk

i 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Òîäi, âèêîíóþ÷è ñïî÷àòêó ðîçêëàäàííÿ ïî îñòàííüîìó ðÿäêó, à ïîòiì äëÿ îòðè-
ìàíèõ âèçíà÷íèêiâ ç ìíîæíèêàìè √τlt ïî ðÿäêàì, ó ÿêèõ ó îñòàííüîìó ñòîâï÷èêó
çíàõîäèòüñÿ ìíîæíèê √τlt, ìè îòðèìà¹ìî, ùî

Mi11 ,i12 ,...,i1s1
,i21 ,i22 ,...,i2s2

,...,ik1
,ik2

,...,iksk
,i = ai11

· ai12
· ... · aiksk

· ai ≥ 0.

Íåõàé j � âåðøèíà, ñóìiæíà ç âåðøèíîþ i òà íåïîìi÷åíà. Ðîçãëÿíåìî ìiíîð

Mi11 ,i12 ,...,i1s1
,i21 ,i22 ,...,i2s2

,...,ik1
,ik2

,...,iksk
,i,j =
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=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
√

τi11 i12
0 ... 0 0 0 0√

τi11 i12
1

√
τi12 i13

... 0 0 0 0

0
√

τi12 i13
1 ... 0 0 0 0

... ... ... ... ... ... ... ...
0 0 0 ... 1

√
τiksk−1

iksk
0 0

0 0 0 ...
√

τiksk−1
iksk

1
√

τiksk
i 0

0 0 0 ... 0
√

τiksk
i 1

√
τi,j

0 0 0 ... 0 0
√

τi,j 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= Mi11 ,i12 ,...,i1s1
,i21 ,i22 ,...,i2s2

,...,ik1
,ik2

,...,iksk
,i − τi,j ·Mi11 ,i12 ,...,i1s1

,i21 ,i22 ,...,i2s2
,...,ik1

,ik2
,...,iksk

.

ßêùî ïðèïóñòèòè, ùî Mi11 ,i12 ,...,i1s1
,i21 ,i22 ,...,i2s2

,...,ik1
,ik2

,...,iksk
,i = 0, òî ìè îòðè-

ìà¹ìî, ùî Mi11 ,i12 ,...,i1s1
,i21 ,i22 ,...,i2s2

,...,ik1
,ik2

,...,iksk
,i,j < 0. Òîäi

Mi11 ,i12 ,...,i1s1
,i21 ,i22 ,...,i2s2

,...,ik1
,ik2

,...,iksk
,i = ai11

· ai12
· ... · aiksk

· ai > 0

i ai > 0. Òîáòî, àëãîðèòì ïðîäîâæó¹ ðîáîòó.
Ìiðêóþ÷è àíàëîãi÷íî, äëÿ óñiõ çàëèøèâøèõñÿ âåðøèí, êðiì îñòàííüî¨, ìè îòðè-

ìà¹ìî, ùî óñi ¨õ ìiòêè ¹ ÷èñëàìè áiëüøå íóëÿ.
Íåõàé aj � îñòàííÿ ìiòêà, ÿêó ïîñòàâèâ àëãîðèòì. Âèêîíàâøè îá÷èñëåííÿ, òàêi

æ ÿê i ðàíiøå, ìè îòðèìà¹ìî òå, ùî detA(Γ, τ) = a1 ·a2 · ... ·aj−1 ·aj+1 · ... ·an ·aj ≥ 0.
Òîäi aj ≥ 0.

Òàêèì ÷èíîì, ìè äîêàçàëè íàñòóïíó òåîðåìó.
Òåîðåìà 3. ßêùî Γ � äåðåâî, òî äëÿ *-àëãåáðè AΓ,τ,⊥ ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü ΩΓ = ΣΓ.

Ç äîêàçó òåîðåìè ìè îòðèìà¹ìî
Íàñëiäîê 1. ßêùî äëÿ äåðåâà Γ âèêîíàíà êîðåêòíà ðîçìiòêà, òî ðîçìiðíiñòü
çîáðàæåííÿ àëãåáðè AΓ,τ,⊥ àáî äîðiâíþ¹ n, ÿêùî îñòàííÿ ìiòêà aj > 0, àáî äîðiâ-
íþ¹ n− 1, ÿêùî aj = 0. Iíøi ðîçìiðíîñòi íåìîæëèâi.

Àâòîðè âèñëîâëþþòü ùèðó ïîäÿêó Ñàìîéëåíêî Þðiþ Ñòåôàíîâè÷ó çà ïîñòà-
íîâêó çàäà÷i òà êîðèñíi ïîðàäè.
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