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Àííîòàöèÿ. Ââåäåíî ïîíÿòèå êîìïàêòíîãî ñóáäèôôåðåíöèàëà äëÿ âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé,
íàéäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ êîìïàêòíîé ñóáäèôôåðåíöèðóåìîñòè. Äëÿ âû-
ïóêëûõ ôóíêöèé èññëåäîâàíà ñâÿçü ñ êëàññè÷åñêèì ñóáäèôôåðåíöèàëîì. Äîêàçàíà ôîðìóëà
êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé è ðÿä òåîðåì î ñðåäíåì äëÿ êîìïàêòíûõ ñóáäèôôåðåíöèàëîâ. Ïîëó÷å-
íû ñîîòâåòñòâóþùèå óñëîâèÿ ìîíîòîííîñòè è ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà â òåðìèíàõ êîìïàêòíûõ
ñóáäèôôåðåíöèàëîâ.

Ââåäåíèå
Ìíîãèå âàæíûå äëÿ àíàëèçà ôóíêöèè íå ÿâëÿþòñÿ âñþäó äèôôåðåíöèðóåìû-

ìè â îáû÷íîì ñìûñëå, íî îáëàäàþò ñóùåñòâåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè ñâîé-
ñòâàìè, êàê, íàïðèìåð, âûïóêëûå ôóíêöèè. Äëÿ òàêèõ ôóíêöèé â êà÷åñòâå àíà-
ëîãà ïðîèçâîäíîé ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ñóáäèôôåðåíöèàë, ÿâëÿþùèéñÿ áàçîâûì ïî-
íÿòèåì âûïóêëîãî àíàëèçà è øèðîêî ïðèìåíÿåìûé â ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêå ([2],
[4], [9], [10]). Íàïîìíèì êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 1. ×èñëî x∗ íàçûâàåòñÿ ñóáãðàäèåíòîì âûïóêëîé ôóíêöèè
f : [a; b] −→ R â òî÷êå x, åñëè äëÿ âñåõ z ∈ [a; b] âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:

f(z)− f(x) ≥ x∗(z − x).

Ìíîæåñòâî âñåõ ñóáãðàäèåíòîâ âûïóêëîé ôóíêöèè f â òî÷êå x íàçûâàåòñÿ ñóá-
äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè f â òî÷êå x è îáîçíà÷àåòñÿ ∂f(x).

Íàëè÷èå ìíîæåñòâà ïîëåçíûõ ñâîéñòâ ñóáäèôôåðåíöèàëîâ ïðèâåëî ê ìíîãî-
÷èñëåííûì îáîáùåíèÿì ýòîãî ïîíÿòèÿ (ñì., íàïðèìåð, [2], [3], [5]). Â íàñòîÿùåé
ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé ïîäõîä ê äàííîé çàäà÷å � ââîäèòñÿ ïîíÿòèå êîìïàêò-
íîãî ñóáäèôôåðåíöèàëà ÷èñëîâîé ôóíêöèè. Äëÿ îòîáðàæåíèé ñî çíà÷åíèÿìè â
ëîêàëüíî âûïóêëûõ ïðîñòðàíñòâàõ ýòî ïîíÿòèå ââåäåíî È. Â. Îðëîâûì â [8]. Â
÷èñëîâîé ñèòóàöèè êîìïàêòíûé ñóáäèôôåðåíöèàë îáëàäàåò ðÿäîì äîïîëíèòåëü-
íûõ ñâîéñòâ, âêëþ÷àÿ óñèëåííóþ ôîðìó òåîðåìû î ñðåäíåì. Â ðàáîòå èçó÷åíû
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ýòè ñâîéñòâà è îñóùåñòâë¼í âûâîä ñîîòâåòñòâóþùèõ àíàëîãîâ òåîðåìû î ñðåäíåì,
íàéäåíû óñëîâèÿ ìîíîòîííîñòè è ýêñòðåìóìà â òåðìèíàõ êîìïàêòíûõ ñóáäèôôå-
ðåíöèàëîâ.

1. Êîìïàêòíàÿ ñóáäèôôåðåíöèðóåìîñòü ÷èñëîâûõ ôóíêöèé
Ââåä¼ì ïîíÿòèå K-ïðåäåëà ñèñòåìû ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü {Bδ}δ>0 � óáûâàþùàÿ ïî âëîæåíèÿì ïðè δ → +0 ñèñòåìà
çàìêíóòûõ âûïóêëûõ ïîäìíîæåñòâ R, B =

⋂
δ>0

Bδ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî B ÿâëÿåòñÿ

K-ïðåäåëîì ñèñòåìû {Bδ} è îáîçíà÷àòü B = K − lim
δ→0

Bδ, åñëè:

∀ε > 0 ∃δ = δε > 0 : (0 < δ < δε) ⇒ (Bδ ⊂ B + Oε(0)).

Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ìîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî K-ïðåäåë îáëàäàåò
ñâîéñòâîì ëèíåéíîñòè.

Îáîçíà÷èì ∂f(x0, h) = conv
{

f(x0+4x)−f(x0)
4x

; 0 <| 4x |6 h
}

, ãäå conv � âûïóê-
ëàÿ çàìêíóòàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà.
Îïðåäåëåíèå 3. Ôóíêöèÿ f : R → R íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíî ñóáäèôôåðåíöèðó-
åìîé èëè K-ñóáäèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå x0 ∈ R, åñëè ñóùåñòâóåò êîìïàêòíûé
K-ïðåäåë ∂Kf(x0) = K − lim

h→0
∂f(x0, h). Ìíîæåñòâî ∂Kf(x0) íàçûâàåòñÿ êîìïàêò-

íûì ñóáäèôôåðåíöèàëîì èëè K-ñóáäèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè f â òî÷êå x0.
Çàìå÷àíèå 1. ßñíî, ÷òî ∂Kf(x) ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì ÷èñëîâîé îñè.

Ëþáàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ K-ñóáäèôôåðåíöèðóåìîé. Îäíà-
êî ñóùåñòâóþò K-ñóáäèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ äèôôå-
ðåíöèðóåìûìè. Íïðèìåð, ôóíêöèÿ f(x) = |x| íå äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0 = 0,
ïðè ýòîì ∂Kf(0) = [−1; 1]

Ïîëó÷èì êðèòåðèé K-ñóáäèôôåðåíöèðóåìîñòè ÷èñëîâûõ ôóíêöèé â òåðìèíàõ
ïðîèçâîäíûõ ÷èñåë.
Òåîðåìà 1. Ôóíêöèÿ f : R → R K-ñóáäèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x ∈ R òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ïðîèçâîäíûå â
ýòîé òî÷êå:

α = lim
h→0

f(x + h)− f(x)

h
è β = lim

h→0

f(x + h)− f(x)

h
.

Ïðè ýòîì ∂Kf(x) = [α; β].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ∂Kf(x) = [α; β]. Ïîêàæåì, ÷òî β = lim
h→0

f(x+h)−f(x)
h

. Ñíà-
÷àëà óñòàíîâèì, ÷òî β ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ïðåäåëüíûõ òî÷åê ôóíêöèè ϕ(h) =

= f(x+h)−f(x)
h

. Èìååì:

β ∈ ∂Kf(x) ⇒ ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∃`k ∈ ∂f(x, hk), ∂f(x, hk) ⊂ Oε(∂Kf(x))
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äëÿ 0 < hk < δ, `k ∈ Oε(β). Ñëåäîâàòåëüíî, `k =
2∑

i=1

αki
ϕ(hki

), ãäå αki
> 0,

αk1 + αk2 = 1. Îòñþäà `k 6 ϕ(hki0
) = max

16i62
ϕ(hki

) è, ñëåäîâàòåëüíî, ϕ(hki0
) ∈ Oε(β).

Ïîñêîëüêó ∂f(x, hk) ⊂ Oε(∂Kf(x)), òî
∀ε > 0 ∃δ > 0 : 0 < hki0

< δ ⇒ ϕ(hki0
) ∈ Oε(β),

îòêóäà β = lim
k→∞

ϕ(hki0
), ò.å. β � îäíî èç ïðîèçâîäíûõ ÷èñåë f â òî÷êå x.

Äîïóñòèì, ÷òî β íå ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì èç âñåõ ïðîèçâîäíûõ ÷èñåë è γ � äðó-
ãîå ïðîèçâîäíîå ÷èñëî. Òîãäà ñóùåñòâóåò ñõîäÿùàÿñÿ ê íóëþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{`m}∞m=1 òàêàÿ, ÷òî ϕ(`m) → γ ïðè m → ∞. Ïóñòü ε < γ−β

2
, òîãäà ϕ(`m) ∈ Oε(γ)

äëÿ íåêîòîðîãî m > m0, îòêóäà
∂f(x, `m) = conv {ϕ(4x); 0 < |4x| 6 `m} " Oε([α; β]) ∀m ≥ m0,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ ∂Kf(x). Èòàê, β = lim
h→0

f(x+h)−f(x)
h

. Àíàëîãè÷íî äî-
êàçûâàåòñÿ, ÷òî α = lim

h→0

f(x+h)−f(x)
h

.

Ïóñòü òåïåðü ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå α = lim
h→0

f(x+h)−f(x)
h

è β = lim
h→0

f(x+h)−f(x)
h

.

Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ f êîìïàêòíî ñóáäèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x è ïðè ýòîì
∂Kf(x) = [α; β]. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 âûáåðåì òàêîå δ > 0, ÷òî 0 < |h| < δ ⇒
⇒ α − ε

2
< ϕ(h) < β + ε

2
. Äîêàæåì, ÷òî ∂f(x, h) ⊂ Oε([α; β]) ïðè âûáðàííûõ

|h| < δ. Ïóñòü y ∈ ∂̃f(x, h) = conv {ϕ(h); 0 < |4x| 6 h} . Òîãäà y =
2∑

i=1

αiϕ(hi), ãäå
0 6 αi 6 1, α1 + α2 = 1. Â ñèëó âûáîðà ε è δ,

y 6
2∑

i=1

αi(β +
ε

2
) = β +

ε

2
; y >

2∑
i=1

αi(α− ε

2
) = α− ε

2
.

Ïîýòîìó y ∈ O ε
2
([α; β]) ⊂ Oε([α; β]), ò.å. ∂f(x, h) ⊂ Oε([α; β]), à çíà÷èò, ôóíêöèÿ

f K-ñóáäèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x è ∂Kf(x) ⊂ [α; β]. Ïîñêîëüêó α è β ÿâëÿþòñÿ
ïðåäåëüíûìè òî÷êàìè ôóíêöèè ϕ(x, h) ïðè h → 0, òî ∂Kf(x) = [α; β].

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå îäíîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå f ′−(x) è
f ′+(x), òî ôóíêöèÿ f êîìïàêòíî ñóáäèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x, è ∂Kf(x) = [α; β],
ãäå α è β � ñîîòâåòñòâåííî íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå èç ÷èñåë f ′−(x) è f ′+(x).

Â ÷àñòíîñòè, âñÿêàÿ âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ êîìïàêòíî ñóáäèôôåðåíöèðóåìà â ëþ-
áîé âíóòðåííåé òî÷êå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, ïðè ýòîì âûïóêëûé è êîìïàêòíûé
ñóáäèôôåðåíöèàëû ñîâïàäàþò.

Îäíàêî ñóùåñòâóþò K-ñóáäèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè, íå èìåþùèå íè îäíîé
èç îäíîñòîðîííèõ ïðîèçâîäíûõ. Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ

f(x) =

{
x · sin 1

x
, åñëè x 6= 0,

0, åñëè x = 0,

íå èìååò íè f ′+(0), íè f ′−(0), íî ïðè ýòîì â ñèëó òåîðåìû 1 ∂Kf(0) = [−1; 1].
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Çàìå÷àíèå 2. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ââåñòè ïðàâîñòîðîííèé è ëåâîñòîðîí-
íèé K-ñóáäèôôåðåíöèàëû. Ñóáäèôôåðåíöèðóåìîñòü â òàêîì ñëó÷àå áóäåò îïðå-
äåëÿòüñÿ êîíå÷íûìè îäíîñòîðîííèìè ïðîèçâîäíûìè ÷èñëàìè.

2. Ñâîéñòâà êîìïàêòíîãî ñóáäèôôåðåíöèàëà ÷èñëîâûõ
ôóíêöèé

Ðÿä ïðîñòåéøèõ ñâîéñòâ K-ñóáäèôôåðåíöèàëà íå òðåáóåò åãî êîìïàêòíîñòè.
Îäíàêî âàæíîå ñâîéñòâî ñóáàääèòèâíîñòè èñïîëüçóåò êîìïàêòíîñòü K-ñóáäèôôå-
ðåíöèàëà. Íàïîìíèì ñíà÷àëà èçâåñòíûé ôàêò.
Ëåììà 1. Ïóñòü A1, A2 ⊂ R. Åñëè çàìûêàíèå A1 èëè A2 êîìïàêòíî, òî

A1 + A2 = A1 + A2 (2.1)
(Çäåñü èìååòñÿ â âèäó àëãåáðàè÷åñêàÿ ñóììà ìíîæåñòâ).

Îáîçíà÷èì 4f(x, h) = f(x + h)− f(x).

Òåîðåìà 2. Åñëè ôóíêöèè f è g ÿâëÿþòñÿ K-ñóáäèôôåðåíöèðóåìûìè â òî÷êå x,
òî ôóíêöèÿ f + g òàêæå K-ñóáäèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x, ïðè÷¼ì

∂K(f + g)(x) ⊂ ∂Kf(x) + ∂Kg(x). (2.2)
Äîêàçàòåëüñòâî. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî conv{ah + bh} ⊂ conv{ah}+ conv{ah} èìååì:

∂(f + g)(x, δ) = conv

{4f(x, h)

h
+
4g(x, h)

h
; 0 < |h| 6 δ

}
⊂

⊂ conv

{4f(x, h)

h
; 0 < |h| 6 δ

}
+ conv

{4g(x, h)

h
; 0 < |h| 6 δ

}
.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé îêðåñòíîñòè íóëÿ U ⊂ R âûáåðåì çàìêíóòóþ îêðåñòíîñòü íóëÿ
U ′ òàê, ÷òîáû U ′ + U ′ ⊂ U, è δU ′ > 0 òàêîå, ÷òîáû ïðè 0 < δ < δU ′ :

∂f(x, δ) ⊂ ∂Kf(x) + U ′, ∂g(x, δ) ⊂ ∂Kg(x) + U ′.

Òîãäà,

conv

{4f(x, h)

h
; 0 < |h| 6 δ

}
+ conv

{4g(x, h)

h
; 0 < |h| 6 δ

}
⊂

⊂ ∂f(x, δ) + ∂g(x, δ) ⊂ (∂Kf(x) + U ′) + (∂Kg(x) + U ′) ⊂ (∂Kf(x) + ∂Kg(x))+

+(U ′ + U ′) ⊂ (∂Kf(x) + ∂Kg(x)) + U.

Òàê êàê ìíîæåñòâî ∂Kf(x) + ∂Kg(x) êîìïàêòíî, à U çàìêíóòî, òî ïî ëåììå 1

conv

{4f(x, h)

h
; 0 < |h| 6 δ

}
+ conv

{4g(x, h)

h
; 0 < |h| 6 δ

}
⊂

⊂ (∂Kf(x) + ∂Kg(x)) + U ⇒ ∂(f + g)(x, δ) ⊂ (∂Kf(x) + ∂Kg(x)) + U.

Ïåðåõîäÿ ê K-ïðåäåëó ïðè δ → +0, ïîëó÷àåì (2.2).
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Çàìå÷àíèå 3. Ðàâåíñòâî â (2.2) ìîæåò íå èìåòü ìåñòà.
Ïðèìåð 1. Ïóñòü f(x) = |x|, g(x) = −|x|; x0 = 0. Òîãäà (f + g)(x) ≡ 0 ⇒
⇒ ∂K(f + g)(x) ≡ 0. Â òî æå âðåìÿ ∂Kf(0) = ∂Kg(0) = [−1; 1]. Î÷åâèäíî:

∂K(f + g)(0) = {0} $ [−1; 1] · [−1; 1] = ∂Kf(0) · ∂Kg(0).

Â íåêîòîðûõ êëàññàõ ôóíêöèé êîìïàêòíûé ñóáäèôôåðåíöèàë ÿâëÿåòñÿ àääè-
òèâíûì. Ýòî âûïîëíÿåòñÿ, íàïðèìåð, â êëàññå âûïóêëûõ ôóíêöèé, ãäå êîìïàêò-
íûé ñóáäèôôåðåíöèàë ñîâïàäàåò ñ âûïóêëûì. Ñïðàâåäëèâà òàêæå
Òåîðåìà 3. Åñëè ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ K-ñóáäèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå x, à
ôóíêöèÿ g äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x, òî ôóíêöèÿ f +g òàêæå K-ñóáäèôôåðåí-
öèðóåìà â òî÷êå x, ïðè÷¼ì

∂K(f + g)(x) = ∂Kf(x) + ∂Kg(x) = ∂Kf(x) + g′(x). (2.3)
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî ∂K(f + g)(x) ⊃ ∂Kf(x) + ∂Kg(x).
Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ êîìïàêòíîãî ñóáäèôôåðåíöèàëà, ∀ε > 0 ∃h > 0 ∀0 < |δ| 6 h :

{
∂f(x), δ) ⊂ ∂Kf(x) + O ε

8
(0);

4g(x,δ)
δ

∈ g′(x) + O ε
4
(0).

Ïóñòü c1 ∈ ∂Kf(x). Òîãäà ∀ε > 0 ∃h > 0 ∀0 < δ 6 h ∃c2δ ∈ ∂f(x, δ) :
c2δ ∈ c1 + O ε

8
(0). Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ∂f(x, h) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 âûáåðåì

c3δ ∈ conv

{4f(x,4x)

4x
; 0 < |4x| 6 δ

}

òàê, ÷òîáû c3δ ∈ c2δ +O ε
8
(0) ∈ c1 +O ε

4
(0). Ïðè ýòîì c3δ =

2∑
k=1

αk · 4f(x, hk)
hk

, ãäå αk > 0

è α1 + α2 = 1. Ïóñòü òàêæå hk < δ. Òîãäà

cδ :=
2∑

k=1

αk ·4f(x, hk)

hk

+
2∑

k=1

αk ·4g(x, hk)

hk

=
2∑

k=1

αk ·4(f + g)(x, hk)

hk

∈ ∂(f+g)(x0, δ).

C äðóãîé ñòîðîíû,
cδ =

2∑
k=1

αk · 4f(x,hk)
hk

+
2∑

k=1

αk · 4g(x,hk)
hk

∈ c1 + O ε
4
(0) +

2∑
k=1

αk(g
′(x) + O ε

4
(0)) =

= [c1 + g′(x0)] + O ε
2
(0), îòêóäà

cδ ∈ [c1 + g′(x)] + O ε
2
(0).

Âûáåðåì òåïåðü c̃δ ∈ ∂K(f + g)(x) òàê, ÷òîáû:
c̃δ ∈ cδ + O ε

2
(0) ∈ [c1 + g′(x)] + Oε(0). (2.4)

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî ∂K(f + g) çàìêíóòî, òî, â ñèëó (2.4),
[c1 + g′(x)] ∈ ∂K(f + g)(x). Ñëåäîâàòåëüíî,

∂Kf(x) + g′(x) ⊂ ∂K(f + g)(x). (2.5)
Âêëþ÷åíèå (2.5) âìåñòå ñ (2.2) äà¼ò ðàâåíñòâî (2.3).
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Ïðîâåðèì íåîáõîäèìîå óñëîâèå K-ñóáäèôôåðåíöèðóåìîñòè.

Ëåììà 2. Åñëè ôóíêöèÿ f K-ñóáäèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x, òî îíà íåïðåðûâíà
â ýòîé òî÷êå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì êîìïàêòíîãî ñóáäèôôåðåíöèà-
ëà èìååì: ∀ε > 0 ∃h > 0,∀δ ∈ (0; h] :

∂f(x, δ) ⊂ ∂Kf(x) + Oε(0) ⇒ 4f(x,4x)

4x
∈ ∂Kf(x) + Oε(0)

ïðè 0 < |4x| 6 h. Ïîýòîìó

f(x +4x)− f(x) ∈ (∂Kf(x) + Oε(0))4 x −→ 0 ïðè4 x → 0,

ò.å., ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå x.

Âûÿñíèì òåïåðü âîïðîñ î K-ñóáäèôôåðåíöèðóåìîñòè êîìïîçèöèè.

Òåîðåìà 4. Åñëè ôóíêöèÿ f K-ñóáäèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0, à ôóíêöèÿ g
K-ñóáäèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå y0 = f(x0), òî ôóíêöèÿ g(f(x)) òàêæå K-
ñóáäèô-ôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0, ïðè÷¼ì:

∂Kg(f(x0)) ⊂ ∂Kg(y0) · ∂Kf(x0). (2.6)

Äîêàçàòåëüñòâî. K-ñóáäèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèé f è g â ñîîòâåòñòâóþùèõ
òî÷êàõ îçíà÷àåò, ÷òî ∀ε > 0 ∃h > 0 ∀0 < δ 6 h :

{
∂f(x0, δ) ⊂ ∂Kf(x0) + Oε(0);
∂g(y0, δ) ⊂ ∂Kg(y0) + Oε(0).

Ïîñêîëüêó ∂g(y0, δ) = conv
{
4g(y0,4y)

4y
; 0 < |4y| 6 δ

}
, òî

g(y) − g(y0) ∈ (∂Kg(y0) + Oε(0)) · (y − y0) ïðè y ∈ Oh(0) äëÿ íåêîòîðîãî h > 0.
Àíàëîãè÷íî, f(x)−f(x0) ∈ (∂Kg(x0)+Oε(0))(x−x0) ïðè x ∈ Oδ(0) äëÿ íåêîòîðîãî
δ > 0. Ñîãëàñíî ëåììå 2, f íåïðåðûâíà â òî÷êå x0, îòêóäà ∀h > 0 ∃δ > 0 :
x ∈ Oδ(x0) ⇒ f(x) ∈ Oh(f(x0)). Ñëåäîâàòåëüíî,

g(f(x0 +4x))− g(f(x0)) = g(y0 +4y)− g(y0) ∈ (∂Kg(y0) + Oε(0)) · 4y ⊂

⊂ [∂Kg(y0) + Oε(0)] · [∂Kf(x0) + Oε(0)] · 4x ⊂ [∂Kg(y0) · ∂Kf(x0) + C ·Oε(0)] · 4x,

ãäå C � êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò ε, δ, h. Èòàê, ∀ε > 0 ∃δ > 0 : (0 < |4x| 6 δ) ⇒
4g(f(x0,4x))

4x
∈ ∂Kg(y0) · ∂Kf(x0) + C ·Oε(δ).
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Ìíîæåñòâî ∂Kg(y0)·∂Kf(x0) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì è êîìïàêòíûì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
ε > 0, cëåäîâàòåëüíî,

∂g(f(x0, δ)) = conv

{4g(f(x0,4x))

4x
; 0 < |4x| 6 δ

}
⊂ ∂Kg(y0) · ∂Kf(x0) +

+ C ·Oε(0) ïðè 0 < δ 6 h.

Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò K − lim
δ→0

∂g(f(x0, δ)) = ∂Kg(f(x0)). Êðîìå òîãî, ∂Kg(f(x0))

ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ìíîæåñòâîì, ÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Çàìå÷àíèå 4. Ðàâåíñòâà â (2.6) ìîæåò è íå áûòü. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ôóíêöèè:

f(x) =

{
x
2
, åñëè 0 6 x 6 2;

x− 1, åñëè x > 2;
(x0 = 2)

g(y) =

{
2y, åñëè 0 6 y 6 1;
y + 1, åñëè y > 1.

(y0 = f(x0) = 1)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 1, ∂Kf(2) =
[

1
2
; 1

]
è ∂Kg(1) = [1; 2], îäíàêî, g(f(x)) ≡ x

ïðè x > 0, îòêóäà ∂Kg(f(2)) = 1. Î÷åâèäíî,

∂Kg(f(2)) = {1} $ [1; 2] ·
[
1

2
; 1

]
= ∂Kg(1) · ∂Kf(2).

Îòìåòèì, ÷òî â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4, êàê è òåîðåìû 3 ñóùåñòâåííî èñ-
ïîëüçîâàëàñü êîìïàêòíîñòü K-ñóáäèôôåðåíöèàëîâ.

3. N-ñâîéñòâî Ëóçèíà è ëåììà Ñàêñà äëÿ
K-ñóáäèôôåðåíöèàëîâ

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü êîìïàêòíî ñóáäèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè f : E → R,
ãäå E ⊂ R. Çäåñü è äàëåå mes � êëàññè÷åñêàÿ ìåðà Ëåáåãà íà ïðÿìîé. Îáîáùèì
íà K-ñóáäèôôåðåíöèàëû êëàññè÷åñêóþ ëåììó Ñàêñà [11].

Ëåììà 3. Îáîçíà÷èì E` = {x ∈ E; |∂Kf(x)| ≤ `}. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî èçìåðèìîãî
A ⊂ E` èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî:

mes∗f(A) 6 θ1 · ` ·mes(A), (3.1)

ãäå θ1 � àáñîëþòíàÿ êîíñòàíòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ δ > 0 è x ∈ A âûáåðåì h < δ è ìíîæåñòâî
Q(x) = [x− h; x + h] òàê, ÷òîáû ïðè ëþáîì h ∈ (0; h] è ñîîòâåòñòâóþùèõ
Kh, K−h ∈ ∂Kf(x), áûëî

|f(x + h)− f(x)−Kh · h| < δ · h; |f(x− h)− f(x)−K−h · h| < δ · h.
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Ïîñêîëüêó |∂Kf(x)| ≤ `, òî

|f(x + h)− f(x)−Kh · h| < (|Kh|+ δ) · h 6 (` + δ) · h,

|f(x− h)− f(x)−K−h · h| < (|K−h|+ δ) · h 6 (` + δ) · h.

Ïðè ýòîì mesf([x− h; x + h]) = sup
x1, x2∈[x−h; x+h]

|f(x2)− f(x1)| = |f(x′′)− f(x′)|
äëÿ íåêîòîðûõ x′, x′′ ∈ [x−h; x+h] â ñèëó íåïðåðûâíîñòè f. Ïîýòîìó èç íåðàâåíñòâ

|f(x′)− f(x)| < (` + δ) · h′ 6 (` + δ) · h, |f(x′′)− f(x)| < (` + δ) · h′′ 6 (` + δ) · h
âûòåêàåò:

|f(x′′)−f(x′)| 6 |f(x′′)−f(x)|+|f(x′)−f(x)| < (`+δ)·(h+h) = (`+δ)·mes[x−h; x+h].

Èòàê, ∀δ > 0 ∃h > 0, h ∈ (0; h] :

mesf
(
[x− h; x + h]

)
< (` + δ) ·mes

(
[x− h; x + h]

)
. (3.2)

Ïóñòü òåïåðü ε > 0 è p > `. Âûáåðåì îãðàíè÷åííîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî G ⊂ R
òàêîå, ÷òî

A ⊂ G è mesG < mesA + ε.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Kp ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ E ⊂ G, äëÿ êîòîðûõ
mesf(E) 6 6 p · mes(E). Â ñèëó (3.2), Kp ïîêðûâàåò ìíîæåñòâî A â ñìûñëå
Áåçèêîâè÷à [1] è ïî òåîðåìå Áåçèêîâè÷à ([1], òåîð. 1.1) ìîæíî âûäåëèòü òàêóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü En ⊂ Kp, ÷òî A ⊂ ⋃

n

En ⊂ G è
∑
n

IEn(x) 6 θ1, ãäå IX(·) �
õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíæåñòâà X. Îòñþäà

mesf(A) 6 mesf

(⋃
n

En

)
6

∑
n

mesf(En) 6 p · θ1 ·mes

(⋃
n

En

)
6

6 p · θ1 ·mesG 6 p · θ1 · (mesA + ε).

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè ε → 0 è p → ` â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå, ïîëó÷àåì
(3.1). Ñîãëàñíî òåîðåìå Áåçèêîâè÷à, êîíñòàíòà θ1 çàâèñèò ëèøü îò ðàçìåðíîñòè
ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîñòðàíñòâà.
Ñëåäñòâèå 2. (N � ñâîéñòâî Ëóçèíà äëÿ K-ñóáäèôôåðåíöèàëîâ). Åñëè f
K-ñóáäèôôåðåíöèðóåìà íà e è mes(e) = 0, òî mesf(e) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâèì e â âèäå e =
∞⋃

n=1

en, ãäå en = {x ∈ e; |∂Kf(x)| 6 n}.
Î÷åâèäíî, en èçìåðèìî è mes(en) = 0. Ñîãëàñíî ïðåäûäóùåé ëåììå è â ñèëó
èçìåðèìîñòè ôóíêöèè f, mesf(en) 6 θ1 · n · mes(en) = 0, îòêóäà mesf(en) = 0.
Ïîýòîìó

mesf(e) = mesf

( ∞⋃
n=1

en

)
6

∞∑
n=1

mesf(en) = 0.
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Òåïåðü, èñïîëüçóÿ äîêàçàííîå N -ñâîéñòâî Ëóçèíà, ìîæíî ëåãêî ïðîâåðèòü ñëå-
äóþùåå óòâåðæäåíèå, àíàëîãè÷íîå êëàññè÷åñêîé ëåììå Ñàêñà [11].
Ëåììà 4. (Ëåììà Ñàêñà äëÿ K-ñóáäèôôåðåíöèàëîâ). Åñëè f K-ñóáäèôôåðåíöè-
ðóåìà íà E, òî äëÿ âñÿêîãî ` > 0 è ïðîèçâîëüíîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà A ⊆ E`

èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî:

mesf(A) 6 ` ·mes(A).

Äîêàçàòåëüñòâî äàííîãî óòâåðæäåíèÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 3, ñ
çàìåíîé òåîðåìû Áåçèêîâè÷à íà òåîðåìó Âèòàëè î ïîêðûòèÿõ. Ìíîæåñòâî f(A)
èçìåðèìî, ïîñêîëüêó f íåïðåðûâíà è îáëàäàåò íà E` N -ñâîéñòâîì Ëóçèíà
([6], ñ.231).

4. Îáîáù¼ííàÿ ôîðìóëà êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé äëÿ
âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé è å¼ ñëåäñòâèÿ

Â ýòîì ïóíêòå âûâîäèòñÿ ôîðìóëà êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé äëÿ âåùåñòâåííûõ
êîìïàêòíî ñóáäèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé. Êàê ñëåäñòâèÿ ýòîé ôîðìóëû, ïîëó-
÷åí ðÿä òåîðåì î ñðåäíåì. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèè f : [a; b] → R. Ìû îò-
ïðàâëÿåìñÿ îò îáîáù¼ííîé ôîðìóëû Ëàãðàíæà [7], ñ çàìåíîé îöåíêè ïðîèçâîäíîé
íà îöåíêó K-ñóáäèôôåðåíöèàëà.
Òåîðåìà 5. Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà [a; b] è K-ñóáäèôôåðåíöèðóåìà íà
[a; b]\e, ãäå e ⊂ [a; b] èçìåðèìî è mesf(e) = 0. Åñëè ∂Kf(x) 6 ϕ(x), ãäå ôóíêöèÿ
ϕ(x) íåîòðèöàòåëüíà è ñóììèðóåìà ïî Ëåáåãó íà [a; b]\e, òî

f(b)− f(a) 6
∫

[a;b]\e

ϕ(x)dx. (4.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

ϕ̃(x) =

{
ϕ(x), ïðè x ∈ [a; b]\e,
0, ïðè x ∈ e.

Ïîëîæèì Φ(x) =
∫

[a;b]\e
ϕ(t)dt =

x∫
a

ϕ̃(t)dt (a 6 x 6 b).

Ñîãëàñíî òåîðåìå Ëåáåãà î äèôôåðåíöèðîâàíèè èíòåãðàëà ïî âåðõíåìó ïðå-
äåëó, Φ′(x) = ϕ̃(x) ïî÷òè âñþäó íà [a; b], îòêóäà Φ′(x) = ϕ̃(x) ïî÷òè âñþäó
íà [a; b]\e. Òàêèì îáðàçîì, åñëè e1 � ìíîæåñòâî òî÷åê èç [a; b]\e, â êîòîðûõ íå
âûïîëíåíî ðàâåíñòâî Φ′(x) = ϕ̃(x), òî mes(e1) = 0. Ïîñêîëüêó f ââèäó K-
ñóáäèôôåðåíöèðóåìîñ-òè, îáëàäàåò íà [a; b]\e N -ñâîéñòâîì Ëóçèíà (ñëåäñòâèå 2),
òî mesf(e1) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, mesf(e

⋃
e1) = 0. Ôèêñèðîâàâ ε > 0, âûáåðåì

ïîêðûòèå ìíîæåñòâà f(e
⋃

e1) ñèñòåìîé íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ:
⋃
n

(αn; βn) ⊃ f(e
⋃

e1);
∑

n

(βn − αn) =:
∑

n

εn < ε.
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Îáîçíà÷àÿ xn = sup f−1((αn; βn)), ïîëîæèì ϕε(x) =
∑

n:xn6x

εn.

Î÷åâèäíî, ôóíêöèÿ ϕε(x) âîçðàñòàåò íà [a; b], íåïðåðûâíà ñïðàâà è èìååò ñêà÷êè
εn â òî÷êàõ xn. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî x′ ∈ [a; b] íàéä¼òñÿ òàêîé x > x′, ÷òî

f(x)− f(a) 6
∫

[a;x]\e

ϕ(t)dt + ϕε(x) + ε(x− a) + ε. (4.2)

Ïóñòü U � ìíîæåñòâî òî÷åê èç [a; b], äëÿ êîòîðûõ (4.2) íåâåðíî, òî åñòü

(x′ ∈ U) ⇔


∀x > x′ : f(x)− f(a) >

∫

[a;b]\e

ϕ(t)dt + ϕε(x) + ε(x− a) + ε


 . (4.3)

Î÷åâèäíî, U � îòðåçîê â [a; b]. Äîïóñòèì, ÷òî U 6= ∅, c = inf U. Òàê êàê íàéä¼òñÿ
òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xk → c − 0, äëÿ êîòîðîé (4.2) âûïîëíåíî, òî, ïåðåõîäÿ
ê ïðåäåëó ïðè x = xk → c − 0 è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ϕε(c − 0) 6 ϕε(c), ïîëó÷èì (4.2)
ïðè x = c. Òàêèì îáðàçîì, c /∈ U è U = (c; b]. Ðàññìîòðèì äâà âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ
ïîëîæåíèÿ òî÷êè c:

a) Åñëè c /∈ e
⋃

e1, òî ñóùåñòâóþò ∂Kf(x) è Φ′(c), ïðè÷¼ì Φ′(c) = ϕ(c). Íàéä¼ì
òàêîé èíòåðâàë c < x < c + δ, â êîòîðîì:

∂Kf(c) ⊂ ∂f(c, δ) = conv

{4f(c, h)

h
; 0 < |h| 6 δ

}
⊂ O ε

2
(∂Kf(c)),

ϕ(c) 6 Φ(x)− Φ(c)

x− c
+

ε

2
.

Ó÷èòûâàÿ ∂Kf(c) 6 ϕ(c), ïîëó÷àåì

f(x)− f(c) ⊂ (x− c)O ε
2
(∂Kf(c)) 6

(
ϕ(c) +

ε

2

)
(x− c) = ϕ(c)(x− c) +

ε

2
(x− c) 6

6 Φ(x)− Φ(c) + ε(x− c). Îòñþäà

f(x)− f(c) 6 Φ(x)− Φ(c) + ε(x− c). (4.4)

Äàëåå, òàê êàê c /∈ U , òî (4.3) íåâåðíî ïðè íåêîòîðîì x > c. Íî ïîñêîëüêó (4.3)
âûïîëíÿåòñÿ ïðè x > c, òî (4.3) íåâåðíî èìåííî ïðè x = c, òî åñòü:

f(c)− f(a) 6 Φ(x)− Φ(a) + ϕε(c) + ε(x− a) + ε. (4.5)

Ñêëàäûâàÿ (4.4) è (4.5) è ó÷èòûâàÿ ìîíîòîííîñòü ϕε(x), ïîëó÷àåì:

f(x)− f(a) 6 Φ(x)− Φ(a) + ϕε(x) + ε(x− a) + ε

ïðè x ∈ [c; c + δ], ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ òî÷êè c.
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b) Åñëè c ∈ e
⋃

e1, òî c ∈ f−1((αn0 ; βn0)) ïðè íåêîòîðîì íàòóðàëüíîì n0. Ñëå-
äîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî x ∈ f−1((αn0 ; βn0)):

f(x)− f(c) 6 βn0 − αn0 = εn0 .

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ïðè x → xn0 := sup f−1((αn0 ; βn0)), ñ
ó÷¼òîì íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f ïîëó÷èì

f(xn0)− f(c) 6 εn0 . (4.6)

Èç (4.5) è (4.6) ñëåäóåò, ÷òî

f(xn0)− f(a) 6 [Φ(c)− Φ(a)] + [ϕε(c) + εn0 ] + [ε(c− a) + ε] <

< Φ(xn0)− Φ(a) + ϕε(xn0) + ε(xn0 − a) + ε,

òî åñòü (4.2) âûïîëíåíî ïðè x = xn0 > c, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà
U . Òàêèì îáðàçîì, U = ∅. Ïîëàãàÿ òåïåðü x = b â (4.2) è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè
ε → 0, ïîëó÷àåì (4.1).

Èç òåîðåìû 5 ëåãêî âûòåêàþò ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà [a; b] è K-ñóáäèôôåðåíöèðóåìà íà
[a; b]\e, ãäå ìíîæåñòâî e ⊂ [a, b] èçìåðèìî è mesf(e) = 0. Åñëè ∂Kf(x) 6 C
∀x ∈ [a, b]\e, òî | f(b)− f(a) |6 C ·mes([a; b]\e).
Òåîðåìà 7. Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà [a; b] è K-ñóáäèôôåðåíöèðóåìà íà
[a; b]\e, ãäå ìíîæåñòâî e ⊂ [a, b] èçìåðèìî è mesf(e) = 0. Åñëè | ∂Kf(x) |≤ C
∀x ∈ [a, b]\e, òî | f(b)− f(a) |6 C ·mes([a; b]\e).

Îòìåòèì, ÷òî, â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîé ôîðìóëû Ëàãðàíæà, êîíå÷íîñòü èëè
ñ÷¼òíîñòü "èñêëþ÷èòåëüíîãî"ìíîæåñòâà e çäåñü íå îáÿçàòåëüíà.

5. Ëåììà Ôåðìà, òåîðåìû Ðîëëÿ, Êîøè è Äàðáó äëÿ
K-ñóáäèôôåðåíöèàëîâ
Ëåììà 5. (Ëåììà Ôåðìà äëÿ K-ñóáäèôôåðåíöèàëîâ) Åñëè f : [a; b] → R
K-ñóáäèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå ýêñòðåìóìà x0 ∈ [a; b], òî 0 ∈ ∂Kf(x0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ôóíêöèÿ f êîìïàêòíî ñóáäèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0,
òî

∀ε > 0 ∃δ > 0 : (0 < |h| < δ) ⇒ f(x0 + h)− f(x0)

h
∈ Oε(∂Kf(x0)).

Ïîýòîìó äëÿ âñÿêîãî h ñ 0 < |h| < δ íàéä¼òñÿ òàêîå ÷èñëî Kh ∈ ∂Kf(x0), ÷òî

f(x0 + h)− f(x0) = (Kh + ε) · h. (5.1)
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Ïîñêîëüêó x0 � òî÷êà ýêñòðåìóìà, òî f(x0 + h)− f(x0) ñîõðàíÿåò çíàê äëÿ äîñòà-
òî÷íî ìàëûõ h.

Åñëè 0 /∈ ∂Kf(x0), òî â ñèëó òîãî, ÷òî ∂Kf(x0) = [α; β] äëÿ íåêîòîðûõ α, β ∈ R,
èìååì: ëèáî ∂Kf(x0) > 0, ëèáî ∂Kf(x0) < 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðàâàÿ ÷àñòü (5.1)
ìåíÿåò çíàê ïðè èçìåíåíèè çíàêà h, â òî âðåìÿ, êàê ëåâàÿ ÷àñòü (5.1) ñîõðàíÿåò
çíàê. Ýòî ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.

Òåîðåìà 8. (Òåîðåìà Ðîëëÿ äëÿ K-ñóáäèôôåðåíöèàëîâ). Åñëè ôóíêöèÿ
f : [a; b] → R íåïðåðûâíà íà [a; b] è K-ñóáäèôôåðåíöèðóåìà íà (a; b), ïðè÷¼ì
f(a) = f(b), òî ∃c ∈ (a; b) : 0 ∈ ∂Kf(c).

Ýòà òåîðåìà âûâîäèòñÿ èç ëåììû 5 ïî ñòàíäàðòíîé ñõåìå.

Òåîðåìà 9. (Òåîðåìà î ñðåäíåì äëÿ K-ñóáäèôôåðåíöèàëîâ). Ïóñòü ôóíê-
öèÿ f íåïðåðûâíà íà [a, b] è K-ñóáäèôôåðåíöèðóåìà íà (a; b). Òîãäà ∃c : a < c < b,
òàêîå, ÷òî

f(b)− f(a) ∈ ∂Kf(c) · (b− a).

Ýòà òåîðåìà òàêæå âûâîäèòñÿ èç òåîðåìû 8 ñòàíäàðòíûì îáðàçîì.

Ñëåäñòâèå 3. (Óñëîâèå ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè â òåðìèíàõ
K-ñóáäèôôåðåíöèàëîâ). Åñëè â ëþáîé òî÷êå íåêîòîðîãî èíòåðâàëà K-ñóáäèô-
ôåðåíöèàë ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíûìè (ïîëîæèòåëüíûì), òî ôóíê-
öèÿ íå óáûâàåò (âîçðàñòàåò) íà ýòîì èíòåðâàëå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x1 < x2, òî ïî òåîðåìå 9

f(x2)− f(x1) ∈ ∂Kf(ξ) · (x2 − x1),

ãäå x1 < ξ < x2. Ïîýòîìó çíàê f(x2)− f(x1) ñîâïàäàåò ñî çíàêîì ∂Kf(ξ).

Âûâåäåì àíàëîãè òåîðåì Êîøè è Äàðáó äëÿ êîìïàêòíûõ ñóáäèôôåðåíöèàëîâ.

Òåîðåìà 10. (Òåîðåìà Êîøè äëÿ K-ñóáäèôôåðåíöèàëîâ). Ïóñòü ôóíêöèè
f è g íåïðåðûâíû íà [a, b] è K-ñóáäèôôåðåíöèðóåìû íà (a; b), ïðè÷¼ì g(a) 6= g(b).
Òîãäà ∃c ∈ (a; b) :

0 ∈ ∂Kf(c)− f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
· ∂Kg(c).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåä¼ì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ

ϕ(x) = [f(x)− f(a)] · [g(b)− g(a)]− [f(b)− f(a)] · [g(x)− g(a)].

Òîãäà ϕ(x) íåïðåðûâíà íà [a; b] è K-ñóáäèôôåðåíöèðóåìà âíóòðè (a; b), ïðè÷¼ì
ϕ(a) = ϕ(b) = 0. Â ñîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 8, ∃c ∈ (a; b) : 0 ∈ ∂Kϕ(c). Ââèäó òîãî,
÷òî êîìïàêòíûé ñóáäèôôåðåíöèàë ñóáàääèòèâåí, èìååì:

∂Kϕ(x) ⊂ ∂Kf(x) · [g(b)− g(a)]− ∂Kg(x) · [f(b)− f(a)],
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îòêóäà

0 ∈ ∂Kϕ(c) ⇒ 0 ∈ ∂Kf(c) · [g(b)− g(a)]− ∂Kg(c) · [f(b)− f(a)].

Ñëåäîâàòåëüíî, 0 ∈ ∂Kf(c)− f(b)−f(a)
g(b)−g(a)

· ∂Kg(c).

Ëåììà 6. Ïóñòü ôóíêöèÿ f K-ñóáäèôôåðåíöèðóåìà íà [a; b], ïðè÷¼ì
∂Kf(a) < 0 < ∂Kf(b). Òîãäà ∃c ∈ (a; b) : 0 ∈ ∂Kf(c).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî δ > 0 ïðè 0 < |4x| < δ èìååì:

∂Kf(a) = K−lim
δ→0

(
conv

{4f(a,4x)

4x
; 0 < |4x| 6 δ

})
< 0 ⇒ f(a +4x)− f(a)

4x
< 0,

îòêóäà f(a +4x)− f(a) < 0 ⇒ f(a) 6= min
x∈[a; b]

f(x);

∂Kf(b) = K− lim
δ→0

(
conv

{4f(b,4x)

4x
; 0 < |4x| 6 δ

})
> 0 ⇒ f(b +4x)− f(b)

4x
> 0

ïðè |4x| 6 δ, îòêóäà f(b +4x)− f(b) < 0 ⇒ f(b) 6= min
x∈[a; b]

f(x).

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ f(x) äîñòèãàåò íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ íà îòðåçêå [a; b] â
òî÷êå c ∈ (a; b). Ñîãëàñíî ëåììå 5.1, 0 ∈ ∂Kf(c).

Òåîðåìà 11. (Òåîðåìà Äàðáó äëÿ K-ñóáäèôôåðåíöèàëîâ). Ïóñòü ôóíêöèÿ
f K-ñóáäèôôåðåíöèðóåìà íà [a; b], ïðè÷¼ì ∂Kf(a) 6 A < B 6 ∂Kf(b). Òîãäà
∀A < C < B ∃c ∈ (a; b) : C ∈ ∂Kf(c).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåä¼ì ôóíêöèþ ϕ(x) = f(x) − Cx. Â ñèëó ñóáàääèòèâíîñòè
êîìïàêòíîãî ñóáäèôôåðåíöèàëà ∂Kϕ(x) ⊂ ∂Kf(x)− C. Îòñþäà

∂Kϕ(a) ⊂ ∂Kf(a)− C 6 A− C < 0,

∂Kϕ(b) ⊂ ∂Kf(b)− C > B − C > 0.

Â ñèëó ëåììû 6, ýòî âëå÷¼ò C ∈ ∂Kf(c).

Àâòîð âûðàæàåò ïðèçíàòåëüíîñòü È. Â. Îðëîâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è ïîëåç-
íûå îáñóæäåíèÿ.
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