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Àíîòàöiÿ. Ââåäåíî íîâå ïîíÿòòÿ ñóáäèôåðåíöiàëó çà ñêií÷åííîþ ìiðîþ äëÿ ôóíêöié ìíîæèíè,
ùî ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ ó âiääiëüíèõ äiéñíèõ ëîêàëüíî îïóêëèõ ïðîñòîðàõ (ËÎÏ). Äîâåäåíî
íîâó ôîðìó òåîðåìè Ðàäîíà-Íiêîäèìà ïðî ïðåäñòàâíiñòü àáñîëþòíî íåïåðåðâíèõ ËÎÏ-çíà÷íèõ
ôóíêöié ìíîæèíè ñèëüíî¨ îáìåæåíî¨ âàðèàöi¨ ó âèãëÿäi iíòåãðàëó Áîõíåðà. Ðîçãëÿíóòî âàæëèâèé
ïðèêëàä êëàñó âiäîáðàæåíü, ùî çàäîâiëüíÿþòü óìîâàì öüîãî ðåçóëüòàòó.
Êëþ÷îâi ñëîâà: êîìïàêòíèé ñóáäèôåðåíöiàë, òåîðåìà Ðàäîíà-Íiêîäèìà, ëîêàëüíî îïóêëèé
ïðîñòið, ìåòðèçîâíèé ïðîñòið, Ê-ëiïøèöåâå âiäîáðàæåííÿ.

Âñòóï

Äîáðå âiäîìî ([1] � [6]), ùî êëàñè÷íà òåîðåìà Ðàäîíà-Íiêîäèìà ïðî ïðåä-
ñòàâíiñòü àáñîëþòíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié ìíîæèíè ó âèãëÿäi iíòåãðàëó Áîõíåðà
íå ¹ âiðíîþ äëÿ âiäîáðàæåíü ó äîâiëüíi ëîêàëüíî îïóêëi ïðîñòîðè (ËÎÏ). Öå
ïðèçâåëî, çîêðåìà, äî ïîíÿòòÿ âëàñòèâîñòi Ðàäîíà-Íiêîäèìà (RNP). Äîâiëüíå σ-
àäèòèâíå µ-àáñîëþòíî íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ áîðåëåâñüêî¨ σ-àëãåáðè (I) ïîä-
ìíîæèí äiéñíîãî íàïiâñåãìåíòà I = [a; b) ó ïðîñòið ç RNP, ÿêå ìà¹ ñèëüíó îáìåæå-
íó âàðèàöiþ, ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi íåâèçíà÷åíîãî iíòåãðàëó Áîõíåðà. Ïðîñòîðè
ç RNP âiäiãðàþòü âàæëèâó ðîëü ó òåîði¨ áàíàõîâèõ òà ëîêàëüíî îïóêëèõ ïðîñòîðiâ
ç îãëÿäó íà ç'âÿçîê ç öiëîþ íèçêîþ çàäà÷ ñó÷àñíî¨ òåîði¨ éìîâiðíîñòåé, òåîði¨ iãîð,
ãàðìîíiéíîãî àíàëiçó òà òîïîëîãi¨ ([7] � [10]). Ó òîé æå ÷àñ, îáìåæåíiñòü êëà-
ñó ïðîñòîðiâ ç RNP ïðèçâåëà äî àêòèâíî¨ ðîáîòè íàä ñòâîðåííÿì òåîðåì òèïó
Ðàäîíà-Íiêîäèìà äëÿ âiäîáðàæåíü ó âåêòîðíi ïðîñòîðè ([5], [11] � [18]).

Ó öié ðîáîòi ìè ïî-íîâîìó ïiäõîäèìî äî ðîçâ'ÿçàííÿ äàíî¨ çàäà÷è äëÿ âiäî-
áðàæåíü F : (I) → E, äå E � äîâiëüíèé äiéñíèé âiääiëüíèé ËÎÏ, òà ââîäèìî
ïîíÿòòÿ Kµ-ñóáäèôåðåíöiàëó çà äîâiëüíîþ ñêií÷åííîþ ìiðîþ µ (âèçíà÷åííÿ 1),
íà áàçi ÿêîãî äîâîäèìî íîâó ôîðìó òåîðåìè Ðàäîíà-Íiêîäèìà ïðî ïðåäñòàâíiñòü
µ-àáñîëþòíî íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü ó âèãëÿäi íåâèçíà÷åíîãî iíòåãðàëó Áîõíåðà
(òåîðåìà 1). Òàêîæ ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïðèêëàä êëàñó âiäîáðàæåíü, ùî çàäîâiëüíÿþòü
óìîâàì òåîðåìè 1.
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1. Ïîíÿòòÿ Kµ-ñóáäèôåðåíöiàëó ôóíêöié ìíîæèíè

Ó äàíîìó ïóíêòi äëÿ âiäîáðàæåíü F : (I) → E ìè ââåäåìî íîâå ó íåëiíiéíîìó
àíàëiçi ïîíÿòòÿ Kµ-ñóáäèôåðåíöiàëó çà äîâiëüíîþ ñêií÷åííîþ ìiðîþ µ, ùî çàäàíà
íà (I). Íà áàçi öüîãî ïîíÿòòÿ ó íàñòóïíîìó ïóíêòi ìè îòðèìà¹ìî îñíîâíèé ðåçóëü-
òàò ðîáîòè. Áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç U(0) äîâiëüíèé çàìêíåíèé îïóêëèé îêië íóëÿ
ó ËÎÏ E, à ÷åðåç convA � çàìêíåíó îïóêëó îáîëîíêó ìíîæèíè A ⊂ E.

Îçíà÷åííÿ 1. ×àñòèííèì Kµ-ñóáäèôåðåíöiàëîì F ó òî÷öi x ∈ I, ùî âiäïîâiäà¹
äîâiëüíîìó δ > 0, íàçâåìî ìíîæèíó

∂ µ
K F (x, δ) = conv

{
F ([α; β))

µ([α; β))

∣∣∣∣ x− δ < α 6 x < β < x + δ

}
;

ÿêùî µ([α; β)) = 0, òî áóäåìî ââàæàòè, ùî (ϑ � íóëü ó E)

F ([α; β))

µ([α; β))
=

{
ϑ, ÿêùî F ([α; β)) = ϑ ,
∞, ÿêùî F ([α; β)) 6= ϑ .

Ìíîæèíó ∂ µ
K F (x) =

⋂
δ>0

∂ µ
K F (x, δ) íàçâåìî Kµ-ñóáäèôåðåíöiàëîì, à âiäîáðà-

æåííÿ F Kµ-ñóáäèôåðåíöiéîâíèì ó òî÷öi x, ÿêùî ìíîæèíà ∂ µ
K F (x) ¹ êîìïàêòíîþ

òà ∀U = U(0) ⊂ E ∃δ = δU > 0 : (0 < δ < δU) ⇒ (∂ µ
K F (x, δ) ⊂ ∂ µ

K F (x) + U(0)) .

Ðàíiøå íàìè (äèâ. [24] � [26]) ðîçãëÿäàëîñÿ ïîíÿòòÿ K-ñóáäèôåðåíöiàëó äëÿ
âiäîáðàæåíü f : I = [a; b] → E.

Îçíà÷åííÿ 2. Äëÿ äîâiëüíîãî δ > 0 ÷àñòèííèì K-ñóáäèôåðåíöiàëîì f ó òî÷öi
x ∈ I, ùî âiäïîâiäà¹ δ > 0, íàçèâà¹òüñÿ ñëiäóþ÷à ìíîæèíà:

∂Kf(x, δ) = conv

{
f(β)− f(α)

β − α

∣∣∣∣ x− δ < α 6 x < β < x + δ

}
.

Ìíîæèíà ∂Kf(x) =
⋂
δ>0

∂Kf(x, δ) íàçèâà¹òüñÿ K-ñóáäèôåðåíöiàëîì, à âiäîáðà-

æåííÿ f K-ñóáäèôåðåíöiéîâíèì ó òî÷öi x, ÿêùî ∂Kf(x) ¹ êîìïàêòîì òà

∀U = U(0) ⊂ E ∃δ = δU > 0 : (0 < δ < δU) ⇒ (∂Kf(x, δ) ⊂ ∂Kf(x) + U(0)) .

Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöiÿ ìíîæèíè F : (I) → E ¹ àäèòèâíîþ. Òîäi F ([α; β)) =

= F̃ (β) − F̃ (α) ∀α, β ∈ I, äå F̃ (x) = F ([a; x)) ∀x ∈ [a; b] . ßêùî m � êëàñè÷íà
ìiðà Ëåáåãà íà I, òî Km-ñóáäèôåðåíöiàë ∂ m

K F (x) ñïiâïàäà¹ ç K-ñóáäèôåðåíöiàëîì
∂KF̃ (x) âiäîáðàæåííÿ F̃ . Ç îãëÿäó íà öå Km-ñóáäèôåðåíöiàë ôóíêöi¨ ìíîæèíè F
äîìîâèìîñÿ íàçèâàòè ïðîñòî K-ñóáäèôåðåíöiàëîì òà ïîçíà÷àòè ∂KF (x).

Áåçïîñåðåäíüîþ ïåðåâiðêîþ ìîæíà âñòàíîâèòè íàñòóïíi âëàñòèâîñòi Kµ-
ñóáäèôå-ðåíöiàëó.
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Ïðîïîçiöiÿ 1. ßêùî âiäîáðàæåííÿ F ¹ äèôåðåíöiéîâíèì çà ìiðîþ µ ó òî÷öi
x ∈ I, òî

∂ µ
K F (x) =

{
dF

dµ
(x)

}
=

{
lim

[α;β)→x

F ([α; β))

µ([α; β))

}
.

Ïðîïîçiöiÿ 2. Íåõàé âiäîáðàæåííÿ F ¹ àäèòèâíèì. ßêùî F̃ ¹ äèôåðåíöiéîâíèì
ó çâè÷àéíîìó ñåíñi çïðàâà òà çëiâà, òî K-ñóáäèôåðåíöiàë F ó òî÷öi x äîðiâíþ¹
íàñòóïíîìó âåêòîðíîìó âiäðiçêó

∂KF (x) =
[
F̃ ′
−(x); F̃ ′

+(x)
]

.

Ïðîïîçiöiÿ 3. (i) (îäíîðiäíiñòü) ∀λ ∈ R ∂ µ
K (λ · F )(x) = λ · ∂ µ

K F (x);

(ii) (ñóáàäèòèâíiñòü) ∂ µ
K (F1 + F2)(x) ⊂ ∂ µ

K F1(x) + ∂ µ
K F2(x);

(iii) A ∈ L(E; G) ⇒
(
∂ µ

K (A[F ])(x) = A(∂ µ
K F (x))

)
.

Ó ïóíêòi 3 áóäå äîâåäåíî, ùî Kµ-ñóáäèôåðåíöiéîâíiñòü ¹ çíà÷íèì óçàãàëüíåí-
íÿì çâè÷àéíî¨ äèôåðåíöiéîâíîñòi çà ìiðîþ.

2. Íîâà ôîðìà òåîðåìè Ðàäîíà-Íiêîäèìà äëÿ iíòåãðàëó
Áîõíåðà âiäîáðàæåíü ó ËÎÏ

Ó äàíîìó ïóíêòi ìè ïîêàæåìî, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ñêií÷åííî¨ ìiðè µ êîæíå
σ-àäèòèâíå µ-àáñîëþòíî íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ áîðåëåâñüêî¨ σ-àëãåáðè (I) ïiä-
ìíîæèí äiéñíîãî íàïiâñåãìåíòà I = [α; β) ó âiääiëüíèé äiéñíèé ËÎÏ, ÿêå ìà¹
ñèëüíó îáìåæåíó âàðèàöiþ òà µ-ìàéæå ñêðiçü ¹ Kµ-ñóáäèôåðåíöiéîâíèì, ìîæíà
ïîäàòè ó âèãëÿäi íåâèçíà÷åíîãî iíòåãðàëó Áîõíåðà F (Q) =

∫
Q

fdµ, Q ∈ (I). Ïî÷íå-

ìî ç íèçêè äîïîìiæíèõ òâåðäæåíü.

Ëåìà 1. Íåõàé E � äiéñíèé âiääiëüíèé ËÎÏ, F : (I) → E ¹ Kµ-ñóáäèôåðåí-
öiéîâíèì ó òî÷öi x ∈ I. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü íàïiâñåãìåíòiâ [αn; βn) ñòÿãó¹òüñÿ
äî òî÷êè x, òî ∂ µ

K F (x) ìiñòèòü óñi ìîæëèâi ÷àñòèííi ãðàíèöi ïîñëiäîâíîñòi

F ([αn; βn))

µ([αn; βn))
(n ∈ N) . (2.1)

Áiëüøå òîãî, ÿêùî E � ïðîñòið Ôðåøå, òî òàêi ãðàíèöi îáîâ'ÿçêîâî iñíóþòü.

Äîâåäåííÿ. Ïîìiòèìî, ùî âiäïîâiäíî äî îçíà÷åííÿ ÷àñòèííèõ Kµ-ñóáäèôåðåí-
öiàëiâ óñi ìîæëèâi ÷àñòèííi ãðàíèöi ïîñëiäîâíîñòi (2.1) ìiñòÿòüñÿ ó êîæíîìó ÷àñò-
íèííîìó Kµ-ñóáäèôåðåíöiàëi ∂ µ

K F (x, δ), δ > 0, é òîìó ìiñòÿòüñÿ i â ∂ µ
K F (x).
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Íåõàé òåïåð E � ïðîñòið Ôðåøå. Äëÿ äåÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi εn-îêiëiâ íóëÿ Uεn(0)
(εn → 0) ìà¹ìî

F ([αn; βn))

µ([αn; βn))
⊂ ∂ µ

K F (x, max{x− αn; βn − x}) ⊂ ∂ µ
K F (x) + Uεn(0) , òîäi

(
F ([αn; βn))

µ([αn; βn))
+ Uεn(0)

) ⋂
∂ µ

K F (x) 6= ∅ .

Îáåðåìî ïîñëiäîâíiñòü òî÷îê xn ç âèùåâêàçàíèõ ïåðåòèíiâ. Îñêiëüêè ìíîæèíà
∂ µ

K F (x) ¹ êîìïàêòíîþ, à òîìó é ñåêâåíöiàëüíî êîìïàêòíîþ [27] (ïðîñòið ¹ ìåòðè-
çîâíèì), òî {xn} ìiñòèòü çáiæíó ïiäïîñëiäîâíiñòü xni

→ x0, x0 ∈ ∂ µ
K F (x). Òîäi

F ([αn; βn))

µ([αn; βn))
→ x0 ,

ùî i äîâîäèòüñÿ. ¤
Íàãàäà¹ìî, ùî âiäîáðàæåííÿ F ¹ µ-àáñîëþòíî íåïåðåðâíèì, ÿêùî ∀Q ∈ (I) ç

ðiâíîñòi µ(Q) = 0 âèïëèâà¹ ðiâíiñòü F (Q) = ϑ (ϑ � íóëü ó E). Ïiä ñåëåêòîðîì áà-
ãàòîçíà÷íîãî âiäîáðàæåííÿ ∂ µ

K F : I → 2E áóäåìî ðîçóìiòè äîâiëüíå âiäîáðàæåííÿ
∂̂ µ

K F : I → E òàêå, ùî ∂̂ µ
K F (x) ∈ ∂ µ

K F (x) äëÿ µ-ìàéæå âñiõ x ∈ I.

Ëåìà 2. Íåõàé E � âiääiëüíèé äiéñíèé ËÎÏ, âiäîáðàæåííÿ F : (I) → E ¹
σ-àäèòèâíèì, µ-àáñîëþòíî íåïåðåðâíèì òà µ-ìàéæå ñêðiçü Kµ-ñóáäèôåðåíöi-
éîâíèì íà I. Òîäi äëÿ äîâiëüîãî ôóíêöiîíàëó ` ∈ E∗ òà ñåëåêòîðó ∂̂ µ

K F ìà¹ìî

d

dµ
`(F (x)) = `(∂̂ µ

K F (x)) µ-ìàéæå ñêðiçü íà I . (2.2)

Äîâåäåííÿ. Ç îãëÿäó íà ïðîïîçèöiþ 3(iii) ìà¹ìî ∂ µ
K `(F (x)) = `(∂ µ

K F (x)). Äàëi,
ç µ-àáñîëþòíî¨ íåïåðåðâíîñòi F (à òîìó é `(F )), à òàêîæ ç êëàñè÷íî¨ òåîðåìè
Ðàäîíà-Íiêîäèìà, äiéñíîçíà÷íà ôóíêöiÿ ìíîæèíè `(F ) µ-ìàéæå ñêðiçü íà I ¹ äè-
ôåðåíöiéîâíîþ çà ìiðîþ µ. Òîìó ìíîæèíà `(∂ µ

K F (x)) ¹ îäíîòî÷êîâîþ µ-ìàéæå
ñêðiçü íà I òà âiðíà ðiâíiñòü (2.2). ¤

Íåõàé {‖ · ‖j}j∈J � âèçíà÷àëüíà ñèñòåìà íàïiâíîðì ó ËÎÏ E. Íàãàäà¹ìî, ùî
F : (I) → E ìà¹ ñèëüíó îáìåæåíó âàðiàöiþ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî j ∈ J âåëè÷èíà
Vj(F ) = sup {‖F ([xk−1; xk))‖j} ¹ ñêií÷åííîþ, äå a = x0 < x1 < ... < xn = b. Çà
ñòàíäàðòíîþ ñõåìîþ (äèâ. [2], ñ.102), ç óðàõóâàííÿì ëåìè 1, ïåðåâiðÿ¹òüñÿ

Ëåìà 3. Íåõàé E � äiéñíèé áàíàõiâ ïðîñòið, F : (I) → E ìà¹ ñèëüíó îáìåæå-
íó âàðèàöiþ òà µ-ìàéæå ñêðiçü íà I ¹ Kµ-ñóáäèôåðåíöiéîâíèì. Òîäi äîâiëüíèé
ñåëåêòîð ∂̂ µ

K F µ-ìàéæå ñêðiçü ¹ ñåïàðàáåëüíîçíà÷íèì.

Òåïåð ïåðåõîäèìî äî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó. Íàãàäà¹ìî, ùî iíòåãðîâíiñòü äåÿ-
êîãî âiäîáðàæåííÿ çà Áîõíåðîì (àáî ñèëüíà iíòåãðîâíiñòü) ó ËÎÏ E îçíà÷à¹ éîãî
iíòåãðîâíiñòü â óñiõ ôàêòîð-ïðîñòîðàõ, ÿêi ïîáóäîâàíi ïî ÿäðàì âèçíà÷àëüíèõ íà-
ïiâíîðì ËÎÏ E, ùî ïîïîâíåíi âiäíîñíî ôàêòîð-íîðì (äèâ., íàïðèêëàä [29]).
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Òåîðåìà 1. Íåõàé E � äiéñíèé âiääiëüíèé ËÎÏ, σ-àäèòèâíå àáñîëþòíî íåïå-
ðåðâíå âiäíîñíî ñêií÷åííî¨ ìiðè µ âiäîáðàæåííÿ F : (I) → E ìà¹ íà I ñèëüíó
îáìåæåíó âàðèàöiþ òà ¹ µ-ìàéæå ñêðiçü íà I Kµ-ñóáäèôåðåíöiéîâíèì. Òîäi äî-
âiëüíèé ñåëåêòîð ∂̂ µ

K F ∈ ∂ µ
K F ¹ iíòåãðîâíèì çà Áîõíåðîì íà (I), ïðè÷îìó

F (Q) = (B)

∫

Q

∂̂ µ
K F (t)dµ(t) ∀Q ∈ (I) . (2.3)

Äîâåäåííÿ. 1) Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé ñåëåêòîð ∂̂ µ
K F : I → E òà ôóíêöiîíàë

` ∈ E∗. Âðàõîâóþ÷è µ-àáñîëþòíó íåïåðåðâíiñòü `(F ) òà ðiâíiñòü (2.2), îòðèìà¹ìî

`(F (Q)) =

∫

Q

d

dµ
[`(F (t))] dµ(t) =

∫

Q

`
(
∂̂ µ

K F (t)
)

dµ(t) ∀Q ∈ (I) ,

çâiäêè âèïëèâà¹ iíòåãðîâíiñòü çà Ïåòiñîì ∂̂ µ
K F íà I òà ðiâíiñòü

F (Q) = (P )

∫

Q

∂̂ µ
K F (t)dµ(t) ∀Q ∈ (I) . (2.4)

2) Ïîêàæåìî, ùî äîâiëüíèé ñåëåêòîð ∂̂ µ
K F ó ðiâíîñòi (2.4) ¹ iíòåãðîâíèì çà

Áîõíåðîì. Íåõàé Êj � ïîïîâíåííÿ ôàêòîð-ïðîñòîðiâ Ej = E/ker‖ · ‖j âiäíîñíî
ôàêòîð-íîðì ‖ · ‖bj = ‖ · ‖j, ϕj : E → Ej, Fj = ϕj(F ) : S → Êj. Çàñòîñîâóþ÷è ϕj äî
îáîõ ÷àñòèí (2.4), îòðèìà¹ìî

Fj(Q) = (P )

∫

Q

∂̂ µ
K Fj(t)dµ(t) ∀Q ∈ (I) . (2.5)

Ç îãëÿäó íà ñëàáêó âèìiðíiñòü êîæíîãî ñåëåêòîðà ∂̂ µ
K F , äîâiëüíèé ñåëåêòîð

∂̂ µ
K Fj = ϕj(∂̂

µ
K F ) ¹ ñëàáêî âèìiðíèì, à çãiäíî ç ëåìîþ 3, µ-ìàéæå ñêðiçü ñåïàðà-

áåëüíîçíà÷íèì é òîìó (äèâ. [2], ñ. 86) ñèëüíî âèìiðíèì. Äàëi, ââåäåìî íàñòóïíó
ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié ìíîæèíè íà (I):

fn(t) =
F

([
a + (k − 1) b−a

2n ; a + k b−a
2n

))

µ
([

a + (k − 1) b−a
2n ; a + k b−a

2n

))

äëÿ t ∈
[
a + (k − 1)

b− a

2n
; a + k

b− a

2n

)
k = 1, 2n, n ∈ N . (2.6)

Îñêiëüêè F ìà¹ ñèëüíó îáìåæåíó âàðèàöiþ òà êîæíà òî÷êà ç I íàëåæèòü ëèøå
îäíîìó ç íàïiâñåãìåíòiâ âèãëÿäó (2.6), òî äëÿ äîâiëüíèõ n ∈ N è j ∈ J ìà¹ìî

∫

I

‖fn(t)‖jdµ(t) 6 Vj(F ) < +∞ . (2.7)
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Ïîìiòèìî, ùî äëÿ êîæíî¨ òî÷êè t ∈ I Kµ-ñóáäèôåðåíöiéîâíîñòi âiäîáðàæåííÿ
F (à òîìó é Fj; ∂ µ

K Fj(t) = ϕj(∂
µ

K F (t)) çà ïðîïîçèöi¹þ 3(iii)) ¹ ïîñëiäîâíiñòü ñåãìåí-
òiâ âèãëÿäó (2.6), ùî ñòÿãóþòüñÿ äî òî÷êè t. Òîäi çà ëåìîþ 1 ìíîæèíà ÷àñòèííèõ
ãðàíèöü ïîñëiäîâîñòi {f j

n(t)}∞n=1, äå f j
n(t) = ϕj(fn(t)) ¹ íåïîðîæíüîþ òà ìiñòèòüñÿ

ó ∂ µ
K Fj(t). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç `j(t) = lim

n→∞
‖f j

n(t)‖bj òà ∀i ∈ N îáåðåìî òàêó ôóíêöiþ
f j

ni
(t), ùî ‖f j

ni
(t)‖bj < `j(t) + 1

i
.

Íå çìåíüøóþ÷è çàãàëüíîñòi ìiðêóâàíü òà ïåðåõîäÿ÷è, ÿêùî ïîòðiáíî, äî ïiä-
ïîñëiäîâíîñòi, ìà¹ìî

f j
ni

(t) = ϕj

(
F

([
a + (k − 1) b−a

2ni
; a + k b−a

2ni

))

µ
([

a + (k − 1) b−a
2ni

; a + k b−a
2ni

))
)

=

=
Fj

([
a + (k − 1) b−a

2ni
; a + k b−a

2ni

))

µ
([

a + (k − 1) b−a
2ni

; a + k b−a
2ni

)) −→ ∂̃ µ
K Fj(t)

äëÿ äåÿêîãî ñåëåêòîðó ∂̃ µ
K Fj(t) ∈ ∂ µ

K Fj(t) µ-ìàéæå ñêðiçü íà I. Ìà¹ìî

‖∂̃ µ
K Fj(t)‖bj 6 lim

n→∞
‖f j

n(t)‖bj (2.8)

µ-ìàéæå ñêðiçü íà I ∀j ∈ J .
Îñêiëüêè ∂̃ µ

K Fj ¹ ñèëüíî âèìiðíèì, òî ç (2.7), (2.8) òà òåîðåìè Ôàòó [28] âèï-
ëèâà¹, ùî

∫

I

‖∂̃ µ
K Fj(t)‖bjdµ(t) 6 lim

n→∞

∫

I

‖f j
n(t)‖bjdµ(t) = lim

n→∞

∫

I

‖f j
n(t)‖jdµ(t) 6 Vj(F ) < ∞ ,

òîáòî ñåëåêòîð ∂̃ µ
K Fj ¹ iíòåãðîâíèì çà Áîõíåðîì íà I [2, 28], ïðè÷îìó ç (2.5) âèï-

ëèâà¹
Fj(Q) = (B)

∫

Q

∂̃ µ
K Fj(t)dµ(t) ∀Q ∈ (I). (2.9)

Îñêiëüêè ïðîñòið Êj ¹ áàíàõîâèì, òî ç îãëÿäó íà (2.9) òà äèôåðåíöiéîâíiñòü
iíòåãðàëó Áîõíåðà ó âèïàäêó áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ (äèâ. [2], ñ. 101 òà [28], ñ. 142)

∂ µ
K Fj(t) =

d

dµ
Fj(t) µ− ìàéæå ñêðiçü íà I (ïîõiäíà áåðåòüñÿ ó Êj) ,

òîáòî ìíîæèíà ∂ µ
K Fj(t) = ϕj(∂

µ
K F (t)) µ-ìàéæå ñêðiçü ¹ îäíîòî÷êîâîþ íà I. Îò-

æå, äëÿ êîæíîãî j ∈ J äîâiëüíèé ñåëåêòîð ∂̂ µ
K Fj(t) = ∂̃ µ

K Fj(t) = ∂ µ
K Fj(t) =

= ϕj(∂̂
µ

K F (t)) ¹ iíòåãðîâíèì çà Áîõíåðîì íà I. Ç îãëÿäó íà äîâiëüíiñòü âèáîðó
j ∈ J öå îçíà÷à¹ iíòåãðîâíiñòü çà Áîõíåðîì ó ËÎÏ E äîâiëüíîãî ñåëåêòîðó ∂̂ µ

K F
Kµ-ñóáäèôåðåíöiàëó ∂ µ

K F . Çàëèøà¹òüñÿ ëèøå ïîìiòèòè, ùî ðiâíiñòü (2.3) òåïåð
áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç (2.4). Òåîðåìó äîâåäåíî. ¤
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Çàóâàæåííÿ 1. Íåõàé E � ìåòðèçîâíèé ËÎÏ. Îñêiëüêè äëÿ iíòåãðàëà Áîõíåðà
âiäîáðàæåíü (I) ó E âèêîíóþòüñÿ óñi óìîâè òåîðåìè 1 (Kµ-ñóáäèôåðåíöiéîâíiñòü
µ-ìàéæå ñêðiçü âèïëèâà¹ çi çëi÷åííîñòi âèçíà÷àëüíî¨ ñèñòåìè íàïiâíîðì ïðîñòî-
ðó E (äèâ. [27] òà ïðîïîçèöiþ 1), òî âiäîáðàæåííÿ F : (I) → E ¹ σ-àäèòèâíèì,
µ-àáñîëþòíî íåïåðåðâíèì, µ-ìàéæå ñêðiçü Kµ-ñóáäèôåðåíöiéîâíèì íà I òà ìà¹
ñèëüíó îáìåæåíó âàðèàöiþ òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü (2.3).
Çàóâàæåííÿ 2. Âiäîìà öiëà íèçêà òåîðåì òèïà Ðàäîíà-Íiêîäèìà ([5], [11] � [18])
äëÿ âåêòîðíîçíà÷íèõ ôóíêöèé ìíîæèíè F , â êîòðèõ ïîðÿä ç óìîâàìè àáñîëþò-
íî¨ íåïåðåðâíîñòi òà îáìåæåíîñòi ñèëüíî¨ âàðèàöi¨ íà âiäîáðàæåííÿ F : (I) → E
íàêëàäà¹òüñÿ óìîâà êîìïàêòíîñòi ñåðåäíüîãî îáðàçà (àáî áëèçüêà äî íå¨)

{
F (Q)

µ(Q)

∣∣∣∣ Q ∈ (I), µ(Q) > 0

}
,

êîòðà çíà÷íî ñêëàäíiøà çà óìîâó Kµ-ñóáäèôåðåíöiéîâíîñòi µ-ìàéæå ñêðiçü íà I
(ó íié ðîçãëÿäàþòüñÿ äîâiëüíi âèìiðíi ìíîæèíè Q, à íå ëèøå íàïiâñåãìåíòè).

3. Kµ-ëèïøèöåâi âiäîáðàæåííÿ
Òåïåð ïåðåä íàìè âèíèêàþòü äâà ïèòàííÿ: ÷è iñíóþòü âiäîáðàæåííÿ, ùî çà-

äîâiëüíÿþòü óìîâàì òåîðåìè 1 òà ÷è íå ìîæíà ó íié çàìiíèòè óìîâó (µ-ìàéæå
ñêðiçü) Kµ-ñóáäèôåðåíöiéîâíîñòi çâè÷àéíîþ äèôåðåíöiéîâíiñòþ çà ìiðîþ? Ó öüî-
ìó ïóíêòi ðîáîòè ìè ââåäåìî íîâèé êëàñ Kµ-ëiïøèöåâèõ âiäîáðàæåíü (I) ó âiä-
äiëüíi ËÎÏ E òà ïîêàæåìî, ùî äîâiëüíå âiäîáðàæåííÿ öüîãî êëàñó çàäîâiëüíÿ¹
óìîâàì òåîðåìè 1. Áiëüøå òîãî, ìè íàâåäåìî ïðèêëàä Kµ-ëiïøèöåâà âiäîáðàæåí-
íÿ, ÿêå ¹ µ-ìàéæå ñêðiçü Kµ-ñóáäèôåðåíöiéîâíèì, àëå íiäå íå ¹ äèôåðåíöiéîâíèì
çà ìiðîþ µ âñþäè, êðiì îäíi¹¨ òî÷êè I.
Îçíà÷åííÿ 3. Áóäåìî êàçàòè, ùî âiäîáðàæåííÿ F ¹ Kµ-ëiïøèöåâèì íà I (àáî
F ∈ LipK, µ(I)), ÿêùî iñíó¹ òàêèé îïóêëèé êîìïàêò C ⊂ E, äëÿ ÿêîãî

F (Q) ⊂ C · µ(Q) ∀Q ∈ (I) . (3.1)
ßêùî µ � êëàñè÷íà ìiðà Ëåáåãà íà ïðÿìié, òî áóäåìî êàçàòè, ùî âiäîáðàæåííÿ F
¹ K-ëiïøèöåâèì íà I òà ïîçíà÷àòè F ∈ LipK(I).

Ìè çáåðiãà¹ìî óñi ïîçíà÷åííÿ ïîïåðåäíiõ ïóíêòiâ. Ïîìiòèìî, ùî êîëè F ∈
∈ LipK, µ(I), òî F ¹ µ-àáñîëþòíî íåïåðåðâíèì òà ìà¹ ñèëüíó îáìåæåíó âàðèàöiþ
(áî ‖C‖j < ∞ ∀j ∈ J). Äàëi, ∂ µ

K F (x, δ) ⊂ C ∀x ∈ I òà äîñòàòíüî ìàëîãî δ > 0,
çâiäêè

⋂
δ>0

∂ µ
K F (x, δ) 6= ∅ ∀x ∈ I. Îñêiëüêè ∂̃ µ

K Fj(x) = ϕj(∂̃
µ

K F (x)) ∈ ϕj(C), à

ìíîæèíà ϕj(C) ¹ ñåêâåíöiàëüíî êîìïàêòíîþ (äèâ. äîâåäåííÿ ëåìè 1) ó áàíàõîâîìó
ïðîñòîði Êj, òî çà ëåìîþ 1 Fj = ϕj(F ) ¹ Kµ-ñóáäèôåðåíöiéîâíèì íà I, ïðè÷îìó
∂̃ µ

K Fj(t) ∈ ∂ µ
K Fj(t). Òåïåð çà òåîðåìîþ 1

Fj(Q) = (B)

∫

Q

∂̃ µ
K Fj(t)dµ(t) ∀Q ∈ (I) ,
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çâiäêè çà îçíà÷åííÿì iíòåãðàëó Áîõíåðà

F (Q) = (B)

∫

Q

∂̃ µ
K F (t)dµ(t) ∀Q ∈ (I) .

Òåïåð íàâåäåìî ïðèêëàä K-ëiïøèöåâà âiäîáðàæåííÿ, ÿêå íå ¹ äèôåðåíöiéîâíèì
âñþäè, çà âèêëþ÷åííÿì îäíi¹¨ òî÷êè. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç m êëàñè÷íó ìiðó Ëåáåãà
íà äiéñíié ïðÿìié.
Ïðèêëàä 1. Íåõàé ET � ïðîñòið äiéñíèõ ôóíêöié ξ = ξ(θ), ùî çàäàíi íà T = (0; 1)
ç âèçíà÷àëüíîþ ñèñòåìîþ íàïiâíîðì {‖·‖t}t∈T , ÿêà âiäïîâiäà¹ òîïîëîãi¨ ïîòî÷êîâî¨
çáiæíîñòi. Çàäàìî âiäîáðàæåííÿ F : (I) → ET , äå I = [0; 1), íàñòóïíèì ÷èíîì:

F (Q, θ) = m
(
Q

⋂
[0; θ)

)
∀Q ∈ (I) òà ∀θ ∈ I .

Ïîêëàäåìî F̃ (x) = F ([0; x)) ∀x ∈ I. Äëÿ äîâiëüíîãî s ∈ T òà äîñòàòíüî ìàëîãî
4s > 0 ìà¹ìî

F̃ (s +4s)− F̃ (s)

4s
(θ) =

{
1, äëÿ 0 < s < s +4s 6 θ < 1 ,
0, äëÿ 0 < θ 6 s < s +4s < 1 ;

F̃ (s−4s)− F̃ (s)

−4s
(θ) =

{
1, äëÿ 0 < s−4s < s 6 θ < 1 ,
0, äëÿ 0 < θ 6 s−4s < s < 1 ;

i òîìó F̃ ìà¹ íà I ëiâó òà ïðàâó ïîõiäíi: F̃ ′
+(s) = F 1

s (·) , F̃ ′
−(s) = F 2

s (·), äå
F 1

s (θ) = 1 äëÿ 0 < s < θ < 1 , F 1
s (θ) = 0 äëÿ 0 < θ 6 s < 1 ;

F 2
s (θ) = 1 äëÿ 0 < s 6 θ < 1 , F 2

s (θ) = 0 äëÿ 0 < θ < s < 1 .

Ïîìiòèìî, ùî F 1
s (·) 6= F 2

s (·) äëÿ äîâiëüíîãî s ∈ T . Òîìó âiäîáðàæåííÿ F íiäå
íà T íå ¹ äèôåðåíöiéîâíèì. Îäíàê ç îãëÿäó íà òâåðäæåííÿ 2 F ñêðiçü íà T ¹
K-ñóáäèôåðåíöiéîâíèì òà ∂KF (s) = [F 1

s (θ); F 2
s (θ)] (âåêòîðíèé âiäðiçîê) ∀s ∈ T .

Ïîêàæåìî, ùî F ∈ LipK(I). Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî F ìà¹ ñèëüíó îáìåæåíó
âàðèàöiþ òà ¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíèì âiäíîñíî ìiðè m. Îòæå, çà òåîðåìîþ 1

F (Q)(θ) = (B)

∫

Q

∂ µ
K F (s, ·)ds = (B)

∫

Q

F 1
s (θ)ds ∀Q ∈ (I) .

Áiëüøå òîãî, çà òåîðåìîþ ïðî ñåðåäí¹ äëÿ iíòåãðàëà Áîõíåðà [3]

F (Q)(θ) = (B)

∫

Q

F 1
s (θ)ds ∈ conv D ·m(Q) ∀Q ∈ (I) ,

äå D = {F 1
s (·)}s∈T . Áåçïîñåðåäíüîþ ïåðåâiðêîþ âñòàíîâëþ¹òüñÿ ñåêâåíöiàëüíà

êîìïàêòíiñòü, à òîìó é êîìïàêòíiñòü ìíîæèíè D. Äàëi, ìíîæèíà conv D ¹ êîì-
ïàêòíîþ ç îãëÿäó íà âiääiëüíiñòü ËÎÏ E, à òàêîæ íà âiäîìó òåîðåìó Ì.Ã. Êðåéíà
[27]. Îòæå, äëÿ (îïóêëîãî) êîìïàêòó C = conv D ⊂ E âiðíî âêëþ÷åííÿ (3.1), òîáòî
F ∈ LipK(I).
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Çàêëþ÷åííÿ

Ó ïåðøîìó ïóíêòi ðîáîòè ââåäåíî íîâå ïîíÿòòÿ Kµ-ñóáäèôåðåíöiàëó äëÿ ôóíê-
öié ìíîæèíè ó ËÎÏ. Îñíîâíèé ðåçóëüòàò ðîáîòè ìiñòèòüñÿ ó äðóãîìó ïóíêòi, äå
äîâåäåíî íîâó ôîðìó òåîðåìè Ðàäîíà-Íiêîäèìà ïðî ïðåäñòàâíiñòü ó âèãëÿäi ií-
òåãðàëó Áîõíåðà äëÿ âiäîáðàæåíü F : (I) → E (òåîðåìà 1). Ó îñòàííüîìó ïóíêòi
ðîáîòè ââåäåíî êëàñ Kµ-ëiïøèöåâèõ âiäîáðàæåíü, ùî çàäîâiëüíÿþòü óìîâàì òåî-
ðåìè 1; ïîáóäîâàíî ïðèêëàä, ÿêèèé ïîêàçó¹, ùî ó âèïàäêó íåìåòðèçîâíèõ ËÎÏ
Kµ-ñóáäèôåðåíöiàë ìîæå êðàùå îïèñóâàòè äèôåðåíöèàëüíi âëàñòèâîñòi èíòåãðàëó
Áîõíåðà, íiæ çâè÷àéíà ïîõiäíà çà ìiðîþ.

Àâòîð âèñëîâëþ¹ ùèðó âäÿ÷íiñòü ïðîôåñîðó I.Â. Îðëîâó òà ðåöåíçåíòó çà óâà-
ãó äî ðîáîòè òà êîðèñíi çàóâàæåííÿ i îáãîâîðåííÿ.
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