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Аннотация. В работе приводится один из вариантов построения некоммутативного простран-
ства L1(M, τ) τ – интегрируемых операторов, присоединенных к полуконечной алгебре фон
Неймана M.

1. Введение

Один из первых подходов к введению некоммутативного аналога кольца из-
меримых функций был предложен И.Сигалом [1], который рассмотрел ∗-алгебру
S(M) измеримых операторов, присоединенных к произвольной алгебре фон Ней-
мана M. В этой работе были построены банаховы пространства интегрируемых
и интегрируемых с квадратом операторов и получены обобщения таких основных
результатов теории меры, как теоремы Фишера-Рисса, Радона-Никодима, теоремы
Лебега о монотонной сходимости и вариант теоремы Фубини. Часть этих резуль-
татов была использована для описания и изучения одного специального класса
колец операторов, названных стандартными.

Впоследствии, для целей некоммутативного интегрирования, изучались ∗-под-
алгебры S(M, τ) в S(M) всех τ -измеримых операторов, ассоциированные с точ-
ным нормальным полуконечным следом τ наM (см. например, [2, 4, 9]). Алгебры
S(M, τ) и S(M) являются ∗-алгебрами замкнутых, плотно определенных линей-
ных операторов, действующих в том же гильбертовом пространстве H, что и са-
ма алгебра фон Неймана M. При этом все эти операторы присоединены к M,
а алгебраические операции в этих ∗-алгебрах совпадают с операциями "сильной
суммы "сильного произведения перехода к сопряженному оператору и обычного
умножения на скаляры. Сама алгебра фон Неймана M является ∗-подалгеброй
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как в S(M, τ), так и в S(M), и совпадает с множеством всех ограниченных опе-
раторов из S(M, τ) и из S(M).

Теория некоммутативного интегрирования получила дальнейшее развитие в
работах многих авторов (см., например, [8, 11, 12]). Была построена некоммута-
тивная теория пространств Lp(M, τ) для 1 < p < ∞ не только в случае, когда
τ — точный нормальный полуконечный след, но и для случая состояния или ве-
са (см., например, [4, 6, 9, 10, 13, 14, 15, 18, 19, 20, 25] и др.). Подробный обзор
содержится в работе [16]. Следует ометить, что во всех этих исследованиях про-
странство L1(M, τ) предполагалось построенным по И. Сигалу [1]. В свою очередь,
построения И. Сигала, несмотря на подробные и четкие с математической точки
зрения рассуждения, были достаточно сложными и громоздкими. В то же время,
развитая в последние годы теория s-чисел и убывающих перестановок линейных
операторов (см., например [7, 9, 10, 25]) посволяет сделать такие построения более
изящными и прозрачными.

В настоящей работе предлагается построение некоммутативного пространства
L1(M, τ), ассоциированного с точным нормальным полуконечным следом на ал-
гебре фон Немана M, использующее понятие убывающей перестановки измери-
мого оператора.

Для полноты изложения мы приводим формулировки некоторых утверждений
и фактов, имеющих отношение к рассматриваемому вопросу, с соответствующими
ссылками на первоисточники. Используется терминология и обозначения теории
алгебр фон Неймана из [21, 22] и теории некоммутативного интегрирования [1, 2,
4, 7, 9].

2. Предварительный сведения. Алгебры измеримых и
τ -измеримых операторов

В этом разделе рассматриваются ∗-алгебры S(M) и S(M, τ) измеримых и τ -
измеримых операторов, присоединеных к алгебре фон Неймана M. (См. [1, 23])

ПустьM – алгебра фон Неймана линейных оператров, дествующих в гильбер-
товом пространстве H, τ – точный нормальный полуконечный след на M, P (M)
– структура всех ортопроекторов в M.

2.1. Операторы, присоединеные к алгебре фон Неймана M
Определение 1. Линейное подпространство D в H называется присоединенным
к алгебре фон Неймана M (обозначение: D η M), если

U(D) ⊆ D

для каждого унитарного оператора U ∈M′.

Определение 2. Линейный оператор T с областью определения D(T ), действую-
щий в гильбертовом пространстве H, называется присоединенным к алгебре фон
Неймана M (обозначение: T η M), если

UT ⊆ TU
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для каждого унитарного оператора U ∈M′.

Легко видеть, что ограниченный линейный оператор T ∈ B(H) присоединен к
алгебре фон Неймана M тогда и только тогда, когда T ∈M.

Предложение 1. (i) Если D замкнутое подпространство в H и P = PD ор-
тогональный проектор на D, то D η M в том и только в том случае, когда
P ∈ P (M).

(ii) Если T η M предзамкнутый оператор, то
ii1) T η M ,
ii2) T ∗ η M.
(iii) Если T замкнутый оператор и T = W |T | - его полярное разложение,

то T η M тогда и только тогда, когда

W ∈M и |T |η M.

(iv) Если T самосопряженный оператор, T η M и {Eλ}λ∈R спектральное
семейство проекторов для T , то

Eλ ∈ P (M) для всех λ ∈ R.

2.2. *-Алгебра S(M) измеримых операторов

Определение 3. Линейное подпространство D ⊆ H назыается сильно плотным
в H относительно алгебры фон Неймана M, если

(i) D η M;
(ii) Существует последовательность ортопроекторов {Pn}∞n=1 ⊆ P (M) такая,

что
ii1) Pn ↑ I,
ii2) Pn(H) ⊆ D,
ii3) P⊥

n является конечным проектором для каждого n = 1, 2, . . .
В этом случае говорят, что подпространство D определено последовательно-

стью {Pn}∞n=1.

Из условия Pn ↑ I в определении 3 непосредственно следует, что каждое сильно
плотное подпространство является плотным в H.

Определение 4. Линейный оператор T , действующий в гильбертовом простран-
стве H, называется измеримым относительно алгебры фон Неймана M, если

(i) T η M;
(ii) Область определения D(T ) оператора T сильно плотна в H;
(iii) Оператор T замкнут.

Предложение 2. Если T замкнутый оператор с плотной областью определе-
ния и T = W |T | - полярное разложение оператора T , то оператор T измерим
относительно M тогда и только тогда , когда

W ∈M и |T | измерим относительно M.
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Пусть T и S - операторы, измеримые относительно алгебры фон Неймана M.
Тогда замыкания T + S и TS операторов T + S и TS являются измеримы-
ми относительно M операторами. Эти замыкания называются сильной суммой и
сильным произведением операторов T и S соответственно, и обозначаются

T + S = T u S, TS = T · S.

Обозначим через S(M) множество всех операторов, измеримых относительно
алгебры фон Неймана M. Ясно, что

M⊆ S(M).

Теорема 1. Множество S(M) является ∗-алгеброй над полем C с единичным
элементом I относительно операций сильной суммы и сильного произведения и
операции перехода к сопряженному оператору.

2.3. *-Алгебра S(M, τ) τ - измеримых операторов, присоединеных к
алгебре фон Неймана M

В этом подразделе мы рассмотрим ∗-подалгебру S(M, τ) в S(M). (См. [2, 3,
4, 9].)

Определение 5. Линейное подпространство D в H называется τ -плотным,
если

(i) D η M;
(ii) Для любого ε > 0 существует такой проектор P ∈ P (M), что
ii1) P (H) ⊆ D,
ii2) τ(I − P ) ≤ ε.

Определение 6. Линейный оператор T в H, называется τ -измеримым, если
(i) T η M;
(ii) D(T ) τ -плотно в H;
(iii) Оператор T замкнут.

Обозначим множество всех τ -измеримых операторов через S(M, τ). Легко
видеть, что

M⊆ S(M, τ) ⊆ S(M).

При этом T ∈ S(M, τ) в том и только в том случае, когда T ∈ S(M) и D(T ) –
τ -плотно в H.

Предложение 3. Пусть T – замкнутый оператор с плотной областью опре-
деления D(T ), такой, что T η M, и пусть T = U |T | – полярное разложение
оператора T . Следующие условия эквивалентны:

(i) T ∈ S(M, τ);
(ii) U ∈M и |T | ∈ S(M, τ);
(iii) τ(E⊥

λ ) < ∞ для некоторого λ > 0, где {Eλ}λ∈R – спектральное семей-
ство проекторов для оператора |T |;

(iv) τ(E⊥
λ ) → 0 при λ → +∞;
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Замечание 1. (i). Если M - фактор типа I и τ - точный нормальный полуко-
нечный след на M, то

M = S(M, τ) = S(M).

(ii). Если M - фактор типа II∞ и τ - точный нормальный полуконечный
след на M, то

M 6= S(M, τ) = S(M).

Теорема 2. Множество S(M, τ) является ∗-подалгеброй в S(M).

2.4. Сходимости по мере в кольце S(M, τ)

Определение 7. Последовательность операторов {Tn}∞n=1 ⊂ S(M, τ) сходится к
оператору T ∈ S(M, τ) по мере (Tn

п.м.−→ T ), если для любых ε > 0 и δ > 0 найдется
номер N , что для каждого n ≥ N существует такой проектор Pn ∈ P (M), что

(i) τ(P⊥
n ) < δ,

(ii) (Tn − T )Pn ∈M,
(iii) ‖(Tn − T )Pn‖ < ε.

Сходимость по мере в S(M, τ) совпадает со сходимостью в топологии t = tτ ,
базис окрестностей нуля которой образуют множества вида:

Vε, δ = {T ∈ S(M) : существует такой проектор P ∈ P (M), что

τ(P⊥) < δ, TP ∈M, ‖TP‖ < ε},
где ε и δ произвольные положительные числа.

Предложение 4. Если {Tn}∞n=1, T ⊂ S(M)h, Tn ≤ Tn+1 для любых n = 1, 2, . . .
и Tn

п.м.−→ T , то Tn ↑ T при n →∞.

Теорема 3. (S(M), tτ ) является полным топологическим векторным простран-
ством.

3. Невозрастающие перестановки τ -измеримых операторов

В этом подразделе рассматриваются невозрастающие перестановки τ - изме-
римых операторов и приводятся их основные свойства. (См. [5, 7, 9, 10, 25]. )

Пусть M полуконечная алгебра фон Неймана, действующая в гильбертовом
пространстве H, τ – точный нормальный полуконечный след на M и S(M, τ) –
∗-алгебра всех τ -измеримых операторов, присоединенных к M.

Определение 8. Функцией распределения оператора T ∈ S(M, τ) называется
функция n(T )(t), определяемая равенством:

n(T )(t) = τ(E(t,∞)(|T |)), t ≥ 0,

где E(t,∞)(|T |) - спектральный проектор оператора |T |, соответствующий интер-
валу (t,∞).
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Согласно предложения 3, оператор T τ -измерим тогда и только тогда, когда
n(T )(t) < ∞ для достаточно больших t и поэтому

lim
t→∞

n(T )(t) = 0.

Кроме того, отображение

[0,∞) 3 t 7→ n(T )(t) ∈ [0,∞]

является неубывающим и непрерывным справа.

Определение 9. Невозрастающей перестановкой оператора T ∈ S(M, τ) назы-
вается функция µ(T )(t), определяемая равенством:

µ(T )(t) = inf{‖TP‖ : P ∈ P (M), τ(P⊥) ≤ t}, t > 0.

Предложение 5. Для любого оператора T ∈ S(M, τ) и любого числа t > 0
функция

(0,∞) 3 t 7→ µ(T )(t) ∈ [0,∞)

невозрастает, непрерывна справа и

µ(T )(t) = inf{s ≥ 0 : n(T )(s) ≤ t}.

При этом,
n(T )(µ(T )(t)) ≤ t.

Непосредственно из предложения 5 вытекает следующее следствие.

Следствие 1. Пусть N произвольная подалгебра фон Неймана алгебры фон
Неймана M, содержащая все спектральные проекторы оператора |T |. Тогда

µ(T )(t) = inf{‖TP‖ : P ∈ P (N ), τ(P⊥) ≤ t}, t > 0.

Замечание 2. В коммутативном случае, когда M = L∞(Ω, Σ,m) и τ(f) =
∫

Ω
fdµ

след на M, где (Ω, Σ,m) локализуемое пространство с мерой , ∗-алгебра S(M, τ)
совпадает с алгеброй всех комплексных функций f на (Ω, Σ,m), которые ограни-
чены почти всюду, кроме множества конечной меры. При этом

µ(f)(t) = inf{s ≥ 0 : m({ω ∈ Ω : |f(ω)| > s} ≤ t)}.

Следовательно, в этом случае, µ(f)(t) совпадает с классической невозрастающей
перестановкой f ∗ измеримой функции f (Свойства невозрастающих перестановок
измеримых функций и их приложений в теории симметричных функциональных
пространств подробно изложены в монографии [24]).

В следующем предложении приводится полезная геометрическая интерпрета-
ция функции µ(T )(t).
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Предложение 6. Пусть t > 0 и

Rt = {R ∈ S(M, τ) : τ(s(|R|)) ≤ t},

где s(|R|) - носитель оператора |R| (см.[21]). Тогда для любого оператора T ∈
S(M, τ) имеет место равенство:

µ(T )(t) = inf{‖T −R‖ : R ∈ Rt, (T −R) ∈M}.

В следующих утверждениях собраны основные свойства функции µ(T )(t).

Предложение 7. Пусть операторы T, S ∈ S(M, τ). Тогда
(i) µ(T )(t) = µ(|T |)(t) = µ(T ∗)(t) и µ(αT )(t) = |α|µ(T )(t) для всех t > 0 и

α ∈ C.
(ii) Если τ(s(|T |)) < ∞, то µ(T )(t) = 0 для всех t ≥ τ(s(|T |)). В частности,

если E ∈ P (M), то µ(TE)(t) = 0 для t > τ(E)
(iii) Если |T | ≤ |S|, то µ(T )(t) ≤ µ(S)(t) при t > 0;
(iv) Если T ∈M, то

lim
t↓0

µ(T )(t) = ‖T‖;

если же оператор T не принадлежит M, то

lim
t↓0

µ(T )(t) = ∞.

(v) Если f непрерывная возрастающая функция на [0,∞), которая удо-
влетворяет условию f(0) ≥ 0, то для всех t > 0

µ(f(|T |))(t) = f(µ(T ))(t).

В частности, при всех t > 0 и p > 0

µ(|T |p) = (µ(T ))p(t).

(vi) Если S, R ∈M, то для всех t > 0

µ(STR)(t) ≤ ‖S‖‖R‖µ(T )(t)

Предложение 8. Пусть операторы T, S ∈ S(M, τ). Тогда
(i) µ(T + S)(t + s) ≤ µ(T )(t) + µ(S)(s), t, s > 0;
(ii) µ(TS)(t + s) ≤ µ(T )(t)µ(S)(s), t, s > 0;
(iii) µ(T )(t+s) ≤ µ(T +S)(t) ≤ µ(T )(t−s), t, s > 0, t−s > 0, если τ(r(S)) < s

(r(S) – правый носитель оператора S [21]).

Следствие 2. Пусть T, S ∈M. Тогда для любого t > 0

|µ(T )(t)− µ(S)(t)| ≤ ‖T − S‖.
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Определение 10. Для каждого положительного самосопряженного оператора
T ∈ S(M, τ)+ положим:

τ(T ) = sup
n

τ

(∫ n

0

λdEλ

)
=

∫ ∞

0

λdτ(Eλ),

где {Eλ} – спектральное семейство проекторов оператора T .

Теорема 4. Пусть T ∈ S(M, τ)+. Тогда

τ(T ) =

∫ ∞

0

µ(T )(t)dt.

Доказательство. Пусть сначала оператор T ∈ S(M, τ)+ имеет ступенчатый вид:

T =
n∑

i=1

αiEi,

где αi > 0, Ei ∈ P (M), τ(Ei) < ∞, EiEj = 0 при i 6= j, i, j = 1, n. Без ограничения
общности, можно считать, что α1 < ... < αn. Ясно, что

E(s,∞)(T ) =





s(T ) =
∑n

i=1 Ei, 0 ≤ s < α1;∑n
i=k Ei, αk−1 ≤ s < αk, 2 ≤ k ≤ n;

0, αn ≤ s.

Поэтому,

n(T )(s) =





τ(s(T )) =
∑n

i=1 τ(Ei), 0 ≤ s < α1;∑n
i=k τ(Ei), αk−1 ≤ s < αk, 2 ≤ k ≤ n;

0, αn ≤ s.

Следовательно,

µ(T )(t) = inf{s ≥ 0 : n(T )(s) ≤ t} =





αn, 0 ≤ t < τ(En);

αk−1,
∑n

i=k τ(Ei) ≤ t <
∑n

i=k−1 τ(Ei), 2 ≤ k ≤ n;

0,
∑n

i=1 τ(Ei) ≤ t.

Таким образом,

τ(T ) =
n∑

i=1

αiτ(Ei) =

∫ ∞

0

µ(T )(t)dt.

Если τ(Ei1) = ... = τ(Eil) = +∞ для некоторых i1 < ... < il, то

n(T )(s) = +∞ при 0 ≤ s < αi1 и
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µ(T )(t) = αi1−1 при t ≥
∑

i6=i1,...il

τ(Ei).

Поэтому, в этом случае,

τ(T ) = +∞ =

∫ ∞

0

µ(T )(t)dt.

Пусть теперь T ∈ M+. Выберем последовательность операторов {Tn}∞n=1 ⊂ M+

ступенчатого вида, для которых Tn ↑ T и ‖Tn − T‖ → 0 при n →∞. Тогда

µ(Tn)(t) ≤ µ(Tn+1)(t) ≤ µ(T )(t)

для всех n = 1, 2, .... и t > 0. Согласно предложению 8(i) и следствию 2 имеем, что

|µ(Tn)(t)− µ(T )(t)| ≤ ‖Tn − T‖ → 0 при n →∞
и потому µ(Tn)(t) ↑ µ(T )(t) при n →∞ для всех t ≥ 0. Таким образом,

lim
n→∞

∫ ∞

0

µ(Tn)(t)dt =

∫ ∞

0

µ(T )(t)dt.

Поскольку след τ нормальный, то
∫ ∞

0

µ(Tn)(t)dt = τ(Tn) ↑ τ(T ), и потому

τ(T ) =

∫ ∞

0

µ(T )(t)dt.

Рассмотрим, наконец, произвольный оператор T ∈ S(M, τ)+ и положим

En = E[0,n](T ), n = 1, 2, ...

Так как 0 ≤ TEn ≤ TEn+1 ≤ T , то

µ(TEn)(t) ≤ µ(TEn+1)(t) ≤ µ(T )(t) для всех t > 0 и n = 1, 2, ...

Покажем, что limn→∞ µ(TEn)(t) = µ(T )(t). Предположим, что

s = lim
n→∞

µ(TEn)(t) < µ(T )(t).

Тогда последовательность спектральных проекторов

E[µ(TEn)(t),n](t) = E[µ(TEn)(t),∞)(TEn)

сходится в сильной операторной топологии к проектору E[s,∞)(T ), и поскольку (см.
предложение 5)

n(TEn)(µ(TEn)(t)) = τ(E[µ(TEn)(t),∞)(TEn)) ≤ t,
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то, в силу верхней полунепрерывности следа τ имеем, что

τ(E(s,∞)(T )) ≤ τ(E[s,∞)(T )) ≤ lim inf τ(E(µ(TEn)(t),∞)(TEn)) ≤ t.

Следовательно, µ(T )(t) ≤ s, что противоречит нашему предположению. Поэтому
µ(TEn)(t) ↑ µ(T )(t) при n →∞ для всех t ≥ 0. Следовательно,

∫ ∞

0

µ(TEn)(t)dt ↑
∫ ∞

0

µ(T )(t)dt.

Так как TEn ∈M, то, по доказанному выше имеем, что

τ(TEn) =

∫ ∞

0

µ(TEn)(t)dt.

Кроме того, из определения τ(T ) следует, что τ(TEn) ↑ τ(T ). Это означает, что

τ(T ) =

∫ ∞

0

µ(T )(t)dt.

Следствие 3. (i) Для любого оператора T ∈ S(M, τ)+ верно равенство:

τ(T ) = sup{τ(S) : S ∈M+, S ≤ T}.
(ii) Если T, S ∈ S(M, τ) и 0 ≤ T ≤ S, то τ(T ) ≤ τ(S).

Следствие 4. Если T ∈ S(M, τ)+, {Tn}∞n=1 ⊂M+, Tn ↑ T при n →∞, то

τ(Tn) ↑ τ(T ) при n →∞.

Предложение 9. Для любых операторов T, S ∈ S(M, τ)+ и α ≥ 0 верны равен-
ства:

(i) τ(T + S) = τ(T ) + τ(S);
(ii) τ(αT ) = ατ(T ).

Доказательство. (i)Пусть T, S ∈ S(M, τ)+. Положим

Tn = TE(−∞,n](T ), Sn = SE(−∞,n](S).

Легко видеть, что

Tn, Sn ∈M+, 0 ≤ Tn ↑ T, 0 ≤ Sn ↑ S.

Поэтому 0 ≤ (Tn + Sn) ↑ (T + S) и, в силу следствия 4, получим, что

τ(T + S) = sup
n≥1

τ(Tn + Sn) = sup
n≥1

(τ(Tn) + τ(Sn)) = τ(T ) + τ(S).

(ii) Доказывается аналогично.
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Следствие 5. Пусть f непрерывная возрастающая функция на [0,∞), удо-
влетворяющая условию: f(0) = 0. Тогда для каждого оператора T ∈ S(M, τ)
имеет место равенство:

τ(f(|T |)) =

∫ ∞

0

f(µ(T ))(t)dt.

В частности, для 0 < p < ∞

τ(|T |p) =

∫ ∞

0

(µ(T ))p(t)dt

Следствие 6. Пусть T, S ∈ S(M, τ)+. Следующие условия эквивалентны:
(i) µ(T )(t) ≤ µ(S)(t), t > 0;
(ii) n(T )(s) ≤ n(S)(s), s ≥ 0;
(iii) τ(f(T )) ≤ τ(f(S)) для каждой непрерывной возрастающей функции f

на [0,∞), удовлетворяющей равенству f(0) = 0.

Предложение 10. Пусть {Tn}∞n=1, T ⊂ S(M, τ). Следующие условия эквива-
лентны:

(i) Tn
tτ−→ T ;

(ii) limn→∞ µ(T − Tn)(t) = 0 для каждого t > 0.

Доказательство. Базу окрестностей нуля топологии tτ образуют множества

V (ε, δ) = {S ∈ S(M, τ) : существует такой P ∈ P (M), что

SP ∈M, ‖SP‖M < ε, τ(P⊥) < δ},
где ε, δ > 0.

Пусть S ∈ V (ε, δ). Тогда существует такой проектор P ∈ P (M), что SP ∈
M, ‖SP‖ < ε и τ(P⊥) < δ. Следовательно,

µ(S)(δ) = inf{‖SE‖ : E ∈ P (M), τ(E⊥) ≤ δ} < ε.

Это означает, что если Tn
tτ−→ T , то µ(T −Tn)(t) → 0 при n →∞ для любого t > 0.

Обратно, пусть µ(S)(t) < ε. Тогда

inf{‖SE‖ : E ∈ P (M), τ(E⊥) ≤ t} < ε.

Следовательно, S ∈ V (ε, t + δ) для любого δ > 0. Это означает, что если µ(T −
Tn)(t) → 0, то Tn

tτ−→ T при n →∞ для любого t > 0.

Предложение 11. Пусть T ∈ S(M, τ). Следующие условия эквивалентны:
(i) n(T )(ε) < +∞ для любого ε > 0;
(ii) limt→∞ µ(T )(t) = 0;
(iii) Существует последовательность операторов {Tn}∞n=1 ⊂ S(M, τ) такая,

что Tn
tτ−→ T и τ(s(|Tn|)) < ∞ для каждого n = 1, 2, ...
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Доказательство. (i) ⇒ (iii). Пусть n(T )(ε) < +∞ для любого ε > 0 . Тогда по
определению функции распределения, τ(E(ε,∞)(|T |)) < +∞ для любого ε > 0.
Пусть

T = U |T | = U

∫ ∞

0

λdEλ(|T |)

полярное разложение оператора T . Обозначим

Tn = U

∫ n

1
n

λdEλ(|T |), n = 1, 2, ..

Тогда Tn
tτ−→ T и τ(s(|Tn|)) < ∞ для каждого n = 1, 2, ...

(iii) ⇒ (ii). Пусть последовательность операторов {Tn}∞n=1 ⊂ S(M, τ) такая,
что Tn

tτ−→ T и τ(s(|Tn|)) < ∞ для каждого n = 1, 2, ... По утверждению 10, для
любого ε > 0 существует номер n0, для которого выполняется неравенство

µ(T − Tn0)(1) < ε.

Так как в силу предложения 7(ii), µ(Tn0)(t) = 0 для t ≥ τ(s(|Tn0|)), то по предло-
жению 8(i), имеем

µ(T )(t) = µ(Tn0 + (T − Tn0))((t− 1) + 1) ≤ µ(Tn0)(t− 1) + µ(T − Tn0)(1) < ε

для t ≥ τ(s(|Tn0|)) + 1.
(ii) ⇒ (i). Пусть limt→∞ µ(T )(t) = 0. Тогда для любого ε > 0 найдется такое

t0 > 0, что µ(T )(t0) < ε. По предложению 5 имеем:

n(T )(ε) ≤ n(T )(µ(T )(t0)) ≤ t0 < ∞.

Замечание 3. Если в предложении 11 выполнены условия (i) и (ii), то последова-
тельность {Tn}∞n=1 из (iii) может быть выбрана ограниченной.

Предложение 12. Пусть {Tn}∞n=1, T ⊂ S(M, τ) и Tn
tτ−→ T . Тогда:

(i) µ(T )(t) ≤ lim infn→∞ µ(Tn)(t) для любого t > 0;
(ii) µ(T )(t) = limn→∞ µ(Tn)(t) в каждой точке непрерывности s = t функ-

ции s 7→ µ(T )(s); в точках разрыва этой функции имеет место неравенство:
µ(Tn)(t) ≤ µ(T )(t).

Доказательство. (i) По предложению 8(i) для каждого ε > 0 имеем:

µ(T )(t + ε) = µ(Tn + (T − Tn))(t + ε) ≤ µ(Tn)(t) + µ(T − Tn)(ε),

откуда следует, что

µ(T )(t + ε)− µ(T − Tn)(ε) ≤ µ(Tn)(t).
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Переходя к пределу и используя предложение 10, получим:

µ(T )(t + ε) ≤ lim inf
n→∞

µ(Tn)(t)

Так как функция µ(T )(t) непрерывна справа (см. предложение 5), то переходя к
пределу при ε ↓ 0, получим, что

µ(T )(t) ≤ lim inf
n→∞

µ(Tn)(t) для каждого t > 0.

(ii) Рассмотрим такое ε, что 0 < ε < t. Тогда по тому же утверждению 8(i) имеем:

µ(Tn)(t) = µ(T + (Tn − T ))((t− ε) + ε) ≤ µ(T )(t− ε) + µ(Tn − T )(ε),

откуда получаем, что
lim sup

n→∞
µ(Tn)(t) ≤ µ(T )(t− ε).

Поэтому, если s = t точка непрерывности функции s 7→ µ(T )(s), то при ε ↓ 0
получим:

lim sup
n→∞

µ(Tn)(t) ≤ µ(T )(t).

Но, как было показано выше,

µ(T )(t) ≤ lim inf
n→∞

µ(Tn)(t) для каждого t > 0.

Поэтому, существует limn→∞ µ(Tn)(t) и

µ(T )(t) = lim
n→∞

µ(Tn)(t).

В остальных точках, очевидно,

µ(Tn)(t) ≤ µ(T )(t).

Теорема 5. Пусть {Tn}∞n=1, T ⊂ S(M, τ)+ и Tn
tτ−→ T . Тогда:

(i) (Некоммутативный аналог леммы Фату.)

τ(T ) ≤ lim inf
n→∞

τ(Tn);

(ii) (Некоммутативный аналог теоремы Леви о монотонной сходимости.)
Если Tn ≤ T (или если µ(Tn)(t) ≤ µ(T )(t) для любого t > 0 ),то

τ(T ) = lim
n→∞

τ(Tn).
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Доказательство. (i) По теореме 4 и предложению 12(i) имеем:

τ(T ) =

∫ ∞

0

µ(T )(t)dt ≤
∫ ∞

0

lim inf
n→∞

µ(Tn)(t)dt.

Используя известную лемму Фату для сходящихся по мере последовательностей
неотрицательных измеримых функций, имеем:

∫ ∞

0

lim inf
n→∞

µ(Tn)(t)dt ≤ lim inf
n→∞

∫ ∞

0

µ(Tn)(t)dt.

Поэтому,

τ(T ) ≤ lim inf
n→∞

∫ ∞

0

µ(Tn)(t)dt = lim inf
n→∞

τ(Tn).

(ii) Так как Tn ≤ T , то

τ(Tn) =

∫ ∞

0

µ(Tn)(t)dt ≤
∫ ∞

0

µ(T )(t)dt = τ(T ).

Следовательно
lim sup

n→∞
τ(Tn) ≤ τ(T ).

Но по доказанному в пункте (i),

τ(T ) ≤ lim inf
n→∞

τ(Tn).

Поэтому
τ(T ) = lim

n→∞
τ(Tn).

Предложение 13. Пусть алгебра фон Неймана M не имеет минимальных про-
екторов. Тогда для каждого оператора T ∈ S(M, τ) верно равенство:

∫ t

0

µ(T )(s)ds = sup{τ(E|T |E) : E ∈ P (M), τ(E) ≤ t}.

Доказательство. Без ограничения общности можно считать, что T ≥ 0 . Пусть

T =

∫ ∞

0

λdEλ

спектральное разложение оператора T и N – максимальная коммутативная по-
далгебра фон Неймана в M, содержащая все спектральные проекторы {Eλ}. От-
метим, что N тоже не содержит минимальных проекторов. Так как N – комму-
тативная , то
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N = L∞(Ω, Σ,m) и τ(f) =
∫
Ω

fdm - след на N , где (Ω, Σ,m) локализуемое про-
странство с неатомической мерой m. ∗-Алгебра S(N , τ) совпадает с алгеброй
всех комплексных функций f на (Ω, Σ,m), которые ограничены почти всю-
ду, кроме множества конечной меры. В этом случае, если T = f ∈ S(N , τ), то
µ(T )(t) = µ(f)(t) совпадает с классической невозрастающей перестановкой f ∗(t)
измеримой функции f (см замечание 2) .

Пространство (Ω, Σ,m) неатомическое, поэтому имеет место равенство (см.
[24]): ∫ t

0

f ∗(s)ds = sup

{∫

F

|f |dm : F ⊆ Ω, m(F ) ≤ t

}
.

Это означает, что
∫ t

0

µ(T )(s)ds =

∫ t

0

f ∗(s)ds = sup{τ(E|T |E) : E ∈ P (N ), τ(E) ≤ t} ≤

≤ sup{τ(E|T |E) : E ∈ P (M), τ(E) ≤ t}.
С другой стороны, если проектор E ∈ P (M) такой, что τ(E) ≤ t, то по теореме 4
и предложению 7(ii)(vi) имеем:

τ(ETE) =

∫ ∞

0

µ(ETE)(s)ds =

∫ t

0

µ(ETE)(s)ds ≤

≤
∫ t

0

µ(T )(s)ds.

Следовательно,

sup{τ(E|T |E) : E ∈ P (M), τ(E) ≤ t} ≤
∫ t

0

µ(T )(s)ds.

Замечание 4. Из приведенного выше доказательства следует, что в условиях пред-
ложения 13 имеет место равенство:

∫ t

0

µ(T )(s)ds = sup{τ(E|T |E) : E ∈ P (N ), τ(E) ≤ t},

где N –максимальная коммутативная подалгеба фон Неймана в M, содержащая
все спектральные проекторы E(−∞,λ)(|T |), λ ≥ 0 оператора |T |.
Предложение 14. Для любых операторов T, S ∈ S(M, τ) и любого t > 0 верно
неравенство:

∫ t

0

µ(T + S)(s)ds ≤
∫ t

0

µ(T )(s)ds +

∫ t

0

µ(S)(s)ds.
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Доказательство. Предположим сначала, что алгебра фон Неймана M не имеет
минимальных проекторов. Из предложения 13 имеем, что

∫ t

0

µ(T + S)(s)ds = sup{τ(E|T + S|E) : E ∈ P (M), τ(E) ≤ t}.

Тогда (см.[5] ) существуют такие частичные изометрии U, V ∈M, что

E|T + S|E ≤ EU |T |U∗E + EV |S|V ∗E.

Поэтому
τ(E|T + S|E) ≤ τ(EU |T |U∗E) + τ(EV |S|V ∗E).

Сдедовательно, в силу предложения 9(i) и следствия 6(ii)
∫ t

0

µ(T + S)(s)ds ≤ sup{τ(EU |T |U∗E) : E ∈ P (M), τ(E) ≤ t}+

+ sup{τ(EV |S|V ∗E) : E ∈ P (M), τ(E) ≤ t} =

=

∫ t

0

µ(U |T |U∗)(s)ds +

∫ t

0

µ(V |S|V ∗)(s)ds ≤
∫ t

0

µ(T )(s)ds +

∫ t

0

µ(S)(s)ds.

Предположим теперь, что алгебра фон Неймана M имеет минимальные про-
екторы. Рассмотрим коммутативную алгебру фон Неймана N = L∞([0, 1],m) со
следом
m(f) =

∫ 1

0
fdm, считая, что N действует в гильбертовом пространстве F =

L2[0, 1], где m - линейная мера Лебега на [0, 1] . Пусть

A = M⊗N
тензорное произведение алгебр фон Неймана M и N , а

ρ = τ⊗m

тензорное произведение следов τ и m. Тогда алгебра A не имеет минимальных
проекторов .

Пусть T ∈ S(M, τ) и D линейное подпространство в H⊗F , порожденное
векторами вида

ξ ⊗ η, ξ ∈ D(T ), η ∈ F.

Для каждого
ζ = Σn

i=1ξi ⊗ ηi ∈ D
положим:

(T ⊗ I)(ζ) = Σn
i=1(Tξi)⊗ ηi.

Линейный оператор T ⊗ I с областью определения D является предзамкнутым и
его замыкание T⊗I принадлежит S(A, ρ) (см. [8]). При этом,

|T |⊗I = |T⊗I|
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и потому {Eλ⊗I} является спектральным семейством проекторов для оператора
T⊗I, где {Eλ}λ>0 – спектральное семейство проекторов для оператора |T |. По-
скольку

ρ(Eλ⊗I) = τ(Eλ) · τ(I) = τ(Eλ),

то
µ(T )(t) = ρ(T⊗I)(t) для всех t > 0,

где ρ(T⊗I)(t) невозрастающая перестановка оператора T⊗I, вычисляемая отно-
сительно следа ρ. Из определения оператора T⊗I, и свойств τ -измеримых опера-
торов следует, что

T⊗I + S⊗I = (T + S)⊗I,

(T⊗I)(S⊗I) = (T + S)⊗I,

(T⊗I)∗ = T ∗⊗I,

где T, S ∈ S(M, τ). При этом, если

T⊗I = S⊗I, то T = S.

Таким образом,
S(M, τ)⊗I = {T⊗I : T ∈ S(M, τ)}

есть ∗-подалгебра в S(A, ρ), ∗-изоморфная S(M, τ), и

µ(T )(t) = ρ(T⊗I)(t)

для всех T ∈ S(M, τ) и t > 0, где ρ(L)(t)-невозрастающая перестановка оператора
L ∈ S(A, ρ), вычисленная относительно следа ρ. Из доказанного выше, получим:
∫ t

0

µ(T + S)(s)ds =

∫ t

0

ρ((T + S)⊗I)(s)ds ≤
∫ t

0

ρ(T⊗I)(s)ds +

∫ t

0

ρ(S⊗I)(s)ds =

=

∫ t

0

µ(T )(s)ds +

∫ t

0

µ(S)(s)ds.

Поскольку для любого оператора T ∈ S(M, τ) имеет место:

τ(|T |) =

∫ ∞

0

µ(|T |)(s)ds =

∫ ∞

0

µ(T )(s)ds = lim
t→∞

∫ t

0

µ(T )(s)ds,

то из предложения 14 вытекает следующее следствие:

Следствие 7. Для любых операторов T, S ∈ S(M, τ) верно неравенство:

τ(|T + S|) ≤ τ(|T |) + τ(|S|).
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Определение 11. Пусть T, S ∈ S(M, τ). Говорят, что T ≺ S, если
∫ t

0

µ(T )(s)ds ≤
∫ t

0

µ(S)(s)ds для всех t > 0.

Бинарное отношение ” ≺ ” на S(M, τ) называется порядком Харди-Литлвуда.

Заметим, что если |T | ≤ |S|, то T ≺ S .

4. Банахово пространство L1(M, τ) τ - интегрируемых
операторов.

Пусть M полуконечная алгебра фон Неймана, τ - точный нормальный полу-
конечный след на M, S(M, τ) ∗-алгебра всех τ -измеримых операторов, присо-
единенных к M .

Определение 12. Оператор T ∈ S(M, τ) называется τ -интегрируемым, если

τ(|T |) < ∞.

Обозначим множество всех τ - интегрируемых операторов из S(M, τ) через
L1(M, τ) и для каждого T ∈ L1(M, τ) положим:

‖T‖1 = τ(|T |).

Теорема 6. (i) L1(M, τ) - линейное подпространство в S(M, τ) и ‖ · ‖1– норма
на L1(M, τ);

(ii) Для любых операторов A,B ∈M и T ∈ L1(M, τ) верны соотношения:

ATB ∈ L1(M, τ) и ‖ATB‖1 ≤ ‖A‖M‖B‖M‖T‖1;

(iii) Если T ∈ L1(M, τ), то T ∗ ∈ L1(M, τ) и ‖T ∗‖1 = ‖T‖1;
(iv) Если T ∈ L1(M, τ), S ∈ S(M, τ) и S ≺ T , то S ∈ L1(M, τ) и ‖S‖1 ≤ ‖T‖1;
(v) Если {Tn}∞n=1, T ⊂ L1(M, τ) и ‖Tn− T‖1 → 0 при n →∞, то Tn

п.м.−→ T при
n →∞.

Доказательство. (i) Пусть T, S ∈ L1(M, τ). Согласно следствия 7 имеем:

τ(|T + S|) ≤ τ(|T |) + τ(|S|) < ∞.

Это означает, что (T + S) ∈ L1(M, τ) и

‖T + S‖1 ≤ ‖T‖1 + ‖S‖1.

Далее, если α ∈ C, то τ(|αT |) = |α|τ()|T | < ∞, то есть αT ∈ L1(M, τ) и

‖αT‖1 = |α|‖T‖1.
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Следовательно, L1(M, τ) – линейное подпространство в S(M, τ) . Ясно, что
‖T‖1 ≥ 0 и если τ(|T |) = ‖T‖1 = 0, то в силу точности следа τ имеем, что
|T | = 0, то есть T = 0. Таким образом, ‖ · ‖ есть норма на L1(M, τ).

(ii) Пусть A,B ∈M, T ∈ L1(M, τ). Согласно предложения 7(vi) имеем, что

µ(ATB)(t) ≤ ‖A‖M‖B‖Mµ(T )(t) для любых t > 0

Поэтому (см. теорему 4 )

τ(|ATB|) =

∫ ∞

0

µ(ATB)(s)ds ≤ ‖A‖M‖B‖M
∫ ∞

0

µ(T )(s)ds =

= ‖A‖M‖B‖Mτ(|T |) < ∞,

то есть, ATB ∈ L1(M, τ) и

‖ATB‖1 ≤ ‖A‖M‖B‖M‖T‖1.

(iii) Из предложения 7(i) следует, что

µ(|T ∗|)(t) = µ(T ∗)(t) = µ(T )(t) = µ(|T |)(t) для всех t > 0.

Поэтому, для T ∈ L1(M, τ) имеем, что T ∗ ∈ L1(M, τ) и

‖T ∗‖1 = ‖T‖1.

(iv) Пусть T ∈ L1(M, τ), S ∈ S(M, τ) и S ≺ T , то есть,
∫ t

0

µ(T )(s)ds ≤
∫ t

0

µ(S)(s)ds для всех t > 0.

Тогда

τ(|S|) = lim
t→∞

∫ t

0

µ(S)(s)ds ≤ lim
t→∞

∫ t

0

µ(T )(s)ds = τ(|T |) < ∞,

то есть, S ∈ L1(M, τ) и
‖S‖1 ≤ ‖T‖1.

(v) Пусть {Tn}∞n=1, T ⊂ L1(M, τ) и ‖Tn − T‖1 → 0 при n → ∞. Для фиксиро-
ванного ε > 0 имеем, что

|Tn − T | ≥ |Tn − T |E(ε,∞)(|Tn − T |) ≥ εE(ε,∞)(|Tn − T |).

Поэтому

τ(E(ε,∞)(|Tn − T |)) ≤ 1

ε
τ(|Tn − T |) =

=
1

ε
‖Tn − T‖1 → 0 при n →∞.
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Следовательно, для любого δ > o найдется такое n(ε, δ), что при n ≥ n(ε, δ)

τ(E(ε,∞)(|Tn − T |)) < δ.

Поскольку
0 ≤ |Tn − T |(I − E(ε,∞)(|Tn − T |)) ≤ εI,

то
‖|Tn − T |(I − E(ε,∞)(|Tn − T |))‖ ≤ ε,

и потому Tn
п.м.−→ T при n →∞.

Пусть T ∈ L1(M, τ). Тогда (см. [5]) существуют такие частичные изометрии
V1, V2, V3, V4 ∈M, что

(ReT )+ ≤ V1|T |V ∗
1 , (ReT )− ≤ V2|T |V ∗

2 ,

(ImT )+ ≤ V3|T |V ∗
3 , (ImT )− ≤ V4|T |V ∗

4 .

Следовательно,

τ((ReT )+) =

∫ ∞

0

µ((ReT )+)(t)dt ≤
∫ ∞

0

µ(V1|T |V ∗
1 )(t)dt ≤

≤
∫ ∞

0

µ(|T |)(t)dt = τ(|T |) < ∞,

то есть (ReT )+ ∈ L1(M, τ). Аналогично, (ReT )−, (ImT )+, (ImT )− ∈ L1(M, τ).
Поэтому определено число

τ̃(T ) = τ((ReT )+)− τ((ReT )−) + iτ((ImT )+)− iτ((ImT )−).

Определение 13. Число τ̃(T ) называется интегралом оператора T ∈ L1(M, τ)
по следу τ .

Ясно, что для T ∈ L+
1 (M, τ) = {S ∈ L1(M, τ) : S ≥ 0} интеграл τ̃(T )

совпадает с τ(T ).

Предложение 15. (i) Если T ∈ L1(M, τ), T = S1 − S2, где S1, S2 ∈ L+
1 (M, τ),

то
τ̃(T ) = τ(S1)− τ(S2);

(ii) τ̃– линейный функционал на L1(M, τ)

Доказательство. (i) Так как T = (ReT )+ − (ReT )− = S1 − S2, то

(ReT )+ + S2 = (ReT )− + S1.

В силу предложения 9, имеем, что

τ((ReT )+) + τ(S2) = τ((ReT )+ + S2) = τ((ReT )− + S1) = τ((ReT )−) + τ(S1).
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Следовательно,

τ(S1)− τ(S2) = τ((ReT )+)− τ((ReT )−) = τ̃(T ).

(ii) Пусть T, S ∈ L1(M, τ), T ∗ = T , S∗ = S. Тогда

T + S = ((ReT )+ + (ReS)+)− ((ReT )− + (ReS)−).

Из пункта (i) следует, что

τ̃(T + S) = τ((ReT )+ + (ReS)+)− τ((ReT )− + (ReS)−) =

= τ̃(T ) + τ̃(S).

Пусть теперь T, S произвольные операторы из L1(M, τ). Тогда

T + S = (ReT + ReS) + i(ImT + ImS),

и потому
τ̃(T + S) = τ̃(ReT + ReS) + iτ̃(ImT + ImS) =

= τ̃(T ) + τ̃(S).

Аналогично проверяется равенство

τ̃(αT ) = ατ̃(T )

для любого α = a + ib ∈ C, a, b ∈ R.

Теорема 7. Нормированное пространство (L1(M, τ), ‖ · ‖1) – полное.

Доказательство. Доказательство теоремы разобьем на несколько этапов.
1). Пусть {Tn}∞n=1 последовательность Коши в (L1(M, τ), ‖·‖1) и 0 ≤ Tn ≤

Tn+1, где n = 1, 2, .... Покажем, что существует такой оператор T ∈ L1(M, τ), что
Tn ↑ T и

‖T − Tn‖1 → 0 при n →∞.

Поскольку ‖Tn−Tk‖1 → 0 при n, k →∞, то согласно теореме 6(v), последователь-
ность {Tn}∞n=1 есть последовательнось Коши в (S(M, τ), tτ ). Так как (S(M, τ), tτ )
- полное топологическое векторное пространство (см. теорему 3), то существует
такой оператор T ∈ S(M, τ), что

Tn
tτ−→ T при n →∞.

В силу предложений 4 и 12(iii) имеем, что

Tn ↑ T и µ(Tn)(t) → µ(T )(t) при n →∞
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почти для всех t > 0.
Покажем, что T ∈ L1(M, τ). Действительно, из [25] (теорема 3.4) следует, что

∫ ∞

0

|µ(Tn)(t)− µ(Tk)(t)|dt ≤ ‖Tn − Tk‖1.

Это означает, что последовательность функций {µ(Tn)(t)}∞n=1 есть последователь-
ность Коши в банаховом пространстве L1((0,∞),m) , где m линейная мера Лебега
на полупрямой (0,∞). Поэтому существует такая функция f ∈ L1((0,∞),m), что

‖µ(Tn)− f‖L1((0,∞),m) → 0 при n →∞.

Поскольку µ(Tn)(t) → µ(T )(t) при n →∞ почти для всех t > 0, то

µ(T )(t) = f(t) почти всюду, то есть
∫ ∞

0

|µ(T )|(t)dt < ∞, или T ∈ L1(M, τ).

Покажем теперь, что
‖T − Tn‖1 → 0 при n →∞.

Переходя, если нужно, к подпоследовательности, можно считать, что

‖Tn+1 − Tn‖1 ≤ 1

n3
, n = 1, 2, ...

Положим

Sn = T1 +
n∑

k=1

k(Tk+1 − Tk).

Ясно, что {Sn}∞n=1 ⊂ L1(M, τ), 0 ≤ Sn ≤ Sn+1 и если n < m, то

‖Sm − Sn‖1 =

∥∥∥∥∥
m∑

k=n+1

k(Tk+1 − Tk)

∥∥∥∥∥
1

≤
m∑

k=n+1

1

k2
→ 0 при n, m →∞.

Следовательно, {Sn}∞n=1 последовательность Коши в L1(M, τ), и в силу доказан-
ного выше, найдется такой оператор S ∈ L1(M, τ), что Sn ↑ S.

Далее, для каждого n = 1, 2, ... имеем:

n(T − Tn) = n(sup
m≥n

Tm − Tn) = n(sup
m≥n

(Tm − Tn)) = n(sup
m≥n

m−1∑

k=n

(Tk+1 − Tk)) =

= sup
m≥n

m−1∑

k=n

n(Tk+1 − Tk) ≤ sup
m≥n

m−1∑

k=n

k(Tk+1 − Tk) ≤ S.

Поэтому

0 ≤ T − Tn ≤ S

n
,
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откуда следует, что

‖T − Tn‖1 ≤ 1

n
‖S‖1, т.е. ‖T − Tn‖1 → 0 при n →∞.

2) Пусть {Tn}∞n=1 последовательность Коши в (L1(M, τ), ‖ ·‖1) и Tn = T ∗
n ,

где n = 1, 2, .... Покажем, что существует такой оператор T ∈ L1(M, τ), что

‖T − Tn‖1 → 0 при n →∞.

Переходя, если нужно, к подпоследовательности, можно считать, что

∞∑
n=1

‖Tn+1 − Tn‖1 < ∞.

Положим:

Sn =
n∑

k=1

(Tk+1 − Tk)+, Ln =
n∑

k=1

(Tk+1 − Tk)−.

Тогда

0 ≤ Sn ≤ Sn+1, 0 ≤ Ln ≤ Ln+1, Sn, Ln ∈ L1(M, τ), n = 1, 2, ...

Если n ≤ m , то

‖Sm − Sn‖1 = ‖
m−1∑

k=n+1

(Tk+1 − Tk)+‖1 ≤
m−1∑

k=n+1

‖(Tk+1 − Tk)+‖1 ≤

≤
m−1∑

k=n+1

‖(Tk+1 − Tk)‖1 → 0 при n →∞.

Следовательно, {Sn}∞n=1 последовательность Коши в L1(M, τ). Согласно первому
этапу доказательства 1), существует такой оператор S ∈ L1(M, τ), S ≥ 0, что

‖S − Sn‖1 → 0 при n →∞.

Аналогично, найдется такой оператор L ∈ L1(M, τ), L ≥ 0, что

‖L− Ln‖1 → 0 при n →∞.

Тогда
lim

n→∞
‖(Sn − Ln)− (S − L)‖1 = 0.

С другой стороны,

Sn − Ln =
n∑

k=1

(Tk+1 − Tk) = Tn+1 − T1.
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Следовательно, Tn → (S − L + T1) = T ∈ L1(M, τ) по норме ‖ · ‖1 при n →∞.
3) Пусть {Tn}∞n=1 произвольная последовательность Коши в (L1(M, τ), ‖·‖1).

Поскольку ‖T ∗
n‖1 = ‖Tn‖1 (см. теорему 6), то {T ∗

n}∞n=1 тоже последовательность
Коши в (L1(M, τ), ‖ · ‖1). Следовательно, последовательности {Sn}∞n=1 и {Ln}∞n=1

, задаваемые равенствами:

Sn = ReTn =
Tn + T ∗

n

2
и Ln = ImTn =

Tn − T ∗
n

2i
,

есть последовательности Коши самосопряженных операторов из (L1(M, τ), ‖ · ‖1).
Согласно второму этапу доказательства 2), найдутся такие операторы S, L ∈
L1(M, τ), что

lim
n→∞

‖S − Sn‖1 = 0, lim
n→∞

‖L− Ln‖1 = 0.

Но тогда S + iL = T ∈ L1(M, τ) и

‖T − Tn‖1 = ‖(S + iL)− (Sn + iLn)‖1 → 0 при n →∞.

Таким образом, пространство (L1(M, τ), ‖ · ‖1) – полное.
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