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Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå èññëåäîâàíà ýâîëþöèîííàÿ çàäà÷à î ìàëûõ äâèæåíèÿõ èäåàëüíîé ðå-
ëàêñèðóþùåé æèäêîñòè â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè. Äîêàçàíà òåîðåìà î ñèëüíîé ðàçðåøèìîñòè
ñîîòâåòñòâóþùåé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ïóñòü èäåàëüíàÿ íåîäíîðîäíàÿ æèäêîñòü ïîëíîñòüþ çàïîëíÿåò íåïîäâèæíûé

êîíòåéíåð. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî æèäêîñòü çàíèìàåò îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü Ω ⊂ R3.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ~n åäèíè÷íûé âåêòîð, íîðìàëüíûé ê S := ∂Ω è íàïðàâëåííûé âíå
Ω. Ââåäåì ñèñòåìó êîîðäèíàò Ox1x2x3, æåñòêî ñâÿçàííóþ ñ êîíòåéíåðîì, òàêèì
îáðàçîì, ÷òî îñü Ox3 íàïðàâëåíà ïðîòèâ äåéñòâèÿ ñèëû òÿæåñòè, à íà÷àëî êîîðäè-
íàò íàõîäèòñÿ â îáëàñòè Ω. Ãðàâèòàöèîííîå ïîëå òîãäà çàïèøåòñÿ â âèäå ~g = −g~e3,
g > 0, ãäå ~e3 � îðò îñè Ox3, íàïðàâëåííûé ïðîòèâ äåéñòâèÿ ñèëû òÿæåñòè.

Â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ æèäêîñòü èìååò ïëîòíîñòü ρ0 = const, à ðàâíîâåñíîå äàâëå-
íèå P0(x) îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ

−∇P0(x)− ρ0g~e3 = ~0, x = (x1, x2, x3) ∈ Ω. (1.1)

Èç (1.1) ñëåäóåò, ÷òî P0(x) = −gρ0x3 + p0, ãäå p0 � äàâëåíèå æèäêîñòè â íà÷àëå
êîîðäèíàò.

Ðàññìîòðèì äâèæåíèÿ æèäêîñòè, ìàëûå ïî îòíîøåíèþ ñîñòîÿíèþ ðàâíîâåñèÿ.
Ïðåäñòàâèì ïîëíîå äàâëåíèå è ïîëíóþ ïëîòíîñòü æèäêîñòè â âèäå

P (t, x) = P0(x) + p(t, x), ρ̃(t, x) = ρ0 + ρ(t, x), x = (x1, x2, x3) ∈ Ω, (1.2)

ãäå p(t, x) � ýòî äèíàìè÷åñêîå äàâëåíèå, à ρ(t, x) � äèíàìè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü æèä-
êîñòè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ~w(t, x) ïîëå ñìåùåíèé â æèäêîñòè è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
p(t, x), ρ(t, x) è ~w(t, x) � ìàëûå îäíîãî ïîðÿäêà. Ëèíåàðèçàöèÿ óðàâíåíèé Ýéëå-
ðà äëÿ äâèæåíèÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè è óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè ïðèâîäèò ê
ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

∂2

∂t2
(ρ0 ~w) = −∇p− ρg~e3 + ρ0

~f, ρ+ div(ρ0 ~w) = 0 (â Ω), (1.3)
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ãäå ~f = ~f(t, x) � ìàëîå ïîëå âíåøíèõ ñèë, íàëîæåííîå íà ãðàâèòàöèîííîå.
Ê ñèñòåìå (1.3) ïðèñîåäèíèì ãðàíè÷íîå óñëîâèå íåïðîòåêàíèÿ:

~w · ~n = 0 (íà S). (1.4)

Ðåëàêñèðóþùàÿ æèäêîñòü ìîäåëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì äîïîëíèòåëüíûì óðàâ-
íåíèåì ñîñòîÿíèÿ, ñâÿçûâàþùèì äèíàìè÷åñêîå äàâëåíèå p(t, x) è äèíàìè÷åñêóþ
ïëîòíîñòü ρ(t, x):

p(t, x) = a2
∞(x)ρ(t, x)−

∫ t

0

K(t− s, x)ρ(s, x) ds, (1.5)

ãäå ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ K(t, x) îïðåäåëÿåò ÿäðî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà
Âîëüòåððà, à a2

∞(x) � êâàäðàò ñêîðîñòè çâóêà â íåîäíîðîäíîé æèäêîñòè. Ýòî íàè-
áîëåå îáùàÿ ìîäåëü ðåëàêñèðóþùåé æèäêîñòè. Âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé ïîëó÷à-
åòñÿ, åñëè îïðåäåëèòü ÿäðî â ôîðìå

K(t, x) = K0(x) exp(−b(x)t), (1.6)

ãäå K0(x) è b(x) ïîëîæèòåëüíûå ôóíêöèè â îáëàñòè Ω.
Çàäà÷à î ìàëûõ äâèæåíèÿõ èäåàëüíîé ðåëàêñèðóþùåé æèäêîñòè çàêëþ÷àåòñÿ

â îòûñêàíèè ïîëåé ~w(t, x), p(t, x) è ρ(t, x) èç óðàâíåíèé (1.3), ãðàíè÷íîãî óñëî-
âèÿ (1.4), ñîîòíîøåíèÿ (1.5), è ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ

~w(0, x) = ~w0(x),
∂

∂t
~w(0, x) = ~w1(x). (1.7)

Ïîäîáíàÿ çàäà÷à (ïðè îòñóòñòâèè ñèëû òÿæåñòè è ïðè íåêîòîðûõ ìîäåëüíûõ
îãðàíè÷åíèÿõ íà ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ äèíàìè÷åñêîé ïëîòíîñòè) èçó÷àëàñü â [1],
ñ. 390-410 (ñì. òàêæå [2]). Â óêàçàííîé ìîíîãðàôèè äîêàçàíà òåîðåìà î ñèëüíîé
ðàçðåøèìîñòè ñîîòâåòñòâóþùåé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è, à òàêæå èññëåäîâàíà
ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à î íîðìàëüíûõ êîëåáàíèÿõ.

2. Âûâîä îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ
Äëÿ ïåðåõîäà ê îïåðàòîðíîìó óðàâíåíèþ â èçó÷àåìîé çàäà÷å ïðèìåíèì ìå-

òîä îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íà ñïåöèàëüíûå ïîäïðî-
ñòðàíñòâà (ñì. [3]). Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ðàçëîæåíèåì Ã. Âåéëÿ ïðîñòðàíñòâà
âåêòîðíûõ ïîëåé ~L2(Ω) â îðòîãîíàëüíóþ ñóììó:

~L2(Ω) = ~J0(Ω)⊕ ~G(Ω), (2.1)

~J0(Ω) := {~v ∈ ~L2(Ω)| div~v = 0 (â Ω), vn := ~v · ~n = 0 (íà S)},
~G(Ω) := {~v ∈ ~L2(Ω)| ~v = ∇Φ,

∫

Ω

Φ dΩ = 0}.
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Çäåñü îïåðàöèè div~v è vn ïîíèìàþòñÿ â ñìûñëå òåîðèè îáîáùåííûõ ôóíêöèé (ðàñ-
ïðåäåëåíèé), ñì. [3], ñ. 100-102. Ââåäåì îðòîïðîåêòîðû P0 è PG ïðîñòðàíñòâà ~L2(Ω)

íà ~J0(Ω) è ~G(Ω) ñîîòâåòñòâåííî. Ïðåäñòàâèì ïîëå ρ0 ~w â âèäå:

ρ0 ~w = ~v +∇Φ, ãäå ~v ∈ ~J0(Ω), ∇Φ ∈ ~G(Ω). (2.2)

Ïîäñòàâèì ïðåäñòàâëåíèå (2.2) â ïåðâîå óðàâíåíèå èç (1.3) è ïðèìåíèì ê íåìó
îðòîïðîåêòîðû P0 è PG, îòâå÷àþùèå ðàçëîæåíèþ (2.1). Ïîëó÷èì:

∂2~v

∂t2
= −gP0(ρ~e3) + ρ0P0

~f (â Ω), (2.3)
∂2

∂t2
∇Φ = −∇p− gPG(ρ~e3) + ρ0PG

~f (â Ω). (2.4)

Ñîîòíîøåíèå (2.3) òðèâèàëüíî â òîì ñìûñëå, ÷òî ïîëå ~v ìîæåò áûòü íàéäåíî
èç íåãî ïðè èçâåñòíîé ôóíêöèè ρ. Ïîýòîìó äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî
óðàâíåíèå (2.4).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: PG(ρ~e3) =: ∇ϕ(ρ), ρ0PG
~f =: ∇fG, è âûïèøåì èíòåãðàë

Êîøè-Ëàãðàíæà, ñëåäóþùèé èç (2.4):
∂2Φ

∂t2
= −p− gϕ(ρ) + fG + C(t) (â Ω). (2.5)

Çäåñü C(t) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ âðåìåíè.
Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ ñâÿçàíû ñ ïðåîáðàçîâàíèåì èíòåãðàëà Êîøè-Ëàãðàí-

æà (2.4) ê èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà â íåêîòîðîì
ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. À èìåííî, èç ïðåäñòàâëåíèÿ (2.2), óðàâíåíèÿ íåðàç-
ðûâíîñòè (1.3) è ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (1.4) ñëåäóåò âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à äëÿ
ïîòåíöèàëà Φ:

−∆Φ = ρ (â Ω),
∂Φ

∂n
= 0 (íà S),

∫

Ω

Φ dΩ =

∫

Ω

ρ dΩ = 0. (2.6)

Ýòî çàäà÷à Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà. Îíà èìååò åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå
ðåøåíèå Φ = A−1ρ äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ρ èç L2,Ω := L2(Ω)ª {1} (ñì. [3], ñ. 35-36).
Îïåðàòîð A íåîãðàíè÷åííûé, ñàìîñîïðÿæåííûé è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûé â
L2,Ω. Îïåðàòîð A−1 ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì â L2,Ω. Ýíåðãåòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî HA

îïåðàòîðà A, ñîâïàäàþùåå ñ D(A1/2), èìååò âèä

HA = {Φ ∈ W 1
2 (Ω)|

∫

Ω

Φ dΩ = 0} = W 1
2 (Ω)ª {1} =: H1

Ω. (2.7)

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è íîðìà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H1
Ω = HA îïðåäå-

ëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì. [3], ñ. 35):

(ϕ, ψ)H1
Ω

:=

∫

Ω

∇ϕ · ∇ψ dΩ, ‖ψ‖2
H1

Ω
:=

∫

Ω

|∇ψ|2 dΩ. (2.8)

Î ñâÿçè ïîòåíöèàëà ϕ(ρ) è ôóíêöèè ρ ãîâîðèò ñëåäóþùàÿ
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Ëåììà 1. Ïîòåíöèàë ϕ(ρ) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ϕ(ρ) = Bρ, ãäå
îïåðàòîð B îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

B ∈ S∞(L2,Ω), A1/2B ∈ L(L2,Ω).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ∇ϕ(ρ) := PG(ρ~e3). Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ïî-
òåíöèàë ϕ(ρ) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷å:

∆ϕ =
∂ρ

∂x3

(â Ω),
∂ϕ

∂n
= ρ~e3 · ~n =: ρn3(x) (íà S),

∫

Ω

ρ dΩ = 0. (2.9)

Èç ôîðìóëû Ãðèíà äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà íåñëîæíî âûâåñòè èíòåãðàëüíîå
òîæäåñòâî, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (2.9). Ýòî èíòåãðàëü-
íîå òîæäåñòâî ìû ïîëîæèì â îñíîâó îïðåäåëåíèÿ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ çàäà-
÷è (2.9). À èìåííî, ïðè êàæäîì ρ ∈ L2,Ω íàçîâåì ôóíêöèþ ϕ ∈ H1

Ω îáîáùåííûì
ðåøåíèåì çàäà÷è (2.9), åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó òîæäåñòâó:

∫

Ω

∇ϕ · ∇ψ dΩ =

∫

Ω

ρ
∂ψ

∂x3

dΩ, ∀ψ ∈ H1
Ω. (2.10)

Îïèðàÿñü íà ýòî îïðåäåëåíèå ïîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü îáîá-
ùåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.9). Îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë l(ψ) ëåâîé ÷àñòüþ èíòå-
ãðàëüíîãî òîæäåñòâà (2.10). Ýòî ëèíåéíûé è îãðàíè÷åííûé â H1

Ω ôóíêöèîíàë.
Äåéñòâèòåëüíî, åãî ëèíåéíîñòü î÷åâèäíà, à îãðàíè÷åííîñòü ñëåäóåò èç ñëåäóþùèõ
îöåíîê:

|l(ψ)|2 =

∣∣∣∣
∫

Ω

ρ
∂ψ

∂x3

dΩ

∣∣∣∣
2

≤
∫

Ω

|ρ|2 dΩ ·
∫

Ω

∣∣∣∣
∂ψ

∂x3

∣∣∣∣
2

dΩ ≤

≤
∫

Ω

|ρ|2 dΩ ·
∫

Ω

|∇ψ|2 dΩ = ‖ρ‖2
L2,Ω

· ‖ψ‖2
H1

Ω
, ∀ψ ∈ H1

Ω. (2.11)

Èç ëåììû Ðèññà î ïðåäñòàâëåíèè ëèíåéíîãî îãðàíè÷åííîãî ôóíêöèîíàëà ñëåäóåò,
÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò ρ∗ ∈ H1

Ω òàêîé, ÷òî

l(ψ) =

∫

Ω

ρ
∂ψ

∂x3

dΩ =

∫

Ω

∇ρ∗ · ∇ψ dΩ = (ρ∗, ψ)H1
Ω
, ∀ψ ∈ H1

Ω. (2.12)

Èç (2.10) è (2.12) òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî

(ϕ, ψ)H1
Ω

=

∫

Ω

∇ϕ · ∇ψ dΩ =

∫

Ω

ρ
∂ψ

∂x3

dΩ = (ρ∗, ψ)H1
Ω
, ∀ψ ∈ H1

Ω. (2.13)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ϕ = ρ∗ ∈ H1
Ω åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.9).

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ϕ = ρ∗ := Bρ, ãäå B � îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç L2,Ω â H1
Ω.

Èç (2.11) è (2.12) ïðè ψ = Bρ íåñëîæíî âûâåñòè îöåíêó

‖Bρ‖H1
Ω
≤ ‖ρ‖L2,Ω

, ∀ρ ∈ L2,Ω, (2.14)
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èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî B ∈ L(L2,Ω, H
1
Ω). Èç êîìïàêòíîñòè âëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà

H1
Ω â L2,Ω ñëåäóåò êîìïàêòíîñòü îïåðàòîðà B â ïðîñòðàíñòâå L2,Ω: B ∈ S∞(L2,Ω).

Èç (2.7) è (2.8) ñëåäóåò, ÷òî ‖Bρ‖H1
Ω

= ‖Bρ‖HA
= ‖A1/2Bρ‖L2,Ω

. Âìåñòå ñ (2.14) ýòî
îçíà÷àåò âêëþ÷åíèå A1/2B ∈ L(L2,Ω).

Èñïîëüçóÿ ââåäåííûå îïåðàòîðû, ñîîòíîøåíèÿ (1.5) è (2.5), ïðåäâàðèòåëüíî
ñïðîåêòèðîâàííûå íà L2,Ω, ìîæíî òåïåðü çàïèñàòü â âèäå ñëåäóþùåãî èíòåãðîäèô-
ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H :=
L2,Ω:

d2Φ

dt2
= −(CP + gB)AΦ +

∫ t

0

KP (t− s)AΦ(s) ds+ PfG(t). (2.15)

Çäåñü ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ: CP := Pa2
∞(x)P , KP (t−s) := PK(t−s, x)P , à P � ýòî

îðòîïðîåêòîð ïðîñòðàíñòâà L2(Ω) íà L2,Ω. Îïåðàòîð CP è îïåðàòîð-ôóíêöèÿKP (t)
ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè, ñàìîñîïðÿæåííûìè è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûìè â
H = L2,Ω; ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ôóíêöèè a2

∞(x) è K(t, x) � îãðàíè÷åííû è
ïîëîæèòåëüíû â îáëàñòè Ω.

Îáîçíà÷èì ïîòåíöèàëû ïîëåé PG(ρ0 ~w
0) è PG(ρ0 ~w

1) ÷åðåç Φ0 è Φ1 ñîîòâåòñòâåí-
íî, òîãäà íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (2.15) çàïèøóòñÿ â âèäå:

Φ(0) = Φ0, Φ′(0) = Φ1. (2.16)

Ïðîâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ ñôîðìóëèðóåì â âèäå ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà 2. Ïóñòü ~w, ρ, ∇p � êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.3)-(1.7) î ìàëûõ
äâèæåíèÿõ èäåàëüíîé ðåëàêñèðóþùåé æèäêîñòè â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè, òî-
ãäà ôóíêöèÿ Φ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè äëÿ èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà (2.15)-(2.16).

3. Èññëåäîâàíèå çàäà÷è Êîøè (2.15)-(2.16)

Äàäèì ñëåäóþùåå

Îïðåäåëåíèå 1. Íàçîâåì ñèëüíûì ðåøåíèåì èñõîäíîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà-
÷è (1.3)-(1.7) òàêèå ôóíêöèè ~w, ρ, ∇p äëÿ êîòîðûõ ôóíêöèÿ Φ ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì
ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (2.15)-(2.16) è âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå (2.3). Â ñâîþ î÷å-
ðåäü ñèëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (2.15)-(2.16) (ñì. [4], ñ. 291) íàçîâåì ôóíê-
öèþ Φ(t) òàêóþ, ÷òî Φ(t) ∈ D(A), Φ′(t) ∈ D(A1/2) äëÿ ëþáîãî t èç R+ := [0,+∞),
AΦ(t), A1/2Φ′(t) ∈ C(R+;H), Φ(t) ∈ C2(R+;H), âûïîëíåíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ
(2.16) è óðàâíåíèå (2.15) äëÿ ëþáîãî t ∈ R+.

Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îïåðàòîð CP + gB íåïðåðûâíî îáðàòèì â H. Äîñòà-
òî÷íîå óñëîâèå äëÿ ýòîãî ñëåäóþùàÿ ëåììà.
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Ëåììà 3. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå

g < min
x∈Ω

a2
∞(x)C1/2(A), (3.1)

ãäå C(A) � íèæíÿÿ ãðàíü îïåðàòîðà A. Òîãäà îïåðàòîð CP + gB íåïðåðûâíî
îáðàòèì â H: (CP + gB)−1 ∈ L(H).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (2.14) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ρ ∈ H = L2,Ω

‖ρ‖2
L2,Ω

≥ ‖Bρ‖2
H1

Ω
= ‖A1/2Bρ‖2

L2,Ω
≥ C(A)‖Bρ‖2

L2,Ω
,

îòêóäà ïîëó÷àåì îöåíêó íîðìû îïåðàòîðà B:

‖B‖L(H) ≤ C−1/2(A). (3.2)

Äàëåå, äëÿ ëþáîãî Φ ∈ H = L2,Ω èìååì:

‖C1/2
P Φ‖2

L2,Ω
= (CP Φ,Φ)L2,Ω

=

∫

Ω

a2
∞(x)|Φ|2 dΩ ≥ min

x∈Ω
a2
∞(x)‖Φ‖2

L2,Ω
.

Îòñþäà, ïîñëå çàìåíû C
1/2
P Φ = Ψ, ñëåäóåò îöåíêà íîðìû îïåðàòîðà C−1/2

P :

‖C−1/2
P ‖L(H) ≤

(
min
x∈Ω

a2
∞(x)

)−1/2

. (3.3)

Èç îöåíîê (3.2), (3.3) è óñëîâèé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî ‖gC−1/2
P BC

−1/2
P ‖ < 1. Îò-

ñþäà è èç ïðåäñòàâëåíèÿ

CP + gB = C
1/2
P (I + gC

−1/2
P BC

−1/2
P )C

1/2
P

ñëåäóåò íåïðåðûâíàÿ îáðàòèìîñòü îïåðàòîðà CP + gB.

Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå (2.15) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

d2Φ

dt2
= −(C

1/2
P + gBC

−1/2
P )

(
C

1/2
P AΦ−

− C
1/2
P (CP + gB)−1

∫ t

0

KP (t− s)AΦ(s) ds− C
1/2
P (CP + gB)−1PfG(t)

)
.

Îñóùåñòâèì çäåñü çàìåíó A1/2Φ = ξ è ïðåîáðàçóåì ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå ê
ñèñòåìå äâóõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H:





dξ

dt
= −(A1/2C

1/2
P + gA1/2BC

−1/2
P )η,

dη

dt
= C

1/2
P A1/2ξ − C

1/2
P (CP + gB)−1

∫ t

0

KP (t− s)A1/2ξ(s) ds−
−C1/2

P (CP + gB)−1PfG(t).

(3.4)
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Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ñèñòåìû (3.4) èìåþò âèä:

ξ(0) = A1/2Φ0 =: ξ0, η(0) = −(A1/2C
1/2
P + gA1/2BC

−1/2
P )−1ξ′(0) =

= −(A1/2(CP + gB)C
−1/2
P )−1ξ′(0) = −C1/2

P (CP + gB)−1Φ1 =: η0.
(3.5)

Çàäà÷ó Êîøè (3.4), (3.5) çàïèøåì â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé ôîðìå â ñäâîåííîì
ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H := H ⊕H:

dy

dt
= Ay +

∫ t

0

K(t− s)Ay(s) ds+ F(t), y(0) = y0. (3.6)

Çäåñü ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

y :=

(
ξ
η

)
, y0 :=

(
ξ0

η0

)
=

(
A1/2Φ0

−C1/2
P (CP + gB)−1Φ1

)
,

A :=

(
0 −A1/2C

1/2
P −Q

C
1/2
P A1/2 0

)
, K(t) :=

(
0 0

0 C
1/2
P (CP + gB)−1KP (t)C

−1/2
P

)
,

Q := gA1/2BC
−1/2
P , F(t) := (0;−C1/2

P (CP + gB)−1PfG(t))t.

Â ñèëó ëåììû 1 îïåðàòîð Q îãðàíè÷åí â H: Q ∈ L(H).

Îïðåäåëåíèå 2. (ñì. [4], ñ. 38) Ñèëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (3.6) íàçîâåì
ôóíêöèþ y(t) òàêóþ, ÷òî y(t) ∈ D(A) äëÿ ëþáîãî t èç R+, Ay(t) ∈ C(R+;H),
y(t) ∈ C1(R+;H), y(0) = y0 è âûïîëíåíî óðàâíåíèå èç (3.6) äëÿ ëþáîãî t ∈ R+.

Îòíîñèòåëüíî ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè (3.6) ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1. Ïóñòü KP (t) ∈ C1(R+;L(H)), fG(t) ∈ C1(R+;H), òîãäà äëÿ ëþáîãî
y0 ∈ D(A) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî ñèëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (3.6).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî, íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî èç óñëîâèé KP (t) ∈
C1(R+;L(H)), fG(t) ∈ C1(R+;H) ñëåäóåò, ÷òîK(t) ∈ C1(R+;L(H)), F(t) ∈ C1(R+;H).
Äàëåå, èç óñëîâèÿ Q ∈ L(H) è ñâîéñòâ îïåðàòîðîâ, ñîñòàâëÿþùèõ ìàòðè÷íûé
îïåðàòîð A ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì ñèëüíî íåïðåðûâíîé
ãðóïïû îïåðàòîðîâ U(t) := exp(tA) (ñì. [4], ñ. 185, òåîðåìà 7.5).

Äàëüíåéøåå äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èäåÿì èç ìîíîãðàôèè [1]. Ïðåäïîëîæèì
òåïåðü, ÷òî y0 ∈ D(A) è çàäà÷à Êîøè (3.6) èìååò ñèëüíîå ðåøåíèå y(t). Òîãäà

y(t) = U(t)y0 +

∫ t

0

U(t− s)F(s) ds+

∫ t

0

U(t− s)

{∫ s

0

K(s− τ)Ay(τ) dτ
}
ds =

= U(t)y0 +

∫ t

0

U(t− s)F(s) ds+

∫ t

0

dτ

∫ t

τ

U(t− s)K(s− τ)Ay(τ) ds. (3.7)
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Ïðåîáðàçóåì âíóòðåííèé èíòåãðàë â (3.7). Èç óñëîâèÿ (CP + gB)−1 ∈ L(H)
ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð A íåïðåðûâíî îáðàòèì. Äàëåå, ïîñêîëüêó y(τ) ∈ D(A) è
K(t) ∈ C1(R+;L(H)), òî ñóùåñòâóåò ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ:

∂

∂s
U(t− s)A−1K(s− τ)Ay(τ) =

= −U(t− s)K(s− τ)Ay(τ) + U(t− s)A−1 ∂

∂s
K(s− τ)Ay(τ).

Ïðîèíòåãðèðóåì ýòî ñîîòíîøåíèå ïî s:
∫ t

τ

U(t− s)K(s− τ)Ay(τ) ds = A−1
(
−K(t− τ)Ay(τ) + U(t− τ)K(0)Ay(τ)+

+

∫ t

τ

U(t− s)
∂

∂s
K(s− τ)Ay(τ) ds

)
=: A−1K1(t, τ)y(τ). (3.8)

Èç (3.7), (3.8) ïîëó÷àåì, ÷òî ñèëüíîå ðåøåíèå y(t) çàäà÷è Êîøè (3.6) óäîâëå-
òâîðÿåò ñëåäóþùåìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ Âîëüòåððà:

y(t) = ŷ(t)+

∫ t

0

A−1K1(t, s)y(s) ds, ãäå ŷ(t) := U(t)y0 +

∫ t

0

U(t−s)F(s) ds. (3.9)

Çäåñü ŷ(t) ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (3.6) áåç èíòåãðàëüíîãî ñëàãàåìîãî, ïîýòîìó
ŷ(t) ∈ C(R+;D(A)) ∩ C1(R+;H).

Ïîêàæåì, ÷òî óðàâíåíèå (3.9) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, êîòîðîå è ÿâëÿåòñÿ
ñèëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (3.6). Ââåäåì ïðîñòðàíñòâî EA := (D(A), ‖ · ‖A),
ãäå ‖y‖A := ‖Ay‖ äëÿ ëþáîãî y ∈ D(A). Èçâåñòíî, ÷òî EA áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî.

Èç (3.8) ñëåäóåò, ÷òî A−1K1(t, s) ∈ C(0 ≤ s ≤ t < +∞;L(EA)). Òàêèì îáðà-
çîì ïîëó÷àåì, ÷òî óðàâíåíèå (3.9), ðàññìàòðèâàåìîå â EA, ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûì
óðàâíåíèåì Âîëüòåððà âòîðîãî ðîäà ñ íåïðåðûâíûì ÿäðîì. Îòñþäà è èç âêëþ-
÷åíèÿ ŷ(t) ∈ C(R+; EA) ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèå (3.9) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
y(t) ∈ C(R+; EA).

Èç âêëþ÷åíèÿ ŷ(t) ∈ C1(R+;H) ïîëó÷àåì, ÷òî y(t) � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-
ðóåìàÿ ôóíêöèÿ ñî çíà÷åíèÿìè â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H. Íåïîñðåäñòâåí-
íûìè âû÷èñëåíèÿìè ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî y(t) óäîâëåòâîðÿåò îïðåäåëåíèþ 2, è,
òàêèì îáðàçîì, ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ñèëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (3.6).

Ñëåäñòâèåì òåîðåìû 1 ÿâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå î ñèëüíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è
Êîøè (2.15)-(2.16), à ñëåäîâàòåëüíî, è íà÷àëüíî êðàåâîé çàäà÷è (1.3)-(1.7).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ÿäðî K(t, x) îïåðàòîðà Âîëüòåððà èç (1.5) è ïîëå ~f(t, x) íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû ïî âðåìåíè êàê ôóíêöèè ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîñòðàíñòâàõ
L2(Ω) è ~L2(Ω) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà äëÿ ëþáûõ Φ0 ∈ D(A) è Φ1 ∈ D(A1/2) çàäà÷à
Êîøè (2.15)-(2.16) èìååò åäèíñòâåííîå ñèëüíîå ðåøåíèå íà R+.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî, ïðîâåðèì, ÷òî Φ0 ∈ D(A), Φ1 ∈ D(A1/2) òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà y0 = (ξ0; η0)t ∈ D(A) = D(A1/2) ⊕ D(A1/2C

1/2
P ), òî åñòü,

÷òî A1/2Φ0 ∈ D(A1/2), C1/2
P (CP + gB)−1Φ1 ∈ D(A1/2C

1/2
P ). Î÷åâèäíî, â ïðîâåðêå

íóæäàåòñÿ òîëüêî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

C
1/2
P (CP + gB)−1Φ1 ∈ D(A1/2C

1/2
P ) ⇔ Φ1 ∈ D(A1/2). (3.10)

Ïóñòü C1/2
P (CP + gB)−1Φ1 ∈ D(A1/2C

1/2
P ). Îòñþäà ñëåäóåò âêëþ÷åíèå CP (CP +

gB)−1Φ1 =: Ψ ∈ D(A1/2). Ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî Φ1 = Ψ +
gBC−1

P Ψ. Èç ëåììû 1 ñëåäóåò âêëþ÷åíèå A1/2B ∈ L(L2,Ω) = L(H). Îòñþäà è èç
ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ Φ1 ïîëó÷àåì, ÷òî Φ1 ∈ D(A1/2).

Îáðàòíî, ïóñòü òåïåðü Φ1 ∈ D(A1/2). Äëÿ ýëåìåíòà Ψ, îïðåäåëåííîãî êàê è
âûøå, ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå Ψ = Φ1 − gBC−1

P Ψ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Ψ =
CP (CP + gB)−1Φ1 ∈ D(A1/2) è, òàêèì îáðàçîì, óòâåðæäåíèå (3.10) äîêàçàíî.

Èç ïðîâåäåííûõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî ïðè óñëîâèÿõ íàñòîÿùåé òåîðåìû
âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 1 è, òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à Êîøè (3.6) (èëè, ÷òî
òî æå, çàäà÷à (3.4)-(3.5)) èìååò åäèíñòâåííîå ñèëüíîå ðåøåíèå y(t) = (ξ(t); η(t))t ∈
C(R+;D(A1/2)⊕D(A1/2C

1/2
P ))∩C1(R+;H). Îñóùåñòâëÿÿ â ñèñòåìå (3.4) îáðàòíóþ

çàìåíó ξ(t) = A1/2Φ(t) ïîëó÷èì, ÷òî ôóíêöèÿ Φ(t) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ñèëü-
íûì ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (2.15)-(2.16).

Çäåñü ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè (2.15)-(2.16)
òàêèå æå, êàê åñëè áû â óðàâíåíèè íå áûëî èíòåãðàëüíîãî ñëàãàåìîãî. Â ýòîì
ñëó÷àå óðàâíåíèå (2.15) ÿâëÿëîñü áû óðàâíåíèåì ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà.
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