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Àííîòàöèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ íåêîòîðûå âîïðîñû òåîðèè íåîãðàíè÷åííûõ àí-
òèëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ. Äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ìíîæåñòâà òî÷åê ðåãóëÿðíîãî òèïà ïðîèçâîëüíîãî
àíòèëèíåéíîãî îïåðàòîðà èìååò ìåñòî òàê íàçûâàåìûé ïðèíöèï îêðóæíîñòè, à äëÿ êîñîñèì-
ìåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà ðàçìåðíîñòè ðàçëè÷íûõ äåôåêòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ñîâïàäàþò. Äëÿ
çàìêíóòûõ êîñîñèììåòðè÷åñêèõ àíòèëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ïîëó÷åíû àíàëîãè ôîðìóë ôîí Íåé-
ìàíà è îïèñàíèå âñåõ ñîáñòâåííûõ àêêðåòèâíûõ ðàñøèðåíèé. Âñå êîñîñèììåòðè÷åñêèå è àêêðå-
òèâíûå ðàñøèðåíèÿ óêàçàííûõ îïåðàòîðîâ îïèñûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ àääèòèâíûõ èçîìåòðèé è
ðàñòÿæåíèé.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîñîñèììåòðè÷åñêèé àíòèëèíåéíûé îïåðàòîð, àíàëîãè ôîðìóë ôîí Íåéìà-
íà, ñîáñòâåííûå àêêðåòèâíûå ðàñøèðåíèÿ, àääèòèâíûå èçîìåòðèÿ è ðàñòÿæåíèå.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Õîðîøî èçâåñòíà âàæíàÿ ðîëü àíòèëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ è ôóíêöèîíàëîâ â
ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèÿõ. Äîñòàòî÷íî, â ñâÿçè ñ ýòèì, óïîìÿíóòü ëåììó Ðèññà,
óñòàíàâëèâàþùóþ àíòèëèíåéíûé èçîìåòðè÷åñêèé èçîìîðôèçì ìåæäó ãèëüáåðòî-
âûì ïðîñòðàíñòâîì è åãî ñîïðÿæ¼ííûì, ðàáîòû Âèãíåðà ïî òåîðèè ãðóïï è èõ
ïðåäñòàâëåíèÿì (ñì., íàïð., [3]), Øàðìû è Àëüìåéäû (ñì., íàïð., [6]), ìîäóëÿð-
íóþ òåîðèþ Òîìèòû-Òàêåñàêè â òåîðèè àëãåáð ôîí Íåéìàíà (ñì., íàïð., â êíè-
ãàõ [2], [7]) è äð.

Íåîáõîäèìî çäåñü ñêàçàòü íåñêîëüêî ñëîâ î ñóùåñòâåííûõ îòëè÷èÿõ ñâîéñòâ
îïåðàòîðîâ ëèíåéíûõ è àíòèëèíåéíûõ. Âî-ïåðâûõ, óæå â äâóìåðíûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ ñóùåñòâóþò àíòèëèíåéíûå îïåðàòîðû ñ ïóñòûì ñïåêòðîì; âî-âòîðûõ, íåïó-
ñòîé ñïåêòð àíòèëèíåéíîãî îïåðàòîðà âìåñòå ñ ïðîèçâîëüíîé ñâîåé òî÷êîé ñîäåð-
æèò îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, ðàäèóñ êîòîðîé ðàâåí ìîäóëþ
óêàçàííîé òî÷êè (ïðèíöèï îêðóæíîñòè [4]); â-òðåòüèõ, ñèììåòðè÷åñêèå è êîñî-
ñèììåòðè÷åñêèå àíòèëèíåéíûå îïåðàòîðû íå ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé òðèâèàëüíûì
îáðàçîì, êàê â ëèíåéíîì ñëó÷àå; â-÷åòâ¼ðòûõ, êàê èçâåñòíî, ïåðåõîä îò ëèíåéíîãî
îïåðàòîðà ê àíòèëèíåéíîìó îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ óìíîæåíèÿ ñëåâà ïåðâîãî
îïåðàòîðà íà îïåðàòîð ñîïðÿæåíèÿ, îäíàêî óìíîæåíèå ýòî íå ñîõðàíÿåò ñâîéñòâ
ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, íàïðèìåð, ñèììåòðè÷åñêèå èëè êîñîñèììåòðè÷åñêèå îïåðà-
òîðû íå ïåðåâîäÿòñÿ â ñîîòâåòñòâóþùèå àíòèëèíåéíûå.
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Ìíîãèå èç àíòèëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, âñòðå÷àþùèåñÿ â ïðèëîæåíèÿõ, íåîãðà-
íè÷åíû. Ïîýòîìó, âîçíèêàþò çàäà÷è èçó÷åíèÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ òàêèõ îïåðàòî-
ðîâ. Îäíèì èç íàèáîëåå ïðîñòûõ êëàññîâ îáðàçóþò íåîãðàíè÷åííûå êîñîñèììåò-
ðè÷åñêèå îïåðàòîðû. Èçó÷åíèþ ñïåêòðà, à, òàêæå, êîñîñèììåòðè÷åñêèõ è êîñîñà-
ìîñîïðÿæ¼ííûõ ðàñøèðåíèé òàêèõ îïåðàòîðîâ ïîñâÿùåíà äàííàÿ ðàáîòà.

2. Àíòèëèíåéíûå è àääèòèâíûå îïåðàòîðû
Ïóñòü H � êîìïëåêñíîå ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî (ÃÏ). Îïåðà-

òîð S, äåéñòâóþùèé â H, íàçûâàåòñÿ àíòèëèíåéíûì, åñëè:
à) îáëàñòü åãî îïðåäåëåíèÿ dom(S)− C-ëèíåàë;
á) äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ x, y ∈ dom(S) è êîíñòàíò α, β ∈ C âûïîëíÿåòñÿ ðàâåí-

ñòâî
S(αx + βy) = ᾱSx + β̄Sy.

Áóäåì íàçûâàòü îïåðàòîð A, äåéñòâóþùèé â ÃÏ H àääèòèâíûì, åñëè:
à) îáëàñòü åãî îïðåäåëåíèÿ dom(A) � R-ëèíåàë;
á) äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ x, y ∈ dom(A)

A(x + y) = Ax + Ay.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî âñÿêèé àääèòèâíûé îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ R-ëèíåéíûì.
Ñîïðÿæ¼ííûå îïåðàòîðû â àíòèëèíåéíîì è àääèòèâíîì ñëó÷àÿõ îïðåäåëÿþòñÿ

ïîõîæèì îáðàçîì. Åñëè S : dom(S) → ran(S)� àíòèëèíåéíûé îïåðàòîð ñ ïëîòíîé
îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ, è y ∈ H � âåêòîð, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò y∗ ∈ H òàêîé,
÷òî

(Sx, y) = (y∗, x)

äëÿ ëþáîãî x ∈ dom(S). Ìíîæåñòâî òàêèõ âåêòîðîâ y îáðàçóåò C-ëèíåàë, à âåêòîð
y∗ îïðåäåëÿåòñÿ ïî âåêòîðó y îäíîçíà÷íî.

Îïåðàòîð S∗, îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì S∗y := y∗, íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì,
ñîïðÿæ¼ííûì ê îïåðàòîðó S. Ýòîò îïåðàòîð òàêæå ÿâëÿåòñÿ àíòèëèíåéíûì.

Àíàëîãè÷íî äëÿ àääèòèâíîãî, ïëîòíî çàäàííîãî îïåðàòîðà

A : dom(A) → ran(A)

ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà
Re(Ax, y) = Re(x, y(∗))

îïðåäåëÿåòñÿ ñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð A(∗), êîòîðûé òàêæå ÿâëÿåòñÿ àääèòèâíûì.
Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïëîòíî çàäàííîãî àíòèëèíåéíîãî îïåðàòîðà âûïîëíÿåòñÿ ðà-
âåíñòâî S∗ = S(∗). Ïîíÿòèå çàìêíóòîãî îïåðàòîðà îïðåäåëÿåòñÿ òàê æå êàê è â
ëèíåéíîì ñëó÷àå.

Â [5] îïðåäåëÿåòñÿ îïåðàòîð, ñîïðÿæ¼ííûé ê àääèòèâíîìó â îãðàíè÷åííîì ñëó-
÷àå è ðàññìàòðèâàþòñÿ åãî ñâîéñòâà.
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2.1. Îòíîøåíèå R-îðòîãîíàëüíîñòè è íåêîòîðûå åãî ñâîéñòâà
Â ÃÏ H ðàññìîòðèì îòíîøåíèå R-îðòîãîíàëüíîñòè. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåê-

òîðû x, y ∈ H R-îðòîãîíàëüíû (x(⊥)y), åñëè Re(x, y) = 0. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
ìíîæåñòâà M ⊆ H îïðåäåëèì R-îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå M(⊥) ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

M(⊥) := {h ∈ H | h(⊥)M}.
Îòìåòèì ñëåäóþùèå ñâîéñòâà îòíîøåíèÿ îðòîãîíàëüíîñòè :

1. H(⊥) = {θ}, {θ}(⊥) = H;

2. (M ⊂ G) ⇒ (G(⊥) ⊆ M(⊥));

3. G(⊥) = (spanR(G))(⊥) = (spanR(G))(⊥);

4. G(⊥)(⊥) = spanR(G);

5. (eiϕG)(⊥) = eiϕG(⊥), ϕ ∈ R.

Çäåñü G, M-ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà â H.
Ïóñòü H1 è H2 R-ïîäïðîñòðàíñòâà â H, ïðè÷¼ì, H1 ⊂ H2. R-ïîäïðîñòðàíñòâî

âèäà
H2(−)H1 := {g ∈ H2 | g(⊥)H1}

íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ðàçíîñòüþ ïîäïðîñòðàíñòâ H2 è H1.
Åñëè L � R-ïîäïðîñòðàíñòâî è H = L(+)L(⊥) � R-îðòîãîíàëüíîå ðàçëîæå-

íèå, òî ïðîèçâîëüíûé âåêòîð h ∈ H åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèì â âèäå
h = l + w, ãäå l ∈ L, w ∈ L(⊥) (òåîðåìà î ïðîåêöèè). Îïåðàòîð P : H → L,
îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì Ph := l, íàçûâàåòñÿ (àääèòèâíûì) îðòîïðîåêòîðîì
íà R-ïîäïðîñòðàíñòâî L.

Âûøåïðèâåä¼ííûå â ýòîì ïóíêòå îïðåäåëåíèÿ, ñâîéñòâà è ïðåäëîæåíèÿ, ïî-
äðîáíî èçëîæåíû â ðàáîòå [5].

Êðîìå òîãî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
Ëåììà 1. Ïóñòü H1 è H2 � R-ïîäïðîñòðàíñòâà â H, ïðè÷¼ì,
dim[H2;R] > dim[H1;R]. Òîãäà H2 ∩ H

(⊥)
1 6= {θ}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü, âíà÷àëå, H2 ⊃ H1. Òîãäà H2 ∩ H
(⊥)
1 = H2(−)H1 6= {θ}.

Ïóñòü òåïåðü H1 íå ñîäåðæèòñÿ â H2 è H2 ∩ H
(⊥)
1 = {θ}. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

P1 : H → H1 àääèòèâíûé îðòîïðîåêòîð. Îïåðàòîð T := P1|H2 îáðàòèì, òàê êàê,
ker T = H2 ∩ H

(⊥)
1 . Îòñþäà

dim[H2;R] = dim[TH2;R] ≤ dim[H1;R] −
ïðîòèâîðå÷èå.
Ñëåäñòâèå 1. Åñëè H1 è H2 � R-ïîäïðîñòðàíñòâà ÃÏ H, è

H2 ∩ H
(⊥)
1 = H1 ∩ H

(⊥)
2 = {θ}, òî dim[H2;R] = dim[H1;R].
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2.2. Êîñîñèììåòðè÷åñêèå è êîñîñàìîñîïðÿæ¼ííûå
àíòèëèíåéíûå îïåðàòîðû

Îïðåäåëåíèå 1. Àíòèëèíåéíûé îïåðàòîð S : dom(S) → ran(S) íàçûâàåòñÿ êîñî-
ñèììåòðè÷åñêèì, åñëè dom(S) = H è

∀x, y ∈ dom(S) (Sx, y) = −(Sy, x).

Êîñîñèììåòðè÷åñêèé îïåðàòîð S íàçûâàåòñÿ êîñîñàìîñîïðÿæ¼ííûì, åñ-
ëè S∗ = −S, ñóùåñòâåííî êîñîñàìîñîïðÿæ¼ííûì, åñëè îïåðàòîð S-
êîñîñàìîñîïðÿæ¼í.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïëîòíî çàäàííûé àíòèëèíåéíûé îïåðàòîð êîñî-
ñèììåòðè÷åí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (Sx, x) = 0 ∀x ∈ dom(S).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü S � êîñîñèììåòðè÷åñêèé îïåðàòîð. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýê-
âèâàëåíòíû:

1. S � êîñîñàìîñîïðÿæ¼í;

2. S � çàìêíóò è ker(S∗ − I) = {θ};
3. ran(S + I) = H.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè S êîñîñàìîñîïðÿæ¼í, òî S çàìêíóò è ker(S∗ − I) =
= ker(S + I) = {θ}.

Ïóñòü S çàìêíóò è ker(S∗ − I) = {θ}, òîãäà H = ran(S + I) = ran(S + I).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå H = ran(S + I), òîãäà ker(S∗− I) = {θ}.

Îòñþäà äëÿ ëþáîãî y ∈ dom(S∗) íàéä¼òñÿ âåêòîð w ∈ dom(S), ÷òî S∗y − y =
− (Sw + w). Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî S∗(y − w) = y − w, òî åñòü
y − w ∈ ker(S∗ − I). Ñëåäîâàòåëüíî, y = w ∈ dom(S), è S∗y = −Sy.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü S-êîñîñèììåòðè÷åñêèé îïåðàòîð. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
ýêâèâàëåíòíû:

1. S- ñóùåñòâåííî êîñîñàìîñîïðÿæ¼í;

2. ker(S∗ − I) = {θ};
3. ran(S + I) = H.

Îïðåäåëåíèå 2. ×èñëî λ ∈ C íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé òî÷êîé àíòèëèíåéíîãî
îïåðàòîðà G, åñëè îïåðàòîð (G− λI)−1 ñóùåñòâóåò, ïëîòíî çàäàí è îãðàíè÷åí.

Îïðåäåëåíèå 3. ×èñëî λ ∈ C íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ðåãóëÿðíîãî òèïà àíòèëèíåé-
íîãî îïåðàòîðà G, åñëè

∃ C > 0 : ∀x ∈ dom(G) ‖Gx− λx‖ ≥ C‖x‖.

ISSN 0203�3755 Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, âûï. 27 (2009)



Î ÐÀÑØÈÐÅÍÈßÕ ÊÎÑÎÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÕ ÀÍÒÈËÈÍÅÉÍÛÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ 119

×åðåç ρ̂(G) è ρ(G) áóäåì îáîçíà÷àòü, ñîîòâåòñòâåííî, ìíîæåñòâà òî÷åê ðåãó-
ëÿðíîãî òèïà è ðåãóëÿðíûõ òî÷åê îïåðàòîðà G. Òàê æå êàê è â ëèíåéíîì ñëó÷àå,
ìíîæåñòâà ρ̂(G) è ρ(G) îòêðûòû è ρ(G) ⊆ ρ̂(G).

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü S-çàìêíóòûé, ïëîòíî çàäàííûé àíòèëèíåéíûé îïåðàòîð,
λ ∈ ρ̂(S). R-ïîäïðîñòðàíñòâî âèäà

Nλ := (ran(S − λI))(⊥)

íàçûâàåòñÿ äåôåêòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì îïåðàòîðà S.

Ðàññìîòðèì îñíîâíûå ñâîéñòâà êîñîñèììåòðè÷åñêèõ àíòèëèíåéíûõ îïåðàòî-
ðîâ. Â äàëüíåéøåì âñå ðàññìàòðèâàåìûå îïåðàòîðû áóäåì ñ÷èòàòü àíòèëèíåéíûìè.

Ââåä¼ì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå

T|µ| := {z ∈ C | |z| = |µ|}.

Ëåììà 2. Ïóñòü S-êîñîñèììåòðè÷åñêèé îïåðàòîð. Òîãäà

1. (λ 6= 0) ∧ (λ ∈ ρ̂(S)) =⇒ (T|λ| ⊂ ρ̂(S));

2. (λ 6= 0) ∧ (µ ∈ T|λ|) =⇒ (Nµ = ei
arg λ−arg µ

2 Nλ), â ÷àñòíîñòè, N−1 = iN1;

3. (λ 6= 0) ∧ (µ ∈ T|λ|) =⇒ dim[Nµ;R] = dim[Nλ;R];

4. C \ {0} ⊆ σr(S).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü λ = eiϕ|λ| ∈ ρ̂(S) è |µ| = |λ|, µ = eiψ|λ|,
x ∈ dom(S). Òîãäà

‖ (S−µI)ei
ϕ−ψ

2 x ‖=‖ (S−eiψ|λ|I)ei
ϕ−ψ

2 x ‖=‖ ei
ψ−ϕ

2 (S−eiϕ|λ|I)x ‖=‖ (S−λI)x ‖ .

2. Ïóñòü x ∈ dom(S), nλ ∈ Nλ � ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû. Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷å-
íèÿ, âû÷èñëåíèÿ èç äîêàçàòåëüñòâà ïðåäûäóùåãî ïóíêòà è ñâîéñòâî 5 îòíî-
øåíèÿ R-îðòîãîíàëüíîñòè, ïîëó÷àåì:

0 = Re(Sx−λx, nλ) = Re(eiψ−ϕ2 (Sx−λx), ei
ψ−ϕ

2 nλ) = Re((S−µI)ei
ϕ−ψ

2 x, ei
ψ−ϕ

2 nλ).

Îòñþäà èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå ei
ψ−ϕ

2 Nλ ⊆ Nµ. Òàê êàê λ è µ � ïðîèçâîëüíûå,
òî ðàâåíñòâî èç ï. 2 äîêàçàíî.

Çàìå÷àíèå 1. Ïåðâîå ïðåäëîæåíèå äîêàçàííîé ëåììû áóäåì íàçûâàòü ïðèíöèïîì
îêðóæíîñòè.
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Ëåììà 3. Ïóñòü S -çàìêíóòûé îïåðàòîð è T|λ0| ⊂ ρ̂(S). Òîãäà ñóùåñòâóåò
äîñòàòî÷íî ìàëàÿ ε-îêðåñòíîñòü (ε > 0) ìíîæåñòâà T|λ0| � êîëüöî

{z ∈ C | |λ0| − ε < |z| < |λ0|+ ε},
âíóòðè êîòîðîãî R-ðàçìåðíîñòè äåôåêòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ Nλ îïåðàòîðà S íå
çàâèñÿò îò λ0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ïðèíöèïà îêðóæíîñòè äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé
îäíîé òî÷êè λ0. Ïóñòü λ0 ∈ ρ̂(S), òîãäà íàéä¼òñÿ òàêîå ÷èñëî k(λ0) > 0, ÷òî

‖ (S − λ0I)x ‖≥ k(λ0) ‖ x ‖ . (2.1)

Òàê êàê ρ̂(S) îòêðûòî, òî íåêîòîðàÿ ε-îêðåñòíîñòü òî÷êè λ0 ñîäåðæèòñÿ â ρ̂(S).
Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ε < k(λ0). Ïóñòü |λ − λ0| < ε.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî g ∈ Nλ ∩ N

(⊥)
λ0

è g 6= θ. Òîãäà g ∈ Nλ è g = (S − λ0I)x ïðè
íåêîòîðîì x ∈ dom(S). Òàê êàê g = (S − λI)x + (λ− λ0)x, ãäå g(⊥)(S − λI)x, òî â
ñèëó íåðàâåíñòâà (2.1)

|λ−λ0|2 ‖ x ‖2=‖ g− (S−λI)x ‖2=‖ g ‖2 + ‖ (S−λI)x ‖2≥ (k2(λ0) + k2(λ)) ‖ x ‖2 .

Ïîñêîëüêó x 6= θ, òî ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èâîìó íåðàâåíñòâó

|λ− λ0|2 ≥ k2(λ0) + k2(λ).

Èç ñëåäñòâèÿ 1 dim[Nλ;R] = dim[Nλ0 ;R].

Òåîðåìà 2. Íà ìíîæåñòâå C \ {0} ðàçìåðíîñòü äåôåêòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ Nλ

çàìêíóòîãî êîñîñèììåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà S íå çàâèñèò îò λ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü λ � íåíóëåâîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Äëÿ ëþáîãî x ∈
dom(S)

‖ Sx− λx ‖2=‖ Sx ‖2 −2λ(Sx, x) + λ2 ‖ x ‖2 ≥ λ2 ‖ x ‖2,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî λ ∈ ρ̂(S). Âûáèðàÿ òåïåðü ïðîèçâîëüíûå äâå ðàçëè÷íûå íåíó-
ëåâûå êîìïëåêñíûå òî÷êè ν, µ è ñîåäèíÿÿ èõ îòðåçêîì èëè ëîìàíîé, ñ ïîìîùüþ
ëåììû 3 ïîëó÷àåì áåñêîíå÷íîå ïîêðûòèå ïîëó÷åííîãî êîìïàêòà îòêðûòûìè ìíî-
æåñòâàìè, â êàæäîì èç êîòîðûõ íàáëþäàåòñÿ ðàâåíñòâî ðàçìåðíîñòåé äåôåêòíûõ
ïîäïðîñòðàíñòâ Nν è Nµ. Äîêàçàòåëüñòâî çàêàí÷èâàåòñÿ ïåðåõîäîì ê êîíå÷íîìó
ïîäïðîêðûòèþ.

Çàìå÷àíèå 2. Â òîì ñëó÷àå, åñëè 0 ∈ ρ̂(S), òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî ðàçìåðíîñòåé
äåôåêòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ïðè ýòîì 0∈ρ(S).

Ïóñòü S � êîñîñèììåòðè÷åñêèé îïåðàòîð, à Nλ (λ 6= 0) � åãî äåôåêòíîå ïîä-
ïðîñòðàíñòâî. Ðàññìîòðèì ÷èñëî nλ := dim[Nλ;R]. Â ñèëó äîêàçàííîé òåîðåìû
dim[Nλ;R] = dim[N1;R]. ×èñëî n1 â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü äåôåêòíûì ÷èñ-
ëîì îïåðàòîðà S.
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3. Ðàñøèðåíèÿ êîñîñèììåòðè÷åñêèõ àíòèëèíåéíûõ
îïåðàòîðîâ

3.1. Àíàëîãè ôîðìóë ôîí Íåéìàíà äëÿ êîñîñèììåòðè÷åñêèõ
àíòèëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ
Òåîðåìà 3. Ïóñòü S � çàìêíóòûé, êîñîñèììåòðè÷åñêèé îïåðàòîð. Òîãäà R-ëè-
íåàëû dom (S), N1, N−1 R-ëèíåéíî íåçàâèñèìû è èìåþò ìåñòî ôîðìóëû

dom(S∗) = dom(S) +̇ N1 +̇ N−1, S∗(x0 + n1 + n−1) = −Sx0 + n1 − n−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x0 ∈ dom(S), n±1 ∈ N±1. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

x0 + n1 + n−1 = θ. (3.1)

Ïðèìåíèì ê îáåèì ÷àñòÿì (3.1) îïåðàòîð S∗ ñ ó÷¼òîì ðàâåíñòâ S∗x0 = −Sx0,
S∗n±1 = ±n±1 :

−Sx0 + n1 − n−1 = θ. (3.2)
Ñëîæèâ (3.1) è (3.2) ïî÷ëåííî, ïîëó÷èì

−(S − I)x0 + 2n1 = θ ,

îòêóäà (S − I)x0 = n1 = θ â ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè ñëàãàåìûõ. Ñëåäîâàòåëüíî,
x0 = n±1 = θ è R-ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ëèíåàëîâ dom(S), N1, N−1 äîêàçàíà.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îñòàëîñü óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ñëåäóþùåãî
âêëþ÷åíèÿ

dom(S∗) ⊆ dom(S) +̇ N1 +̇ N−1 .

Ïóñòü x ∈ dom(S∗) è y = −(S∗ + I)x. Òàê êàê S çàìêíóò, òî

H = ran(S − I) (+) N1 ,

è
y = y0 + y1 = (S − I)x0 + y1 = −(S∗ + I)x0 + y1 ,

ãäå x0 ∈ dom(S), y1 ∈ N1. Ðàññìîòðèì âåêòîð x1 = −1
2
y1. Òîãäà y1 = −2x1 =

− (S∗ + I)x1. Îòñþäà

−(S∗ + I)x = −(S∗ + I)x0 − (S∗ + I)x1 = −(S∗ + I)(x0 + x1) ,

è
(S∗ + I)(x− x0 − x1) = θ .

Òàêèì îáðàçîì,

x− x0 − x1 ∈ N−1 è x = x0 + x1 + x−1 ∈ dom(S) +̇ N1 +̇ N−1 .

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ñëåäñòâèå 3. Çàìêíóòûé êîñîñèìåòðè÷åñêèé îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ êîñîñàìîñî-
ïðÿæ¼ííûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî äåôåêòíîå ÷èñëî ðàâíî íóëþ.
Ñëåäñòâèå 4. Ëèíåàë N̂ := N1 +̇ N−1 ÿâëÿåòñÿ C-ïîäïðîñòðàíñòâîì.

Ïóñòü S̃ � ïðîèçâîëüíîå êîñîñèììåòðè÷åñêîå ðàñøèðåíèå êîñîñèììåòðè÷åñêîãî
îïåðàòîðà S, òî åñòü, S ⊂ S̃. Òàê êàê S ⊂ −S∗ è S̃ ⊂ −S̃∗, òî èìåþò ìåñòî
ñëåäóþùèå âêëþ÷åíèÿ:

S ⊂ S̃ ⊂ −S̃∗ ⊂ −S∗. (3.3)
Ïóñòü x, y ∈ dom(S̃). Ïî òåîðåìå 3 è èç âêëþ÷åíèé (3.3)

x = x0 + n1 + n−1, S̃x = Sx0 − n1 + n−1. (3.4)

Òàê êàê îïåðàòîð S̃ êîñîñèììåòðè÷åí, òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà ðà-
âåíñòâ:
0 = (S̃x, x) = (Sx0 − n1 + n−1, x0 + n1 + n−1) = (Sx0, n1 + n−1)− (n1 − n−1, x0)−

‖ n1 ‖2 −2iIm(n1, n−1)+ ‖ n−1 ‖2= − ‖ n1 ‖2 −2iIm(n1, n−1)+ ‖ n−1 ‖2 .

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå
{ ‖ n1 ‖=‖ n−1 ‖

Im(n1, n−1) = 0.
(3.5)

Ïîñêîëüêó ïåðâîå èç ðàâåíñòâ (3.4) ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì
âåêòîðà x ∈ dom(S̃), òî ìîæíî ðàññìîòðåòü àääèòèâíûå îïåðàòîðû
Γ± : dom(S̃) → N±1, îïðåäåëÿåìûå ðàâåíñòâàìè Γ±x := n±. Ïî îïðåäåëåíèþ
ran(Γ±) � ëèíåàëû â N±1. Ðàññìîòðèì òåïåðü îïåðàòîð Φ : ran(Γ+) → ran(Γ−),
äåéñòâóþùèé ïî ôîðìóëå Φn+ := n−, ãäå âåêòîðû n± ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ïåð-
âûì ðàâåíñòâîì èç (3.4). Èç ñèñòåìû (3.5) òîãäà ñëåäóåò, ÷òî Φ-àääèòèâíûé èçî-
ìåòðè÷åñêèé îïåðàòîð èç ran(Γ+) = dom(Φ) íà ran(Γ−) = ran(Φ) è äëÿ ëþáîãî
âåêòîðà n1 ∈ dom(Φ) (Φn1, n1) ∈ R, è dim [dom(Φ);R] = dim [ran(Φ);R].

Îáðàòíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò àääèòèâíàÿ èçîìåòðèÿ Φ : dom(Φ) →
ran(Φ) (dom(Φ) ⊆ N1, ran(Φ) ⊆ N−1), òàêàÿ ÷òî:

1. dim [dom(Φ);R] = dim [ran(Φ);R] ;

2. äëÿ ëþáîãî n1 ∈ dom(Φ) (Φn1, n1) ∈ R.
Ðàññìîòðèì îïåðàòîð S̃Φ, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâàìè:

dom(S̃Φ) 3 x = x0 + n1 + Φn1, S̃Φ(x0 + n1 + Φn1) := Sx− n1 + Φn1.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî âåêòîðà èç dom(S̃Φ) èìååì:

(S̃Φx, x) = (Sx0 − n1 + Φn1, x0 + n1 + Φn1) = (Sx0, n1 + Φn1)− (n1 − Φn1, x0)−
‖ n1 ‖2 −(n1, Φn1) + (Φn1, n1)+ ‖ Φn1 ‖2= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð S̃Φ ÿâëÿåòñÿ êîñîñèììåòðè÷åñêèì ðàñøèðåíèåì îïå-
ðàòîðà S. Òàêèì îáðàçîì äîêàçàíà
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Òåîðåìà 4. Ïóñòü S çàìêíóòûé, êîñîñèììåòðè÷åñêèé îïåðàòîð.
Êîñîñèììåòðè÷åñêèé îïåðàòîð S̃ ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ðàñøèðåíèåì îïåðàòîðà
S òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò àääèòèâíàÿ èçîìåòðèÿ
Φ : dom(Φ) → ran(Φ) (dom(Φ) ⊆ N1, ran(Φ) ⊆ N−1), òàêàÿ ÷òî:

1. dim [dom(Φ);R] = dim [ran(Φ);R] ;

2. äëÿ ëþáîãî n1 ∈ dom(Φ) (Φn1, n1) ∈ R.
Åñëè ýòè óñëîâèÿ âûïîëíåíû, òî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

dom(S̃) = dom(S) +̇ dom(Φ) +̇ ran(Φ) ,

S̃(x0 + n1 + Φn1) = Sx0 − n1 + Φn1. (3.6)

Ëåììà 4. Ïóñòü S � çàìêíóòûé êîñîñèììåòðè÷åñêèé îïåðàòîð ñ äåôåêòíûìè
ïîäïðîñòðàíñòâàìè N±1, S̃Φ-êîñîñèììåòðè÷åñêîå çàìêíóòîå ðàñøèðåíèå ýòî-
ãî îïåðàòîðà. Òîãäà N1(−)dom(Φ), N−1(−)ran(Φ) � äåôåêòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà
îïåðàòîðà S̃Φ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (3.6), ïîëó÷èì:

(S̃Φ − I)x = (S − I)x0 − 2n1 ∈ ran(S − I)(+)dom(Φ).

Íàîáîðîò, åñëè y ∈ ran(S − I)(+)dom(Φ), òî y = (S̃Φ − I)x̃, ãäå x̃ ∈ dom(S̃Φ) .
Îòñþäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

ran(S̃Φ − I) = ran(S − I)(+)dom(Φ).

Íàéä¼ì äåôåêòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðà S̃Φ:

N1(S̃Φ) = (ran(S̃Φ − I))(⊥) = N1(−)dom(Φ).

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ âòîðîå ðàâåíñòâî.

3.2. Àêêðåòèâíûå ñîáñòâåííûå ðàñøèðåíèÿ àíòèëèíåéíûõ
êîñîñèììåòðè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ

Îïðåäåëåíèå 5. Îïåðàòîð S̃ íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì ðàñøèðåíèåì êîñîñèììåò-
ðè÷åñêîãî îïåðàòîðà S, åñëè S ⊂ S̃ ⊂ −S∗.

Îïðåäåëåíèå 6. Ïëîòíî çàäàííûé îïåðàòîð S íàçûâàåòñÿ àêêðåòèâíûì, åñëè

∀x ∈ dom(S) Re(Sx, x) ≥ 0. (3.7)
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Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî (3.7) ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ ∀x ∈ dom(S)
Im(Sx, x) ≥ 0. Äåéñòâèòåëüíî, îáîçíà÷èì ÷åðåç ω êâàäðàòíûé êîðåíü èç −i . Òîãäà
Im(Sx, x) = Re[−i(Sx, x)] = Re[(Sωx, ωx)] ≥ 0.

Ïóñòü S̃ � àêêðåòèâíîå ñîáñòâåííîå ðàñøèðåíèå êîñîñèììåòðè÷åñêîãî îïåðàòî-
ðà S . Òîãäà äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå:

0 ≤ Re(S̃x, x) = (Sx0−n1 +n−1, x0 +n1 +n−1) = − ‖ n1 ‖2 + ‖ n−1 ‖2 ∀x ∈ dom(S̃).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå Φ, îïðåäåë¼ííîå â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, äîëæíî
óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâó ‖ Φn1 ‖ ≥ ‖ n1 ‖ ∀n1 ∈ dom(Φ), òî åñòü Φ ÿâëÿåòñÿ
íåñæèìàþùèì îïåðàòîðîì.

Îáðàòíî, ðàññìîòðèì îïåðàòîð S̃Φ, çàäàííûé ðàâåíñòâîì S̃Φ(x0 + n1 + Φn1) :=
Sx0 − n1 + Φn1, ãäå Φ : dom(Φ) → ran(Φ) � íåñæèìàþùèé îïåðàòîð. Òîãäà, êàê
ëåãêî ïðîâåðèòü, Re(S̃Φ(x0+n1 +Φn1), x0+n1+Φn1) ≥ 0. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà

Òåîðåìà 5. Ïóñòü S - çàìêíóòûé, êîñîñèììåòðè÷åñêèé îïåðàòîð.
Çàìêíóòûé îïåðàòîð S̃, îïðåäåë¼ííûé ðàâåíñòâîì

S̃(x0 + n1 + Φn1) := Sx0 − n1 + Φn1 , (3.8)

ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåíûì àêêðåòèâíûì ðàñøèðåíèåì îïåðàòîðà S òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà àääèòèâíûé îïåðàòîð Φ : dom(Φ) → ran(Φ) (dom(Φ) ⊆ N1, ran(Φ) ⊆
N−1) òàêîâ, ÷òî ‖ Φ ‖≥ 1. Âñå ñîáñòâåííûå àêêðåòèâíûå ðàñøèðåíèÿ îïåðàòîðà
S çàäàþòñÿ ðàâåíñòâàìè (3.8) ñ íåñæèìàþùèìè îïåðàòîðàìè Φ.

3.3. Ïðèìåðû

Ïðèìåð 1. Â ïðîñòðàíñòâå L2[a, b] ðàññìîòðèì êîñîñèììåòðè÷åñêèé îïåðàòîð S
îïðåäåëÿåìûé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

dom(S) := {x(t) ∈ AC[a, b] | x′(t) ∈ L2[a, b], x(a) = x(b) = 0 }, (Sx)(t) := x′(t),

Íàéä¼ì äåôåêòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà îïåðàòîðà S. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì óðàâíå-
íèÿ x′ = ±x. Ïîëîæèì x = u + iv, ãäå u, v�âåùåñòâåííîçíà÷íûå ôóíêöèè. Ïðèõî-
äèì òîãäà ê ýêâèâàëåíòíûì ñèñòåìàì:

{
u′ = u
v′ = −v,

{
u′ = −u
v′ = v.

Äåôåêòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà çàäàííîãî îïåðàòîðà îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè:

N1 = spanR
{ √

2et√
e2b − e2a

}
(+) spanR

{ √
2ie−t√

e−2a − e−2b

}
,

N−1 = spanR
{ √

2e−t√
e−2a − e−2b

}
(+) spanR

{ √
2iet√√

e2b − e2a

}
.

ISSN 0203�3755 Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, âûï. 27 (2009)



Î ÐÀÑØÈÐÅÍÈßÕ ÊÎÑÎÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÕ ÀÍÒÈËÈÍÅÉÍÛÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ 125

Òàêèì îáðàçîì, èíäåêñ äåôåêòà çàäàííîãî îïåðàòîðà n1 = 2.
Îïåðàòîð Φ, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ñòðîèòñÿ êîñîñàìîñîïðÿæ¼ííîå ðàñøèðåíèå

îïåðàòîðà S, îïðåäåëèì, çàäàâ îïåðàòîðû Φ1 è Φ2:

Φ1

(
α

√
2et√

e2b − e2a

)
:= γα

√
2e−t√

e−2a − e−2b
, Φ2

(
β

√
2ie−t√

e−2a − e−2b

)
:= δβ

√
2iet√

e2b − e2a
,

ãäå α, β ∈ R, γ ∈ {−1, 1}, δ ∈ {−1, 1}. Ïîëîæèì Φ := Φ1(+)Φ2,

e11(t) :=

√
2et√

e2b − e2a
, e12(t) :=

√
2ie−t√

e−2a − e−2b
, e21(t) := −ie12(t), e22(t) := ie11(t).

Ïîñêîëüêó âåêòîðû e11, e12, à òàêæå e21, e22, ïîðîæäàþùèå äåôåêòíûå ïîäïðî-
ñòðàíñòâà N1, N−1 îïåðàòîðà S, ñîîòâåòñòâåííî, îáðàçóþò R-îðòîíîðìèðîâàííûå
áàçèñû ýòèõ ïîäïðîñòðàíñòâ, òî äëÿ ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë α è β

(Φ(αe11 + βe12), αe11 + βe12) = (γαe21 + δβe22, αe11 + βe12) =

= γα2(e21, e11) + δβ2(e22, e12) ∈ R.

Ïî òåîðåìå 4 îïåðàòîð S ìîæíî ðàñøèðèòü äî êîñîñàìîñîïðÿæ¼ííîãî. Ìåíÿÿ ïà-
ðàìåòðû γ è δ â óêàçàííûõ ðàíåå ïðåäåëàõ, ïîëó÷àåì ÷åòûðå ðàçëè÷íûõ êîñîñà-
ìîñîïðÿæ¼ííûõ ðàñøèðåíèÿ îïåðàòîðà S.
Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì òåïåðü êîñîñèììåòðè÷åñêèé îïåðàòîð S â ïðîñòðàíñòâå
L2[0, +∞), îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâàìè:

dom(S) := {x(t) ∈ ÃC[0, +∞)|x(0) = 0}, (Sx)(t) := x′(t),

ãäå ÃC[0, +∞) îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ â êàæäîé êî-
íå÷íîé ÷àñòè (0, +∞) ôóíêöèé è ïðèíàäëåæàùèõ L2[0, +∞), âìåñòå ñ x′(t).

Äåôåêòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà îïåðàòîðà S èìåþò ñëåäóþùèé âèä

N1 = spanR
{√

2ie−t
}

, N−1 = spanR
{√

2e−t
}

.

Èíäåêñ äåôåêòà äàííîãî îïåðàòîðà n1 = 1.
Èç òåîðåìû 4 âûòåêàåò, ÷òî îïåðàòîð S íå èìååò êîñîñàìîñîïðÿæ¼ííûõ ðàñ-

øèðåíèé.
Ïðèìåð 3. Ðàññìîòðèì êîñîñèììåòðè÷åñêèé îïåðàòîð S è îïåðàòîðû Φ1, Φ2 èç
ïðèìåðà 1, ãäå |γ| ≥ 1 è |δ| ≥ 1. Äëÿ ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ α è β

‖ Φ(αe11 + βe12) ‖2=‖ γαe21 + δβe22 ‖2= γ2α2 + δ2β2 ≥‖ αe11 + βe12 ‖2 .

Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 5 óñòàíàâëèâàåì, ÷òî êîñîñèììåòðè÷åñêèé îïåðàòîð S îáëà-
äàåò áåñêîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ñîáñòâåííûõ àêêðåòèâíûõ ðàñøèðåíèé.
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4. Çàêëþ÷åíèå
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ êîñîñèììåòðè÷åñêèå àíòèëèíåéíûå îïåðàòîðû

è èõ ðàñøèðåíèÿ. Äîêàçàíû: ïðèíöèï îêðóæíîñòè äëÿ ïîëÿ ðåãóëÿðíîñòè, ðàâåí-
ñòâî ðàçìåðíîñòåé ðàçëè÷íûõ äåôåêòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, àíàëîãè ïåðâîé è âòî-
ðîé ôîðìóë ôîí Íåéìàíà, à òàêæå ïîëó÷åíû îïèñàíèÿ ñîáñòâåííûõ àêêðåòèâíûõ
ðàñøèðåíèé êîñîñèììåòðè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ.
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