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Àííîòàöèÿ. Ââåäåíû íîâûå ñèñòåìû ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé � ñóïåðýëëèïòè÷åñêèå (SE) è ñèì-
ïëåêòè÷åñêèå (S) ôóíêöèè. Ýòè ôóíêöèè çàäàíû äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè è ÿâëÿþòñÿ
åñòåñòâåííûìè îáîáùåíèÿìè ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé ßêîáè. SE- è S-ôóíêöèè â îïðåäåëåííûõ
óñëîâèÿõ ïåðèîäè÷íû. Ïåðèîä SE-ôóíêöèé âûðàæàåòñÿ ÷åðåç èíòåãðàë, ÿâëÿþùèéñÿ îáîáùå-
íèåì ïîëíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà. Ìèíèìàëüíàÿ ìîäèôèêàöèÿ óðàâíåíèé,
ñîõðàíÿþùàÿ àëãåáðàè÷åñêóþ îäíîðîäíîñòü ïðàâûõ ÷àñòåé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ
SE- è S-ôóíêöèé, ïîðîæäàåò îáîáùåííûå GSE- è GS-ôóíêöèè, îáëàäàþùèå ïðè îïðåäåëåííûõ
óñëîâèÿõ õàîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì, ñ ôèíèòíûìè íåïåðèîäè÷åñêèìè îñöèëëÿöèÿìè.

1. Ââåäåíèå
Ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè � îðóæèå ïðèêëàäíîãî ìàòåìàòèêà, åãî ïðîôåññèîíàëü-

íûé èíñòðóìåíòàðèé. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ïîñòðîåíèå ðåøåíèé ìàòåìàòè÷åñêèõ çà-
äà÷ â âèäå ðÿäîâ ïî ñïåöèàëüíûì ôóíêöèÿì èëè â âèäå èíòåãðàëîâ, ñîäåðæàùèõ
ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè, ïîçâîëÿåò èçó÷èòü àíàëèòè÷åñêèå ñâîéñòâà ðåøåíèé, èëè,
âî âñÿêîì ñëó÷àå, ñëóæèò ñóùåñòâåííûì è ïîëåçíûì äîïîëíåíèåì ê îáøèðíûì ÷è-
ñëîâûì ìàññèâàì, ïðåäñòàâëÿþùèì ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ÷èñëåííûì ïóòåì; èçó-
÷åíèå æå ñàìèõ ÷èñëåííûõ ìàññèâîâ ðåøåíèÿ ðåäêî ìîæåò ñëóæèòü èñòî÷íèêîì
âäîõíîâåíèÿ è ìàòåìàòè÷åñêîé èíòóèöèè.

Êàê ïðàâèëî, íîâûå ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè ïîÿâëÿëèñü â èñòîðèè íàóêè ïðè
ðåøåíèè çàäà÷ ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, � ïðåæäå âñåãî, ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè,
êâàíòîâîé ìåõàíèêè è, ðåæå, òåîðèè ÷èñåë. Ïî-âèäèìîìó, óæå â ýïîõó Ãàððè Áåéò-
ìàíà ýòîò ïîäõîä êàçàëñÿ èñ÷åðïàííûì: â ðàìêàõ âîçãëàâëÿåìîãî Àðòóðîì Ýðäåéè
ôóíäàìåíòàëüíîãî ïðîåêòà The Bateman Manuscript Project (1946 � 1953 ãã.) ñòàâè-
ëàñü çàäà÷à îïèñàíèÿ, êàòàëîãèçàöèè è êëàññèôèêàöèè îáøèðíîãî ìíîæåñòâà óæå
èçó÷åííûõ è èñïîëüçóåìûõ ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé (ñì. [1]: Ââåäåíèå). Íî íåñìîò-
ðÿ íà âñþ îáøèðíîñòü ýòîãî ìíîæåñòâà, âðÿä ëè áûëî áû ðàçóìíî ñ÷èòàòü åãî
çàâåðøåííûì. Âîçìîæíûé ïóòü åãî ïîïîëíåíèÿ � îáîáùåíèå óæå èçâåñòíûõ ñå-
ìåéñòâ ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé ïóòåì óâåëè÷åíèÿ ðàçìåðíîñòè çàäà÷, èçìåíåíèé â
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äèôôåðåíöèàëüíûõ èëè ðåêóððåíòíûõ óðàâíåíèÿõ, âèäîèçìåíåíèé ïîðîæäàþùèõ
ôóíêöèé è ò.ï. Ê ñîæàëåíèþ, ïðèêëàäíàÿ ïîëåçíîñòü òîãî èëè èíîãî îáîáùåíèÿ
àïðèîðíîé îöåíêå íå ïîääàåòñÿ. Òùàòåëüíîå èçó÷åíèå ñâîéñòâ íîâûõ ñïåöèàëüíûõ
ôóíêöèé ìîæåò î÷åðòèòü òîò êðóã çàäà÷, â êîòîðûõ îíè ìîãóò áûòü ïîëåçíû.

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ââåäåíèå äâóõ íîâûõ êëàññîâ äèíàìè÷å-
ñêèõ ñèñòåì è èõ ðåøåíèé � ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé, ÿâëÿþùèõñÿ åñòåñòâåííûì
îáîáùåíèåì ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé ßêîáè.

Âòîðîé èñòî÷íèê ìîòèâàöèè äàííîé ðàáîòû � èññëåäîâàíèå íåïðåðûâíûõ äè-
íàìè÷åñêèõ ñèñòåì, îáëàäàþùèõ õàîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì.

Íåñëîæíàÿ ãåíåðàëèçàöèÿ ââåäåííûõ çäåñü ñóïåðýëëèïòè÷åñêèõ è ñèìïëåêòè-
÷åñêèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ñîõðàíÿþùàÿ àëãåáðàè÷åñêóþ îäíîðîäíîñòü ïðàâûõ
÷àñòåé, ïîçâîëÿåò ââåñòè â ðàññìîòðåíèå îáîáùåííûå ñóïåðýëëèïòè÷åñêèå è ñèì-
ïëåêòè÷åñêèå ñèñòåìû, îáëàäàþùèå ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ñëîæíûì õàîòè-
÷åñêèì ïîâåäåíèåì ñ ôèíèòíûìè íåïåðèîäè÷åñêèìè îñöèëëÿöèÿìè.

2. Ñóïåðýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè
Íàçîâåì ñóïåðýëëèïòè÷åñêîé ñèñòåìîé ôóíêöèé ðàíãà N ìíîæåñòâî èç N + 2

ôóíêöèé c(t), s(t), xi(t); i = 1, N , N ≥ 1, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñèñòåìå äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé:

ṡ = c · Π; ċ = −s · Π; ẋi = −mi · s · c · Π′
i (2.1)

ãäå

Π =
N∏

j=1

xj (2.2)

� åñòü ïðîèçâåäåíèå âñåõ ôóíêöèé xj, à

Π′
i =

N∏
j=1

′xj =
N∏

j=1;j 6=i

xj (2.3)

� ïðîèçâåäåíèå âñåõ ôóíêöèé xj, êðîìå ôóíêöèè xi.
×òîáû ïåðåéòè îò ïðîèçâåäåíèÿ Π ê ïðîèçâåäåíèþ Π

′
i, íåîáõîäèìî â Π çàìåíèòü

ìíîæèòåëü xi íà åäèíèöó. Ñîîòâåòñòâåííî, ôîðìóëàì (2.2) è (2.3) ìîæíî ïðèäàòü
ñìûñë è ïðè N = 1:

Π = x1, Π
′
i = 1 (N = 1) (2.4)

Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2.1) äîïîëíÿåòñÿ íà÷àëüíûìè óñëî-
âèÿìè, êîòîðûå ìû íàçîâåì ñòàíäàðòíûìè:

s(0) = 0; c(0) = 1; xi(0) = 1; i = 1, N. (2.5)

Â ýòó ñèñòåìó óðàâíåíèé (2.1) âõîäèò N -ìåðíûé âåêòîð ïàðàìåòðîâ m = {mi},
ëåæàùèé â åäèíè÷íîì N -ìåðíîì êóáå:

0 ≤ mi ≤ 1; i = 1, N. (2.6)
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Âûáîð åäèíè÷íûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé äëÿ ôóíêöèè c(t) è xi(t), ðàâíî êàê è
îãðàíè÷åíèå çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ mi (2.6) íå ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííûìè äëÿ äàí-
íîé çàäà÷è. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïåðåìàñøòàáèðóÿ ôóíêöèè c, s è xi, à òàêæå
ïåðåìàñøòàáèðóÿ àðãóìåíò t, è ìåíÿÿ ìåñòàìè ôóíêöèþ c ñ ôóíêöèåé xm, ñîäåð-
æàùåé â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèé (2.1) íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà m, ñèñòåìó
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2.1) ïðè ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ mi

è ïðîèçâîëüíûõ (íî îòëè÷íûõ îò íóëÿ) íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ äëÿ ôóíêöèé c è xi

ìîæíî ïðèâåñòè ê ñòàíäàðòíûì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (2.5) è ñòàíäàðòíûì îãðà-
íè÷åíèÿì íà ïàðàìåòð (2.6).

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (2.1) ñ ó÷åòîì íà÷àëüíûõ óñëîâèé (2.5) èìååò î÷åâèäíûé
íàáîð àëãåáðàè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ:

c2 + s2 = 1; mis
2 + x2

i = 1 i = 1, N. (2.7)

Àëãåáðàè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ (2.7) çàäàþò ñèñòåìó îñíîâíûõ òîæäåñòâ äëÿ ñó-
ïåðýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé ðàíãà N . C ïîìîùüþ ýòèõ òîæäåñòâ ôóíêöèè c è xi

ìîæíî âûðàçèòü (ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà) ÷åðåç îäíó ôóíêöèþ s(t). Ïîäñòàíîâêà
îñíîâíûõ òîæäåñòâ (2.7) â ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (2.1) äàåò óðàâíåíèå, îïðå-
äåëÿþùåå ôóíêöèþ s:

ṡ2 = (1− s2) ·
N∏

i=1

(1−mis
2), (2.8)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
s(0) = 0. (2.9)

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è óäîáíî ïðåäñòàâèòü â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå:

s = sin ξ

t =

ξ∫

0

dξ√∏N
i=1(1−mi · sin2 ξ)

. (2.10)

Ôóíêöèè s(t), c(t) è xi(t) ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè. Ïåðèîä ýòèõ ôóíêöèé
ðàâåí 4K(m), ãäå

K(m) =

π/2∫

0

dξ√∏N
i=1(1−mi · sin2 ξ)

. (2.11)

Ôóíêöèÿ K(m), çàäàííàÿ â N -ìåðíîì êóáå (2.6), êîòîðóþ ìîæíî íàçâàòü "ïîë-
íûì ýëëèïòè÷åñêèì èíòåãðàëîì ïåðâîãî ðîäà N -ãî ðàíãà", ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì
îáîáùåíèåì ïîëíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî èíòåãðàëà K(m), çàäàííîãî íà åäèíè÷íîì îò-
ðåçêå (ñì., íàïð., [2], ôîðìóëà 17.3.1):

K(m) =

π/2∫

0

dξ√
(1−m · sin2 ξ)

. (2.12)

ISSN 0203�3755 Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, âûï. 21 (2006)



86 Â.À. ÒÅÌÍÅÍÊÎ

Ñóïåðýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè ðàíãà 1 ÿâëÿþòñÿ èçâåñòíûìè ýëëèïòè÷åñêèìè
ôóíêöèÿìè ßêîáè:

s(t) = sn(t; m); c(t) = cn(t; m); x1(t) = dn(t; m). (2.13)

Íà÷àëî èçó÷åíèÿ ýòîé ñèñòåìû òðåõ ôóíêöèé âîñõîäèò åùå ê ïåðâîé ïîïûòêå
Âàëëèñà (Wallis) ïîäñ÷èòàòü â 1665 ã. äëèíó äóãè ýëëèïñà (ñì., íàïð., [3]). Ïîçæå
ýòà çàäà÷à ïðèâëåêëà âíèìàíèå Íüþòîíà, êîòîðûé, êàê è Âàëëèñ, ïðåäñòàâèë ðå-
øåíèå çàäà÷è î äëèíå äóãè ýëëèïñà â âèäå áåñêîíå÷íîãî ðÿäà. Â êîíöå XVII âåêà
ýòîé çàäà÷åé èíòåðåñîâàëñÿ ßêîá Áåðíóëëè. Íî â öåëîì òåîðèþ ýëëèïòè÷åñêèõ
ôóíêöèé ñ÷èòàþò ”îäíîé èç ìàòåìàòè÷åñêèõ æåì÷óæèí ìàòåìàòèêè XIX âåêà”
[4]. Âïðî÷åì, îòíîøåíèå ê ýòîé òåîðèè íåîäíîçíà÷íîå. Â ñîâðåìåííîì ýëåêòðîííîì
ó÷åáíèêå ïî ýëëèïòè÷åñêèì ôóíêöèÿì ßêîáè ñêàçàíî ñëåäóþùåå: ”Ýëëèïòè÷åñêèå
ôóíêöèè äîñòàâèëè ìàññó óäîâîëüñòâèé ìàòåìàòèêàì, è îíè ñòîëü æå óâëåêàòåëü-
íû, êàê è ëþáîå áåñïîëåçíîå çíàíèå” [5]. Õîðîøî èçâåñòíû êëàññè÷åñêèå ó÷åáíèêè
ïî òåîðèè ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé (ñì., íàïð., [6]� [9]). Ýòè ôóíêöèè ïðîäîëæàþò
ïðèâëåêàòü âíèìàíèå ñîâðåìåííûõ èññëåäîâàòåëåé êàê îáúåêò âû÷èñëèòåëüíîé
ìàòåìàòèêè [10] èëè ñïåöèôè÷åñêàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà [11], èëè êàê ñðåäñòâî
ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ íîâûõ çàäà÷ òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè (òå÷åíèå Ïóàçåéëÿ â ðå-
ëÿòèâèñòñêîé ãèäðîäèíàìèêå [12]). Ââåäåííàÿ íàìè ñèñòåìà ñóïåðýëëèïòè÷åñêèõ
ôóíêöèé ðàíãà N ïðè N > 1 ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì òðîéêè ôóíêöèè
ßêîáè (2.13); ýòî ìíîãîìåðíîå îòðàæåíèå òîé æå ñàìîé ìàòåìàòè÷åñêîé æåì÷ó-
æèíû, � âîçìîæíî, ñòîëü æå ïîëåçíîå (èëè áåñïîëåçíîå), êàê è ñàìà æåì÷óæèíà.
Ìíîãîìåðíûé ñóïåðýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë (2.11), âîçìîæíî, çàñëóæèâàåò ñòîëü
æå òùàòåëüíîãî èçó÷åíèÿ, êàê è åãî îäíîìåðíûé ïðàðîäèòåëü (2.12).

Íà ðèñ. 1÷ 5 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè ñóïåðýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé 2-ãî è 3-ãî
ðàíãîâ ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ âåêòîðíîãî ìîäóëÿ m.

Ñèñòåìà ðåãóëÿðíûõ ñóïåðýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé (s, c, xi), îïðåäåëåííàÿ ñè-
ñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2.1) ìîæåò áûòü äîïîëíåíà ñèñòåìîé èç
N +2 ôóíêöèé Tc(t), Ts(t), Ti(t), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûì ñóïåðýëëèïòè÷å-
ñêèì îáîáùåíèåì òàíãåíñà è êîòàíãåíñà:

Ts =
℘

s2
, Tc =

℘

c2
, Ti =

℘

x2
i

, (2.14)

ãäå ℘ � åñòü ïðîèçâåäåíèå âñåõ ñóïåðýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé:

℘ = s · c · Π. (2.15)
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Ðèñ. 1. Ñóïåðýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè âòîðîãî ðàíãà: SE2. m = {0.25; 0.50}; K(m) = 2.20022

Ðèñ. 2. Ñóïåðýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè âòîðîãî ðàíãà: SE2. m = {0.50; 0.75}; K(m) = 2.6220

Ðèñ. 3. Ñóïåðýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè âòîðîãî ðàíãà: SE2. m = {0.75; 0.95}; K(m) = 4.5144
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Ðèñ. 4. Ñóïåðýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè òðåòüåãî ðàíãà: SE3. m = {0.25; 0.50; 0.75}; K(m) = 2.8659

Ðèñ. 5. Ñóïåðýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè òðåòüåãî ðàíãà: SE3. m = {0.50; 0.75; 0.95}; K(m) = 5.8118

Ôóíêöèè Ti � ðåãóëÿðíû, à Ts è Tc èìåþò ïîëþñà ïåðâîãî ïîðÿäêà.
Èç óðàâíåíèé (2.1), (2.14) è (2.15) ìîæíî âûâåñòè ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé äëÿ ñóïåðýëëèïòè÷åñêèõ òàíãåíñíûõ ôóíêöèé ñ êâàäðàòè÷íûìè
ïî ýòèì ôóíêöèÿì ïðàâûìè ÷àñòÿìè:

Ṫs = −Ts · (Ts + Tc +
N∑

i=1

Ti),

Ṫc = Tc · (Ts + Tc −
N∑

i=1

Ti), (2.16)

Ṫi = Ti · (Ts − Tc + 2Ti −
N∑

j=1

Tj),

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, êîòîðûå âûòåêàþò èç ñîîòíîøåíèé (2.5) è (2.14):

Tc(0) = 0, Ti(0) = 0, lim
t→0

t · Ts(t) = 1. (2.17)
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3. Îáîáùåííûå ñóïåðýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè
Äèíàìèêà ïðîöåññîâ, îïèñûâàåìûõ ñèñòåìîé óðàâíåíèé (2.1), âåñüìà áåäíà:

ðåøåíèÿ (2.1) ïåðèîäè÷åñêèå ïðè ëþáîé ðàçìåðíîñòè N . Äëÿ ïîÿâëåíèÿ áîëåå
áîãàòîé äèíàìèêè, � íàïðèìåð, äëÿ ðîæäåíèÿ ñòðàííûõ àòòðàêòîðîâ � íåîá-
õîäèìî óñëîæíèòü ïðàâûå ÷àñòè. Ïðèâåäåì òàêîå ”óñëîæíåíèå” íå ðàçðóøàÿ
ñòðóêòóðó ñèñòåìû (2.1), ñîõðàíÿÿ îáùèé âèä ïðàâûõ ÷àñòåé. Îïèñàíèå òàêîãî
”ìèíèìàëüíîãî” óñëîæíåíèÿ â îáùåì âèäå, ïðè ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè N , áû-
ëî áû ãðîìîçäêèì. Ïðèâåäåì íåîáõîäèìûå ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ N = 1 (îáîáùåí-
íûå ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè) è N = 2 (îáîáùåííûå ñóïåðýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè
âòîðîãî ðàíãà).

4. Îáîáùåííûå ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè
Îáîçíà÷àÿ òðè ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè ßêîáè (2.13) îäíèì ñèìâîëîì zi (i =

1, 2, 3), ñèñòåìó óðàâíåíèé ßêîáè ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì â âèäå:

żi = Γijkzjzk (4.1)

Â ôîðìóëå (4.1) ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ âåêòîðíûì èíäåêñàì j è k ïîäðàçóìåâàåòñÿ
ñóììèðîâàíèå îò åäèíèöû äî òðîéêè.

Òðåõèíäåêñíûé ñèìâîë Γijk, âõîäÿùèé â (4.1) èìååò î÷åíü áåäíóþ ñòðóêòóðó.
Ïðåæäå âñåãî, åãî ìîæíî ñ÷èòàòü ñèììåòðè÷íûì ïî äâóì ïîñëåäíèì èíäåêñàì
(îíè âñå ðàâíî ”ìåðòâûå”, ïî íèì ïðîèçâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå):

Γijk = Γikj. (4.2)

Ñèìâîë Γ èìååò íóëåâûå ýëåìåíòû íà âñåõ äèàãîíàëÿõ:

Γikj = 0 ïðè k = i èëè j = i. (4.3)

è
Γikj = 0 ïðè k = j. (4.4)

Êðîìå òîãî, ñèìâîë Γ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ”÷àñòè÷íîé” àíòèñèììåòðèè ïî
ïåðâîé ïàðå èíäåêñîâ: Γijk = −Γjik ïðè i, j = 1 èëè 2, ò.å.

Γ123 = −Γ213. (4.5)

Ñ ó÷åòîì óñëîâèé (4.2)�(4.5), â ñèìâîëå Γijk èç äâàäöàòè ñåìè ýëåìåíòîâ îñòà-
åòñÿ âñåãî äâà íåçàâèñèìûõ. Îäèí èç íèõ âûáîðîì ïîäõîäÿùåé åäèíèöû âðåìåíè
â (4.1) ìîæíî ïðåâðàòèòü â åäèíèöó, - â èòîãå ïðàâàÿ ÷àñòü (4.1) ïðèîáðåòàåò
èçâåñòíûé îäíîïàðàìåòðè÷åñêèé îäíîðîäíûé êâàäðàòè÷íûé âèä, ïîðîæäàþùèé
ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè ßêîáè:

ż1 = z2z3; ż2 = −z1z3; ż3 = −mz1z2 (4.6)
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Óñëîæíÿÿ ñòðóêòóðó ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.1), îñëàáèì òðåáîâàíèÿ (4.2)�(4.5),
íàëîæåííûå íà ñèìâîë Γ. Ïóñòü âìåñòî óñëîâèÿ (4.4) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

Γikj 6= 0 ïðè k = j 6= i (4.7)

Îáîçíà÷èì ýëåìåíòû Γikk (ïî k íåò ñóììèðîâàíèÿ) ñèìâîëîì aik. Ñîãëàñíî
óñëîâèþ (4.3) ìàòðèöà aik èìååò íóëåâûå ýëåìåíòû íà äèàãîíàëè:

aij = 0 ïðè i = j. (4.8)

C ó÷åòîì óñëîâèÿ (4.7), ñèñòåìà óðàâíåíèé (4.1) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

żi = Γe
ijkzjzk + aikσk, (4.9)

ãäå Γe
ijk � êîìïîíåíòû ñèìâîëà Γ äëÿ îáû÷íûõ ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé, îïðåäå-

ëÿåìûõ óðàâíåíèÿìè ßêîáè (4.6), à

σk = (zk)
2. (4.10)

Ìàòðèöà aij ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ (4.8) èìååò 6 íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò è ïîðî-
æäàåò âìåñòå ñ ïàðàìåòðîì m, âõîäÿùèì, ñîãëàñíî (4.2) â Γe

ijk, ñåìèìåðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî ïàðàìåòðîâ, ÷òî äåëàåò åå òðóäíîé äëÿ èññëåäîâàíèÿ.

Åñëè ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì òîëüêî àíòèñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö aij :

aij = −aji (4.11)

(óñëîâèÿ (4.11) è (4.8), î÷åâèäíî, ñîâìåñòèìû), òî â ìàòðèöå aij îñòàíåòñÿ òîëüêî
òðè íåçàâèñèìûõ ýëåìåíòà, êîòîðûå ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç êîìïîíåíòû äóàëüíîãî
ê ìàòðèöå aij òðåõìåðíîãî âåêòîðà ω:

a12 = −ω3; a13 = ω2; a23 = −ω1 (4.12)

÷òî äàåò äëÿ (4.9) ñ ó÷åòîì (4.10) òàêîå âûðàæåíèå:

ż1 = z2z3 − ω3z
2
2 + ω2z

2
3

ż2 = −z1z3 + ω3z
2
1 − ω1z

2
3 (4.13)

ż3 = −mz1z2 − ω2z
2
1 + ω1z

2
2

Ñèñòåìà (4.13) îáëàäàåò êàê ïåðèîäè÷åñêèì, òàê è íåïåðèîäè÷åñêèì ðåøåíèÿ-
ìè (ñì. ðèñ. 6 è ðèñ. 7).
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Ðèñ. 6. Îáîáùåííûå ñóïåðýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè ðàíãà 1: GSE1. m = 0; ω1 = ω2 = ω3 = 0.75
(ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå)

Ðèñ. 7. Îáîáùåííûå ñóïåðýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè ðàíãà 1: GSE1. m = 0.25;ω1 = ω2 = ω3 = 0.25
(íåïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå)

5. Îáîáùåííûå ñóïåðýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè 2-ãî ðàíãà
Èñõîäíàÿ ñóïåðýëëèïòè÷åñêàÿ ñèñòåìà äëÿ N = 2 èìååò ñëåäóþùèé âèä:

ż1 = z2z3z4; ż2 = −z1z3z4;

ż3 = −m1z1z2z4; ż4 = −m2z1z2z3. (5.1)
C íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

z1(0) = 0; z2(0) = 1; z3(0) = 1; z4(0) = 1. (5.2)

”Ìèíèìàëüíîå” óñëîæíåíèå ïðàâûõ ÷àñòåé (5.1) ñ ñîõðàíåíèåì êóáè÷åñêîé îä-
íîðîäíîñòè, ïðåâðàùàåò äâóìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ïàðàìåòðîâ (m1,m2) ñèñòåìû
(5.1) â âîñüìèìåðíîå:

żi = Γijklzjzkzl + aijσj. (5.3)
Èíäåêñû â ôîðìóëå (5.3) ïðîáåãàþò çíà÷åíèÿ îò 1 äî 4, ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ

èíäåêñàì ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå ïî âñåì çíà÷åíèÿì èíäåêñà.
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Â ôîðìóëå (5.3) Γijkl� ÷åòûðåõèíäåêñíûé ñèìâîë ßêîáè, çàäàþùèé ñóïåðýë-
ëèïòè÷åñêóþ ñèñòåìó 2-ãî ðàíãà. Çíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ ýòîãî èíäåêñà ëåãêî âîññòà-
íàâëèâàþòñÿ ïî âèäó ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåìû (5.1).

Ñèìâîëîì σ îáîçíà÷åí 4-âåêòîð, ýëåìåíòû êîòîðîãî ðàâíû êóáàì ñîîòâåòñòâó-
þùèõ êîìïîíåíò 4-âåêòîðà z:

σi = z3
i . (5.4)

4x4-ìàòðèöà aij â (5.3) èìååò íóëåâûå ýëåìåíòû íà ãëàâíîé äèàãîíàëè:

aij = 0 ïðè i = j. (5.5)

Ýòî óñëîâèå ïðîäèêòîâàíî æåëàíèåì ñîõðàíèòü îäíó ñóùåñòâåííóþ ÷åðòó èñõîä-
íîé ÿêîáèåâîé ñóïåðýëëèïòè÷åñêîé ñèñòåìû (5.1): ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè żi íå
çàâèñèò îò ñàìîé ôóíêöèè zi (à çàâèñèò îò òðåõ äðóãèõ êîìïîíåíò 4-âåêòîðà z).

Åñëè íà ìàòðèöó aij íàëîæèòü óñëîâèå àíòèñèììåòðèè:

aij = −aji, (5.6)

ñîâìåñòèìîå ñ óñëîâèåì (5.5), òî 6 íåòðèâèàëüíûõ êîìïîíåíò ìàòðèöû aij ìîæíî
âûðàçèòü ÷åðåç äâà òðåõìåðíûõ âåêòîðà E è H:

a12 = E1; a13 = E2; a14 = E3;

a23 = −H3; a24 = H2;

a34 = −H1; (5.7)

C ó÷åòîì (5.4) è (5.7) ñèñòåìà óðàâíåíèé (5.3) ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùèé âèä:

ż1 = z2z3z4 + E1z
3
2 + E2z

3
3 + E3z

3
4 ;

ż2 = −z1z3z4 − E1z
3
2 −H3z

3
3 + H2z

3
4 ;

ż3 = −m1z1z2z4 − E2z
3
1 + H3z

3
2 −H1z

3
4 ; (5.8)

ż4 = −m2z1z2z3 − E3z
3
1 −H2z

3
2 + H1z

3
3 .

Íàçîâåì ñèñòåìó ÷åòûðåõ ôóíêöèé zi, îïðåäåëÿåìóþ äèôôåðåíöèàëüíûìè
óðàâíåíèÿìè (5.8) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (5.2) îáîáùåííûìè ñóïåðýëëèïòè÷å-
ñêèìè ôóíêöèÿìè 2-ãî ðàíãà.

Âîñüìèìåðíîå ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâîm,E,H îáîáùåííîé ñóïåðýëëèï-
òè÷åñêîé ñèñòåìû (5.8) ”ñëèøêîì ïðîñòîðíî” äëÿ òùàòåëüíîãî àíàëèçà. Íåêîòî-
ðûå ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 8 (ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ïðè
m1 = 0.25; m2 = 0.50; E1 = 0.20; E2 = 0; E3 = 0; H1 = 0; H2 = 0; H3 = 0.2) è ðèñóí-
êàõ 9�11 (ôóíêöèè zi(t) è ïðîåêöèè 4-òðàåêòîðèè z(t) íà íåêîòîðûå êîîðäèíàòû
ïëîñêîñòè; íåïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ïðè m1 = 0.25; m2 = 0.5; E1 = 1; E2 = 0; E3 =
0; H1 = 1; H2 = 0; H3 = 0).
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Ðèñ. 8. Îáîáùåííûå ñóïåðýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè ðàíãà 2: GSE2. m1 = 0.25; m2 = 0.50; e1 =
h3 = 0.20; e2 = e3 = h2 = h3 = 0 (ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå)

Ðèñ. 9. Îáîáùåííûå ñóïåðýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè ðàíãà 2: GSE2. m1 = 0.25; m2 = 0.50; e1 =
h1 = 1; e2 = e3 = h2 = h3 = 0 (íåïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå); 0 ≤ t ≤ 52

Ðèñ. 10. Îáîáùåííûå ñóïåðýëëèïòè÷åñêèå
ôóíêöèè ðàíãà 2: GSE2. Ïðîåêöèÿ ðåøåíèÿ íà
êîîðäèíàòíóþ ïëîñêîñòü {z1, z2}. Ïàðàìåòðû
òàêèå æå, êàê è íà ðèñ.9.

Ðèñ. 11. Îáîáùåííûå ñóïåðýëëèïòè÷åñêèå
ôóíêöèè ðàíãà 2: GSE2. Ïðîåêöèÿ ðåøåíèÿ íà
êîîðäèíàòíóþ ïëîñêîñòü {z1, z3}. Ïàðàìåòðû
òàêèå æå, êàê è íà ðèñ.9.
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6. Ñèìïëåêòè÷åñêèå ôóíêöèè
Ðàññìîòðèì åùå îäíî îáîáùåíèå ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé, òðåáóþùåå ÷åòíî-

ìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé. Íàçîâåì ñèìïëåêòè÷åñêîé ñèñòåìîé ìíîæå-
ñòâî N ïàð ôóíêöèé xi(t); yi(t), i = 1, N ; N ≥ 1, çàäàííûõ ñëåäóþùåé ñèñòå-
ìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

ẋi = yiΠ
′
ixj; ẏi = −xiΠ

′
iyj, (6.1)

ãäå Π
′
ixj � ïðîèçâåäåíèå âñåõ ôóíêöèé xj, êðîìå xi (â ïîëíîì ïðîèçâåäåíèè âñåõ

ôóíêöèè xj:
∏N

j=1 xj ôóíêöèÿ xi(t) çàìåíåíà åäèíèöåé), à Π
′
iyj � ïðîèçâåäåíèè âñåõ

ôóíêöèè yj, êðîìå yi.
Èñïîëüçîâàíèå òåðìèíà ”ñèìïëåêòè÷åñêèé” â íàçâàíèè ñèñòåìû (6.1) ìîòèâè-

ðóåòñÿ ñëåäóþùèìè ñîîáðàæåíèÿìè: ñèñòåìà ôóíêöèé (xi, yi) ÷åòíîìåðíà; ñèñòåìà
óðàâíåíèé (6.1) àíòèñèììåòðè÷íà ïî êàæäîé ïàðå äèíàìè÷åñêèñîïðÿæåííûõ ïå-
ðåìåííûõ xi è yi.

Äëÿ ñèñòåìû (6.1) ôèêñèðóåì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ òîëüêî ïî ïåðåìåííûì x1 è
y1:

x1(0) = 0; y1(0) = 1. (6.2)
Îñòàëüíûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ îñòàþòñÿ ñâîáîäíûìè.
Ïðè N = 1 ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñâîäèòñÿ ê òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ôóíêöè-

ÿì:

ẋ = y x(0) = 0

ẏ = −x y(0) = 1 (6.3)

Ñèñòåìà (6.3) îáëàäàåò î÷åâèäíûì èíòåãðàëîì ýíåðãèè: x2 + y2 = E = const =
1. Î÷åâèäíî, ÷òî x = sin t è y = cos t.

Ïðè N = 2 ñèñòåìà ñèìïëåêòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïðèîáðåòàåò âèä:

ẋ1 = y1x2, ẏ1 = −x1y2,

ẋ2 = y2x1, ẏ2 = −x2y1. (6.4)
Ñèñòåìà (6.4) îáëàäàåò äâóìÿ ëèíåéíûìè èíòåãðàëàìè:

x1 + y2 = u = const;

x2 + y1 = v = const. (6.5)

Èñêëþ÷àÿ èç (6.4) ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (6.5) ïåðåìåííûå x2 è y2, çàäà÷ó
ïîñòðîåíèÿ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ôóíêöèé ïðè N = 2 ìîæíî ñâåñòè ê äâóìåðíîé:

ẋ1 = y1(v − y1)

ẏ1 = −x1(u− x1) (6.6)
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Ñèñòåìà (6.6) îáëàäàåò êóáè÷åñêèì èíòåãðàëîì ýíåðãèè:

1

2
(ux2

1 + vy2
1)−

1

3
(x3

1 + y3
1) = E = const (6.7)

Â ñåìåéñòâå èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ, îïèñàííûõ èíòåãðàëîì (6.7), èìåþòñÿ êàê
èíôèíèòíûå êðèâûå, òàê è çàìêíóòûå êðèâûå, îõâàòûâàþùèå îñîáûå òî÷êè òèïà
"öåíòð". Ýòè êðèâûå ñîîòâåòñòâóþò ïåðèîäè÷åñêèì ðåøåíèÿì ñèñòåìû (6.4).

Èíôèíèòíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (6.4) èìåþò â êà÷åñòâå àñèìïòîòèêè îñîáîå ðå-
øåíèå

x1 = x2 = − 1

t0 − t
; y1 = y2 =

1

t0 − t
, (t0 > 0, 0 < t < t0),

êîòîðîå îïèñûâàåò óõîä ðåøåíèÿ â áåñêîíå÷íîñòü çà êîíå÷íîå âðåìÿ t0.
Ïðè N = 3 óðàâíåíèÿ (6.1) èìåþò êóáè÷åñêèå ïðàâûå ÷àñòè:

ẋ1 = y1x2x3, ẏ1 = −x1y2y3, ẋ2 = y2x1x3,

ẏ2 = −x2y1y3, ẋ3 = y3x1x2, ẏ3 = −x3y1y2. (6.8)
Ñèñòåìà (6.8) èìååò äâà êâàäðàòè÷íûõ èíòåãðàëà:

x1y2 + x2y3 + x3y1 = p = const;

x1y3 + x2y1 + x3y2 = q = const. (6.9)

Íåñîìíåííî, ñèñòåìà (6.8) èìååò è äðóãèå ïåðâûå èíòåãðàëû, îòëè÷íûå îò (6.9),
íî íàéòè èõ ÿâíûå àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ íàì íå óäàëîñü.

C ó÷åòîì ôèêñèðîâàííûõ â (6.2) íà÷àëüíûõ óñëîâèé äëÿ x1 è y1, ñèìïëåêòè÷å-
ñêàÿ ñèñòåìà 3-ãî ðàíãà (6.8) èìååò 4 ñòåïåíè ñâîáîäû â ïðîñòðàíñòâå íà÷àëüíûõ
óñëîâèé (x20, y20, x30, y30). Ñòðóêòóðà ïåðâûõ èíòåãðàëîâ (6.9) òàêîâà, ÷òî, åñëè
âñå òðè êîìïîíåíòû 3 âåêòîðà x íåîãðàíè÷åííî íàðàñòàþò, òî âñå òðè êîìïîíåíòû
3-âåêòîðà y ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ.

Ïðè îïèñàíèè ñèìïëåêòè÷åñêîé ñèñòåìû (6.1) óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùåé
òåðìèíîëîãèåé. Áóäåì íàçûâàòü 2N -ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé {x , y} ôàçî-
âûì ïðîñòðàíñòâîì ñèñòåìû, N -ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî {x} � êîîðäèíàòíûì ïðî-
ñòðàíñòâîì, à N -ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî {y} � èìïóëüñíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Îòìå÷åííîå âûøå ñâîéñòâî ðåøåíèé ñèìïëåêòè÷åñêîé ñèñòåìû 3-ãî ðàíãà ìîæ-
íî ñôîðìóëèðîâàòü òàê: åñëè ðåøåíèå ñèñòåìû (6.8) óõîäèò â áåñêîíå÷íîñòü â êî-
îðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå, òî îíî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå,
è íàîáîðîò.

Íåòðóäíî ïîñòðîèòü ÷àñòíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (6.8), èëëþñòðèðóþùèå ýòî ïî-
âåäåíèå. Ôóíêöèè

xi = Aeλt; yi =
λ

A
e−λt (6.10)

ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè (6.8) ïðè ëþáûõ îòëè÷íûõ îò íóëÿ âåùåñòâåííûõ A è λ. Ðå-
øåíèå (6.10) íå óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (6.2), íî çàäàåò àñèìïòîòèêó
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áîëüøèõ t äëÿ ïî÷òè ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, îòäåëÿþ-
ùèå ðåøåíèÿ, ðàñòóùèå â êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå x (λ > 0), îò ðåøåíèé,
ðàñòóùèõ â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå y (λ < 0) ñîñðåäîòî÷åíû íà ìíîæåñòâå
íóëåâîé ìåðû â ïðîñòðàíñòâå íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Ýòî ìíîæåñòâî íåëåãêî îáíàðó-
æèòü ïóòåì ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà.

Íåêîòîðûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (6.8) � ò.å. ñèìïëåêòè÷åñêèå ôóíêöèè òðåòüåãî
ðàíãà � ïîêàçàíû íà ðèñ. 12÷14. Ýòî íåóïîðÿäî÷åííûå îñöèëëÿöèè ñ ÷åðåäîâàíèåì
áûñòðûõ è ìåäëåííûõ ôàç.

Ðèñ. 12. Ñèìïëåêòè÷åñêèå ôóíêöèè ðàíãà 3: S3. x2(0) = −0.4; y2(0) = 0.2; x3(0) = 0.2; y3(0) =
−0.4. Çàâèñèìîñòü øåñòè ñèìïëåêòè÷åñêèõ ôóíêöèé xi è yi îò âðåìåíè 0 < t < 160. Íåïåðèîäè-
÷åñêèå êîëåáàíèÿ. Íåóïîðÿäî÷åííîå ÷åðåäîâàíèå áûñòðûõ è ìåäëåííûõ îñöèëëÿöèé.

Ðèñ. 13. Ñèìïëåêòè÷åñêèå ôóíêöèè ðàíãà 3:
S3. Ïðîåêöèÿ ðåøåíèÿ íà ôàçîâóþ ïëîñêîñòü
{x1, y1}. Ïàðàìåòðû òàêèå æå, êàê è íà ðèñ. 12.

Ðèñ. 14. Ñèìïëåêòè÷åñêèå ôóíêöèè ðàíãà 3: S3.
Ïðîåêöèÿ ðåøåíèÿ íà êîîðäèíàòíóþ ïëîñêîñòü
{x1, x2}. Ïàðàìåòðû òàêèå æå, êàê è íà ðèñ. 12.

7. Îáîáùåííûå ñèìïëåêòè÷åñêèå ôóíêöèè 2-ãî ðàíãà

Ñîõðàíÿÿ ïîëèíîìèàëüíóþ îäíîðîäíîñòü ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåìû (6.1) ìîæíî
íåñêîëüêî ”ðàñøàòàòü” èõ áåäíóþ ñòðóêòóðó íàñòîëüêî, ÷òîáû ïîÿâèëàñü íàäå-
æäà íà âîçíèêíîâåíèå õàîòè÷åñêèõ êîëåáàíèé. Ðàññìîòðåíèå îáùåãî ñëó÷àÿ ïðè
ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè N ãðîìîçäêî. Ïðèâåäåì çäåñü òîëüêî "ìèíèìàëüíîå"
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ðàñøèðåíèå ïðîñòåéøåé ñèìïëåêòè÷åñêîé ñèñòåìû ïðè N = 2:

ẋ1 = y1x2 + ax2y2

ẏ1 = −x1y2 − ax2y2

ẋ2 = y2x1 + bx1y1 (7.1)
ẏ2 = −y1x2 − bx1y1

Ýòî åäèíñòâåííî âîçìîæíîå îáîáùåíèå ñèìïëåêòè÷åñêîé ñèñòåìû (6.4), óäîâëå-
òâîðÿþùèå óñëîâèÿì îäíîðîäíîñòè è áèëèíåéíîñòè ïðàâûõ ÷àñòåé ïî ïåðåìåííûì
xi è yi, à òàêæå óñëîâèþ ”îòñóòñòâèÿ ñàìîäåéñòâèÿ” (â ïðàâûõ ÷àñòÿõ íå ôèãóðè-
ðóåò òà ïåðåìåííàÿ, ïðîèçâîäíàÿ îò êîòîðîé ñòîèò â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ)

Â ñèñòåìå óðàâíåíèé (7.1) ôèãóðèðóþò äâå ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå a è b. Åñ-
ëè ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (7.1) áûëà èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëü-
íî ïåðåñòàíîâêè èíäåêñîâ 1 ↔ 2, êàê è èñõîäíàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñèñòåìà (6.4),
òî íåîáõîäèìî ïðèíÿòü, ÷òî a = b, è ñèñòåìà (7.1) ïðèîáðåòàåò ”ñòàíäàðòíûé” âèä:

ẋ1 = x2(y1 + ay2)

ẏ1 = −y2(x1 + ax2)

ẋ2 = x1(y2 + ay1) (7.2)
ẏ2 = −y1(x2 + ax1)

Íàçîâåì äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó (7.2) îáîáùåííîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ñèñòå-
ìîé âòîðîãî ðàíãà. Îíà îáëàäàåò ÷åòûðåõìåðíûì ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì. 4-
òðàåêòîðèþ ðåøåíèÿ óäîáíî èçó÷àòü â ïðîåêöèÿõ íà êîîðäèíàòíóþ ïëîñêîñòü
{x1, x2}, èìïóëüñíóþ ïëîñêîñòü {y1, y2} è äâå ôàçîâûå ïëîñêîñòè {x1, y1}, {x2, y2}.

Ïðè ñòàíäàðòèçàöèè íà÷àëüíûõ óñëîâèé â ïåðâîé ôàçîâîé ïëîñêîñòè ñîãëàñ-
íî (6.2), äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (7.2) îáëàäàåò òðåõìåðíûì ïðîñòðàíñòâîì ïàðà-
ìåòðîâ. Ðîëü ïàðàìåòðîâ èãðàþò íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ x2(0) è y2(0), à òàêæå
ïîñòîÿííàÿ a, ôèãóðèðóþùàÿ â óðàâíåíèÿõ (7.2).

Ñèììåòðèçàöèÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé âî âòîðîé ôàçîâîé ïëîñêîñòè �

x2(0) = y2(0) = c, (7.3)

âíîñèò äàëüíåéøåå óïðîùåíèå â èçó÷åíèå ýòîé ñèñòåìû: ïðîñòðàíñòâî ïàðàìåòðîâ
ñòàíîâèòñÿ äâóìåðíûì.

Ïîâåäåíèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (7.2) äîñòàòî÷íî ÷óâñòâèòåëüíî ê çíà÷åíèÿì
ïàðàìåòðîâ a è c. Òùàòåëüíîå ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå ñèñòåìû ïðè a = −0.5
ïîçâîëÿåò ââåñòè ñëåäóþùóþ êëàññè÷åñêóþ ôóíêöèþ ðåøåíèé â çàâèñèìîñòè îò
èõ ïîâåäåíèÿ ïðè t → +∞:

• Èçîëèðîâàííîå ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå, ñóùåñòâóþùåå ïðè c=�0.5
(ðèñ.15).
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Ðèñ. 15. Îáîáùåííûå ñèìïëåêòè÷åñêèå ôóíêöèè ðàíãà 2: GS2. Ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå. a = −0.5;
c = −0.5.

• Óñòîé÷èâûé ôàçîâûé 4-êîêîí : âñå 4 ïåðåìåííûå (x1, x2, y1, y2) îñöèëëè-
ðóþò, îñòàâàÿñü îãðàíè÷åííûìè; ðåøåíèå íåïåðèîäè÷íî; òðàåêòîðèÿ ðåøå-
íèÿ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ïîñòåïåííî çàïîëíÿåò íåêîòîðóþ ÷åòûðåõìåð-
íóþ ôèãóðó ("4-êîêîí"); ïðè îñöèëëÿöèÿõ ÷åðåäóþòñÿ ìåäëåííûå è áûñòðûå
ôàçû.
Òàêîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ïîëîæèòåëüíûõ c : c >
c+
cocoon ' 0.171 (ñì. ðèñ. 16÷18) è äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ïî ìîäóëþ îòðèöàòåëü-
íûõ c : c < c−cocoon ' −2.498 . . . (ñì. ðèñ. 19÷ 21). Ïðè ýòîì, ñ óâåëè÷åíèåì
ìîäóëÿ c ïðîèñõîäèò "óòîí÷åíèå" 4-êîêîíà ïî òðåì èçìåðåíèÿì è ÷åòûðåõ-
ìåðíàÿ ôèãóðà âñå áîëåå ïðèáëèæàåòñÿ ê îäíîìåðíîé êðèâîé, à ðåøåíèå,
ñîîòâåòñòâåííî, ê ïåðèîäè÷åñêîìó.

Ðèñ. 16. Îáîáùåííûå ñèìïëåêòè÷åñêèå ôóíêöèè ðàíãà 2: GS2. a = −0.5; c = 0.175. Çàâèñèìîñòü
÷åòûðåõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ôóíêöèé GS2 îò âðåìåíè 0 < t < 650. Íåïåðèîäè÷åñêèå ôèíèòíûå
îñöèëëÿöèè. ×åðåäîâàíèå áûñòðûõ è ìåäëåííûõ ôàç.
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Ðèñ. 17. Îáîáùåííûå ñèìïëåêòè÷åñêèå
ôóíêöèè ðàíãà 2: GS2. Ïðîåêöèÿ 4-êîêîíà
ðåøåíèÿ íà êîîðäèíàòíóþ ïëîñêîñòü
{x1, x2}. Ïàðàìåòðû òàêèå æå, êàê è íà
ðèñ.16.

Ðèñ. 18. Îáîáùåííûå ñèìïëåêòè÷åñêèå
ôóíêöèè ðàíãà 2: GS2. Ïðîåêöèÿ 4-êîêîíà
ðåøåíèÿ íà ôàçîâóþ ïëîñêîñòü {x1, y1}.
Ïàðàìåòðû òàêèå æå, êàê è íà ðèñ.16.

Ðèñ. 19. Îáîáùåííûå ñèìïëåêòè÷åñêèå ôóíêöèè ðàíãà 2: GS2. a = −0.5; c = −3. 0 < t < 65.
Íåïåðèîäè÷åñêèå ôèíèòíûå îñöèëëÿöèè.

Ðèñ. 20. Îáîáùåííûå ñèìïëåêòè÷åñêèå
ôóíêöèè ðàíãà 2: GS2. a = −0.5; c = −3.
Ïðîåêöèÿ 4-êîêîíà ðåøåíèÿ íà êîîðäèíàò-
íóþ ïëîñêîñòü {x1, x2}.

Ðèñ. 21. Îáîáùåííûå ñèìïëåêòè÷åñêèå
ôóíêöèè ðàíãà 2: GS2. a = −0.5; c = −3.
Ïðîåêöèÿ 4-êîêîíà ðåøåíèÿ íà ôàçîâóþ
ïëîñêîñòü {x1, y1}.

• Èìïóëüñíàÿ ðàñêà÷êà (èëè Y−ðàñêà÷êà, ”Y − swaying”: èìïóëüñû y1 è
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y2 áûñòðî íàðàñòàþò ñ îñöèëëÿöèÿìè; êîîðäèíàòû x1 è x2 îñöèëëèðóþò è
ìåäëåííî ðàñòóò (ãîðàçäî ìåäëåííåé, ÷åì èìïóëüñû).
Ìîæíî âûäåëèòü 2 ïîäòèïà Y−ðàñêà÷êè:
1. ïîäòèï Y1: y1 → −∞ ïðè t → +∞;
2. ïîäòèï Y2: y2 → −∞ ïðè t → +∞.

Òèï ”Y − swaying” ìîæåò ôîðìèðîâàòüñÿ íåïîñðåäñòâåííî îò íà÷àëüíîãî
ìîìåíòà (ñì. ðèñ. 22 ÷ 24). Òàêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé áóäåì íàçûâàòü òðè-
âèàëüíûì. Îíî íàáëþäàåòñÿ ïðè ìàëûõ c : 0 < c < 0.14 . . . è −0.5 < c < 0.
Âîçìîæíî è áîëåå ñëîæíîå ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ: ïðè 0 < t < tbreakdown � ÷å-
ðåäîâàíèå áûñòðûõ è ìåäëåííûõ îñöèëëÿöèé, íàïîìèíàþùåå ôîðìèðîâàíèå
"4-êîêîíà", çàòåì ïåðåõîä ê Y−òèïó ïîâåäåíèÿ ("ïðîáîé êîêîíà è òðèâèà-
ëèçàöèÿ ðåøåíèÿ"). "Ïðîáîé êîêîíà" èíîãäà ïðîèñõîäèò â âèäå "âçðûâà"−
î÷åíü áûñòðûé, áåç îñöèëëÿöèé, ðîñò ïåðåìåííûõ íà 1.5÷2.5 ïîðÿäêà, çàòåì
áûñòðûå îñöèëëÿöèè (ñì. ðèñ. 25÷ 28).
Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà (7.2) òàêîâà, ÷òî ïðè âçðûâíîì ðîñòå àìïëèòóäû
A íà 2�3 ïîðÿäêà õàðàêòåðíîå âðåìÿ îñöèëëÿöèé ∆t óìåíüøàåòñÿ â òîé æå
ïðîïîðöèè íà 2�3 ïîðÿäêà. Äëÿ ñîõðàíåíèÿ òî÷íîñòè ÷èñëåííîãî ñ÷åòà íåîá-
õîäèìî ïðè ýòîì íà 4÷6 ïîðÿäêîâ óìåíüøèòü øàã èíòåãðèðîâàíèÿ. Ýòà ïðè-
ìå÷àòåëüíàÿ (è íåïðåäñêàçóåìàÿ äî âûïîëíåíèÿ âû÷èñëåíèé) ”æåñòêîñòü”
ñèñòåìû ïîðîæäàåò îïðåäåëåííûå òðóäíîñòè äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ.

• Êîîðäèíàòíàÿ ðàñêà÷êà (X−ðàñêà÷êà, ”X − swaying”): êîîðäèíàòû x1

è x2 áûñòðî íàðàñòàþò ñ îñöèëëÿöèÿìè, èìïóëüñû y1 è y2 îñöèëëèðóþò è
ìåäëåííî íàðàñòàþò (ãîðàçäî ìåäëåííåé, ÷åì êîîðäèíàòû).

Ðèñ. 22. Îáîáùåííûå ñèìïëåêòè÷åñêèå ôóíêöèè ðàíãà 2: GS2. a = −0.5; c = 0.125. Çàâèñèìîñòü
÷åòûðåõ îáîáùåííûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ôóíêöèé GS2 îò âðåìåíè; 0 < t < 65. Ðåæèì Y −swaying.
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Ðèñ. 23. Îáîáùåííûå ñèìïëåêòè÷åñêèå
ôóíêöèè ðàíãà 2: GS2. a = −0.5; c = 0.125.
Ïðîåêöèÿ ðåøåíèÿ íà èìïóëüñíóþ ïëîñ-
êîñòü {y1, y2}. Ðåæèì Y − swaying.

Ðèñ. 24. Îáîáùåííûå ñèìïëåêòè÷åñêèå
ôóíêöèè ðàíãà 2: GS2. a = −0.5; c = 0.125.
Ïðîåêöèÿ ðåøåíèÿ íà êîîðäèíàòíóþ
ïëîñêîñòü {x1, x2}. Ðåæèì Y − swaying.

Ðèñ. 25. Îáîáùåííûå ñèìïëåêòè÷åñêèå ôóíêöèè ðàíãà 2: GS2. a = −0.5; c = 0.1705. Çàâèñèìîñòü
÷åòûðåõ îáîáùåííûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ôóíêöèé GS2 îò âðåìåíè; 0 < t < 550. Ðåæèì Y −
breakdown. Òðèâèàëèçàöèÿ ðåøåíèÿ ïîñëå "ïðîáîÿ êîêîíà".

Ðèñ. 26. Îáîáùåííûå ñèìïëåêòè÷åñêèå ôóíêöèè ðàíãà 2: GS2. a = −0.5; c = 0.1705; 0 < t < 550.
Ïðîåêöèÿ ðåøåíèÿ íà èìïóëüñíóþ ïëîñêîñòü {y1, y2}. Ðåæèì Y − breakdown. Ôîðìèðîâàíèå è
ïðîáîé 4-êîêîíà ðåøåíèÿ.
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Ðèñ. 27. Îáîáùåííûå ñèìïëåêòè÷å-
ñêèå ôóíêöèè ðàíãà 2: GS2. a = −0.5;
c = 0.1705;0 < t < 550. Ïðîåêöèÿ ðåøåíèÿ
íà êîîðäèíàòíóþ ïëîñêîñòü {x1, x2}. Ðåæèì
Y − breakdown.

Ðèñ. 28. Îáîáùåííûå ñèìïëåêòè÷å-
ñêèå ôóíêöèè ðàíãà 2: GS2. a = −0.5;
c = 0.1705;0 < t < 550. Ïðîåêöèÿ ðåøåíèÿ
íà ôàçîâóþ ïëîñêîñòü {x2, y2}. Ðåæèì
Y − breakdown. Ôîðìèðîâàíèå è ïðîáîé
4-êîêîíà ðåøåíèÿ.

Äëÿ òèïà ”X − swaying” ìîæíî âûäåëèòü äâà ïîäòèïà:

1. ïîäòèï X1: êîîðäèíàòà x1 → −∞ ïðè t → +∞;
2. ïîäòèï X2: êîîðäèíàòà x2 → −∞ ïðè t → +∞.

Êàê è òèï ”Y − swaying”, òèï ”X − swaying” ìîæåò ôîðìèðîâàòüñÿ íåïî-
ñðåäñòâåííî îò íà÷àëüíîãî ìîìåíòà (”òðèâèàëüíîå ïîâåäåíèå”). Âîçìîæíî è
áîëåå ñëîæíîå ïîâåäåíèå � ÷åðåäîâàíèå áûñòðûõ è ìåäëåííûõ îñöèëëÿöèé,
ôîðìèðîâàíèå 4-êîêîíà è ”x-ïðîáîé” êîêîíà â íåêîòîðûé ìîìåíò tbreakdown ñ
ïåðåõîäîì ê òèïó ”X − swaying” (ñì. ðèñ. 29÷ 31). Ðåçêèå èçìåíåíèÿ â ïî-
âåäåíèè ”âçðûâíîãî” ðåøåíèÿ ìîãóò ïðîèñõîäèòü ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà
íà÷àëüíûõ óñëîâèé â 4�5-îì çíàêå ïîñëå çàïÿòîé.

Ðèñ. 29. Îáîáùåííûå ñèìïëåêòè÷åñêèå ôóíêöèè ðàíãà 2: GS2. a = −0.5; c = −0.55; 0 < t < 77.
Çàâèñèìîñòü ÷åòûðåõ îáîáùåííûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ôóíêöèé îò âðåìåíè. Ðåæèì X−breakdown.
Òðèâèàëèçàöèÿ ðåøåíèÿ ïîñëå ïðîáîÿ 4-êîêîíà.
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Ðèñ. 30. Îáîáùåííûå ñèìïëåêòè÷åñêèå ôóíê-
öèè ðàíãà 2: GS2. a = −0.5; c = −0.55; 0 <

t < 77. Ðåæèì X − breakdown. Ïðîåêöèÿ 4-
òðàåêòîðèè ðåøåíèÿ íà êîîðäèíàòíóþ ïëîñ-
êîñòü {x1, x2}.

Ðèñ. 31. Îáîáùåííûå ñèìïëåêòè÷åñêèå ôóíê-
öèè ðàíãà 2: GS2. a = −0.5; c = −0.55;
0 < t < 77. Ðåæèì X − breakdown. Ïðîåêöèÿ
4-òðàåêòîðèè ðåøåíèÿ íà ôàçîâóþ ïëîñêîñòü
{x1, y1}.

Íåêîòîðûé ñâåò íà ïðèðîäó ”âçðûâà” ðåøåíèé â îáîáùåííîé ñèìïëåêòè÷åñêîé
ñèñòåìå ðàíãà 2 ïðîëèâàåò èçó÷åíèå ñèíãóëÿðíûõ ðåøåíèé âèäà

xi =
Ai

t0 − t
; yi =

Bi

t0 − t
; t0 > 0. (7.4)

Ðåøåíèÿ (7.4), óõîäÿ â áåñêîíå÷íîñòü ïðè t → t0, íå ïðîäîëæèìû äàëåå ïî
âðåìåíè.

Ïîäñòàíîâêà (7.4) â ñèñòåìó (7.2) äàåò ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îò-
íîñèòåëüíî àìïëèòóäíûõ êîýôôèöèåíòîâ Ai è Bi:

A1 = A2(B1 + aB2)

B1 = −B2(A1 + aA2)

A2 = A1(B2 + aB1) (7.5)
B1 = −B1(A2 + aA1)

Ïîëàãàÿ, ÷òî

A2 = αA1

B2 = βB1 (7.6)

è ïîäñòàâëÿÿ (7.6) â àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó (7.5), ïîëó÷èì äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÷è-
ñåë α è β ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

α2 =
a + β

1 + aβ

β2 =
a + α

1 + aα
(7.7)
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Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñèñòåìà (7.7) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïðè ëþáîì
çíà÷åíèè ïàðàìåòðà a.

Ñèíãóëÿðíûå ðåøåíèÿ âèäà (7.4), ñóùåñòâóþùèå, êàê ñëåäóåò èç èçëîæåííîãî,
ïðè ëþáîì çíà÷åíèè a, ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà íà÷àëüíûõ óñëîâèé c
ÿâëÿþòñÿ õîðîøåé ëîêàëüíîé àïïðîêñèìàöèåé ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè íà íåêîòî-
ðîì íåáîëüøîì âðåìåííîì ïðîìåæóòêå â îêðåñòíîñòè ìîìåíòà ”âçðûâà” ðåøåíèÿ.

8. Îáîáùåííûå ñèìïëåêòè÷åñêèå ôóíêöèè 3-ãî ðàíãà
Ðàññìîòðåíèå ñèìïëåêòè÷åñêîé ñèñòåìû 3-ãî ðàíãà (6.8), âûïîëíåííîå ïðè òåõ

æå òðåáîâàíèÿõ, êîòîðûå îïèñàíû âûøå äëÿ ñèñòåìû 2-ãî ðàíãà (îäíîðîäíîñòü è
”òðèëèíåéíîñòü” ïðàâûõ ÷àñòåé ïî xi è yi, îòñóòñòâèå ”ñàìîäåéñòâèÿ”, èíâàðè-
àíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè ëþáîé ïàðû èíäåêñîâ 1 ↔ 2; 2 ↔ 3; 3 ↔ 1)
ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé ñòðóêòóðå îáîáùåííîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû 3-ãî ðàíãà:

ẋ1 = x2x3(y1 + a(y2 + y3))

ẏ1 = −y2y3(x1 + a(x2 + x3))

ẋ2 = x1x3(y2 + a(y1 + y3))

ẏ2 = −y1y3(x2 + a(x1 + x3)) (8.1)
ẋ3 = x1x2(y3 + a(y1 + y2))

ẏ3 = −y1y2(x3 + a(x1 + x2))

Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (8.1) îáëàäàåò øåñòèìåðíûì ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì
è ïÿòèìåðíûì ïðîñòðàíñòâîì ïàðàìåòðîâ (ñèñòåìíûé ïàðàìåòð a è 4 íà÷àëüíûõ
óñëîâèÿ (x20, y20, x30, y30)). Òðàåêòîðèþ â øåñòèìåðíîì ïðîñòðàíñòâå {x , y} óäîáíî
ðàññìàòðèâàòü â ïðîåêöèÿõ â òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî êîîðäèíàò x è òðåõìåðíîå
èìïóëüñíîå ïðîñòðàíñòâî y . Îïðåäåëåííîå ïðåäñòàâëåíèå î ðåøåíèè äàþò òàêæå
15 äâóìåðíûõ ïðîåêöèé òðàåêòîðèè íà êîîðäèíàòíûå ïëîñêîñòè {xi, xj} i 6= j,
èìïóëüñíûå ïëîñêîñòè {yi, yj} i 6= j è ôàçîâûå ïëîñêîñòè {xi, yj}.

Ïðè íåêîòîðûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ øåñòü îáîáùåííûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ
ôóíêöèé ïåðèîäè÷íû, â äðóãèõ ñëó÷àÿõ îíè ôîðìèðóþò óñòîé÷èâûé øåñòèìåð-
íûé êîêîí â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Îäíî èç ðåøåíèé ñèñòåìû (8.1) ïðåäñòàâëåíî
íà ðèñ. 32÷ 35.

Ðèñ. 32. Îáîáùåííûå ñèìïëåêòè÷åñêèå ôóíêöèè ðàíãà 3: GS3. Çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè. a = −0.5;
x2(0) = y2(0) = −0.5; x3(0) = y3(0) = 0.5; 0 < t < 160. Ôèíèòíûå íåïåðèîäè÷åñêèå îñöèëëÿöèè.
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Ðèñ. 33. Îáîáùåííûå ñèìïëåêòè÷åñêèå ôóíê-
öèè ðàíãà 3: GS3. Ïðîåêöèÿ 6-êîêîíà ðåøåíèÿ
(ðèñ. 32) íà êîîðäèíàòíóþ ïëîñêîñòü {x1, x2}.

Ðèñ. 34. Îáîáùåííûå ñèìïëåêòè÷åñêèå ôóíê-
öèè ðàíãà 3: GS3. Ïðîåêöèÿ 6-êîêîíà ðåøåíèÿ
(ðèñ. 32) íà èìïóëüñíóþ ïëîñêîñòü {y1, y3}.

Ðèñ. 35. Îáîáùåííûå ñèìïëåêòè÷åñêèå ôóíêöèè ðàíãà 3: GS3. Ïðîåêöèÿ 6-êîêîíà ðåøåíèÿ (ðèñ.
32) íà ôàçîâóþ ïëîñêîñòü {x1, y1}.

9. Áëàãîäàðíîñòè
×èñëåííîå èññëåäîâàíèå îïèñàííûõ â ñòàòüå äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ïðîâîäè-

ëîñü ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû Super-Elsy, ñîçäàííîé Ýíâåðîì Êåøôåòäèíîâûì
(Òàâðè÷åñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èì. Â.È.Âåðíàäñêîãî) ïðè ïîäãîòîâêå
â 2005/2006 ó÷.ãîäó ìàãèñòåðñêîé ðàáîòû, âûïîëíåííîé ïîä ðóêîâîäñòâîì àâòîðà
ñòàòüè. Ïðîãðàììà Super-Elsy ñîáðàíà íà áàçå ìàòåìàòè÷åñêîãî ”êîíñòðóêòîðà”
MvStudium (MvS). ÏàêåòMvS ðàçðàáîòàí èññëåäîâàòåëüñêîé ãðóïïîé "Ìîäåëè-
ðîâàíèå ñëîæíûõ ñèñòåì” ôàêóëüòåòà òåõíè÷åñêîé êèáåðíåòèêè ÑÏá ÃÏÓ. Àâòîð
ïðèçíàòåëåí Ýíâåðó Êåøôåòäèíîâó çà ñîçäàíèå ïðîãðàììû Super-Elsy, à òàêæå
ðàçðàáîò÷èêàì ïàêåòà MvStudium, èñïîëüçîâàíèå êîòîðîãî äåëàåò âîçìîæíûì
èçó÷åíèå äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ íåïðåäñêàçóåìî æåñòêèì ïîâåäåíèåì.
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10. Çàêëþ÷åíèå
Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ ââåäåíèå íîâûõ äèíàìè÷å-

ñêèõ ñèñòåì è èõ ðåøåíèé, ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé � ñóïåðýëëèïòè÷åñêèõ è ñèì-
ïëåêòè÷åñêèõ, îáëàäàþùèõ â îïðåäåëåííûõ ñëó÷àÿõ ïåðèîäè÷åñêèì ïîâåäåíèåì
è íåêîòîðûõ èõ îáîáùåíèé, îáëàäàþùèõ ñëîæíûì è õàîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì, ñ
ôèíèòíûìè íåïåðèîäè÷åñêèìè îñöèëëÿöèÿìè.

Ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïåðñïåêòèâíûì òùàòåëüíîå ÷èñëåííîå èçó÷åíèå ââåäåííûõ
çäåñü äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé.
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