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Аннотация. Рассматривается одна из задач интеллектуального анализа данных (Data Mining)
– проблема структурирования данных, полученных в результате обработки множества тран-
закций. В общем случае проблему можно сформулировать следующим образом. Какой порядок
следует задать на множестве строк и столбцов матрицы транзакционных данных, для того чтобы
выявить скрытые кластеры данных, обладающие общими признаками и свойствами? Эта про-
блема является актуальной в случае визуализации транзакционных данных и решения задачи
объектно–признаковой кластеризации в различных предметных областях — анализ генетической
информации, решение задач анализа интернет–данных (Web–mining), моделирование маркетин-
говых задач в экономике (Web–marketing) и др.
Ключевые слова: интеллектуальный анализ данных, проблема визуализации данных,
объектно-признаковая кластеризация, бикластер, гиперграф, вложение гиперграфа в целочис-
ленную решетку, экстремальная нумерация вершин.

1. Введение

Данная работа касается вопросов интеллектуального анализа данных (Data
Mining), таких как проблема визуализации данных и задача выявления кластеров
объектов с общими признаками в базе данных, полученной в результате обработки
множества транзакций. Обычно собранные транзакционные данные имеют слож-
ную хаотичную структуру, которая мало пригодна для анализа поведения объек-
тов предметной области. Все полученные данные представляются в виде матрицы.
Проблему в общем виде можно сформулировать следующим образом.

Дана матрица данных, полученных в процессе наблюдения или изучения
какого-либо процесса в конкретной предметной области. Каким образом нужно
задать порядок следования строк и столбцов матрицы данных, для того чтобы
новая структура была более релевантной для анализа исследуемых данных? Дру-
гими словами, необходимо выявить множества объектов, обладающих одинаковы-
ми свойствами при определенных условиях.

Объекты, обладающие одинаковыми признаками в определенных условиях, об-
разуют структуры, называемые бикластерами. Под термином бикластеризация
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в настоящее время понимается довольно широкий круг проблем, методов и ал-
горитмов. Поэтому для бикластеризации в научной литературе по искусствен-
ному интеллекту существует целый ряд тождественных понятий. Можно выде-
лить следующие: совместная кластеризация (simultaneous clustering, см., напри-
мер, [33]), кокластеризация (co–clustering, см., например, [17]), двухвходовая кла-
стеризация (two–way clustering, [29]), кластеризация подпространства (subspace
clustering, [30]), двумерная кластеризация (bi–dimensional) и бокс–кластеризация
(box–clustering). Исторически данная проблема впервые описывалась при изуче-
нии генной экспрессии (microarray data analysis, gene expression data) [10, 11, 26].
Данные генной экспрессии представляются в виде таблицы, в которой каждый
ген соотносится со строкой и каждое экспериментальное условие соотносится со
столбцом. Задача заключается в выявлении подмножества генов одинаково се-
бя проявляющих в определенных условиях. В результате получаются структу-
ры, называемые бикластерами. В дальнейшем рассматриваемая проблема нашла
свое приложение в анализе интернет–данных (это направление исследований по-
лучило название Web–mining [8]). К задачам, которые интенсивно исследуются в
данный период времени, относятся следующие проблемы. Поиск групп посетите-
лей со схожими интересами для рекомендательных систем, выявление интернет–
сообществ, научных сообществ, решение задач анализа социальных сетей, постро-
ение автоматических каталогов и рубрикаторов в информационных системах, по-
иск документов–дубликатов в корпоративных информационных системах. Акту-
альным остается применение изучаемых методов в задачах информационного по-
иска и анализа текстов (Text–mining). В данном случае объектно–признаковая
бикластеризация применяется для обнаружения кластеров документов, облада-
ющих сходными свойствами только по нескольким признакам, таким как слова
и изображения. Такая информация очень важна для запросов и индексации по-
исковых интернет–систем. Например, в работе [17] используются методы бикла-
стеризации для одновременного группирования документов и слов. Выявление
бикластеров актуально и в анализе категориальных данных, см., например, [31].
Актуальным на данный момент является применение методов бикластеризации
в экономических маркетинговых приложениях. Один из примеров — это анализ
данных корзины покупателя. В данной работе исследуется проблема выделения в
базе транзакционных данных подмножества близких по смыслу данных, т.е. ста-
вится задача разбиения данных на кластеры, обладающих набором определенных
свойств или признаков. Назовем такую задачу проблемой объектно–признаковой
кластеризации и/или проблемой релевантной визуализации транзакционных дан-
ных.

2. Гиперграфовый подход к решению задачи

Обычно база данных DT транзакций представляется бинарной матрицей A
такой, что в ячейке (i, j) матрицы A записана единица, если i-ая транзакция
содержит j-ый элемент данных, ноль в противном случае. Иногда под базой
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транзакционных данных понимают множество ячеек, которые содержат едини-
цы. DT = {(i, j) : ai,j = 1 ∧ ai,j ∈ A}, i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . ,m, где A бинарная
матрица, соответствующая базе транзакций DT. Пусть T — множество всех тран-
закций и |T|=m и I — множество элементов данных, которые входят в транзакции,
|I| = n. Предполагается, что B ⊆ A подматрицы (называемые бикластерами), ко-
торые определяются как декартово произведение B ⊆ T× I = {(i, j) : i ∈ T∧ j ∈ I}.
Задача двойной кластеризации или объектно–признаковой кластеризации заклю-
чается в выделении подматриц–бикластеров. В идеале нужно переставить столб-
цы и строки матрицы A таким образом, чтобы все элементы любого бикластера
сгруппировать вместе, т.е. визуально выделить кластеры, содержащие объекты
(строки), обладающие совокупностью свойств (столбцы).

В большинстве задач оптимизации на перестановках размещаемые объекты
обладают определенной совокупностью взаимосвязей, которую с большой досто-
верностью можно описать с помощью графа или гиперграфа. В этом случае задача
будет заключаться в поиске такой нумерации вершин графа или гиперграфа, ко-
торая доставила бы экстремальное значение некоторой функции, определенной на
множестве нумераций. Отметим также, что в большинстве случаев задачи опти-
мальной нумерации для графов и матриц являются NP–полными. Для них не су-
ществует эффективных алгоритмов точного решения. В такой ситуации представ-
ляется актуальным исследование частных случаев задач нумерации, поставлен-
ных на ограниченных классах графов, либо использование для решения существу-
ющей задачи эффективных эвристических алгоритмов. Можно ввести графовое
представление задачи объектно-признаковой кластеризации следующим образом.
Релевантным представлением такой проблемы является гиперграфовое описание,
в котором множество вершин гиперграфа H соответствует множеству объектов, а
гиперребра гиперграфа образуют подмножества взаимосвязанных объектов. На-
пример, можно под множеством вершин понимать исследуемые объекты, а в каче-
стве ребер рассматривать семейства объектов, обладающих определенными свой-
ствами и/или признаками. Гиперграф — это такое обобщение неориентированно-
го графа, когда ребрами служат произвольные, а не только одновершинные или
двухвершинные, подмножества заданного множества вершин. Теория гипергра-
фов нашла применение в различных приложениях и современных IT–технологиях.
На развитие общей теории гиперграфов повлияли следующие задачи. Выделение
наименьшей системы ребер, содержащей все вершины, наибольшей системы ребер
попарно без общих вершин, задачи на выбор системы различных вершин предста-
вителей для всех ребер, покрытия кликами и др. В случаях равенства некоторых
ребер рассматриваются мультигиперграфы.

3. Основные понятия теории гиперграфов. Реализации
гиперграфа

Основные понятия приводятся в работах [2, 3, 13, 14, 23, 28, 37].

Определение 1. Гиперграфом H = (X,U ;R) называется пара множеств X =
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{xi, i ∈ I}, U = {uj, j ∈ J} вместе с двуместным предикатом R ⇔ R(x, u), опреде-
ленном при всех x ∈ X, u ∈ U . Элементы x ∈ X называются вершинами, элементы
u ∈ U - ребрами, а предикат R инцидентором гиперграфа H [4].

Вершина x и ребро u инцидентны или не инцидентны в H, смотря по тому,
истинно или ложно для них высказывание R = (x, u). Под элементом гиперграфа
понимают вершину или ребро, т.е. любой элемент множества X

∪
U . Вершина x и

ребро u называются инцидентными, если x ∈ u. Для каждого x ∈ X через deg(x)
обозначается число ребер, инцидентных вершине x; deg(x) называется степенью
вершины x. Степень ребра u — число вершин инцидентных этому ребру, которую
будем обозначаеть через r(u).

Определение 2. Гиперграфом, двойственным для H = (X,U ;R), называется
такой H∗ = (X∗, U∗;R∗) = (U,X;R∗), в котором X∗ = U,U∗ = X и R∗(u, x) ⇔
R(x, u)(u ∈ X∗, x ∈ U∗).

Реберный граф L(H) гиперграфа H определяется следующими условиями: вер-
шины L(H) биективно соответствуют ребрам H и две вершины смежны в L(H)
тогда и только тогда, когда соответствующие ребра пересекаются.

Эффективное решение проблемы кластеризации транзакционных данных с по-
мощью графовых моделей предполагает анализ структуры гиперграфа. Для изу-
чения структурных особенностей гиперграфов очень часто используются вспо-
могательные обыкновенные графы: L(H) — реберный граф, L2(H) — граф пол-
ных реализаций ребер, K(H) — кенигово представление (граф инциденций). Граф
L(H) отражает отношение смежности ребер, а граф L2(H) — смежности вер-
шин гиперграфа H. При этом две вершины x1, x2 ∈ X являются смежными в
H = (X,U), если существует ребро u ∈ U , которое содержит обе эти верши-
ны, т.е. x1, x2 ∈ X(u). Аналогичным образом, два ребра u1, u2 ∈ U называются
смежными, если X(u1)

∩
X(u2) ̸= ∅. Двойственный гиперграф H∗ по определе-

нию сохраняет отношение смежности и инцидентности между элементами гипер-
графа H. Оттого он наследует все свойства гиперграфа H, основанные на этих
отношениях. Справедливо отношение равенства между графами смежности для
H и H∗ : L(H) = L2(H∗), L2(H) = L(H∗). Кенигово представление гиперграфа
H = (X,U ;R) — двудольный граф K(H), отражающий отношение инцидентности
элементов гиперграфа, с множеством вершин X

∪
U и долями X,U . Этот граф

несет полную информацию о гиперграфе H и однозначно его определяет. Кроме
того, K(H) = K(H∗). Поэтому некоторые свойства гиперграфа устанавливают-
ся через одноименные свойства графа K(H). Существуют обыкновенные графы,
которые представляет гиперграф, — это его реализации. Реализации гиперграфа
могут быть получены следующим образом. Реализацией ребра u ∈ U гипергра-
фа H = (X,U ;R) называется любой связный граф Gu, заданный на множестве
вершин Xu. Реализация гиперграфа H = (X,U ;R) — граф G(H) = (X,E), полу-
ченный объединением некоторых реализаций Gu всех его ребер.
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Определение 3. Реализацией гиперграфа H называется любой граф G такой, что
VG = VH , любое ребро графа G содержится в некотором гиперребре гиперграфа H
и для любого гиперребра e ∈ EH порожденный подграф G(e) является связным.

Из определения следует, что для гиперграфа может существовать несколько
различных реализаций. Например, граф L2(H) – реализация гиперграфа H =
(X,U ;R), где каждое ребро u ∈ U представлено полным графом порядка |X(u)|.
Необходимость построения реализаций гиперграфа с различными свойствами по-
является при решении целого ряда практических задач. В [12] доказано, что если
некоторое дерево является реализацией гиперграфа, то в этом гиперграфе пере-
сечение любого множества попарно пересекающихся гиперребер не пусто (условие
Хелли). С другой стороны, как показано в [15, 23], некоторый граф является гра-
фом пересечений некоторого семейства поддеревьев дерева тогда и только тогда,
когда этот граф является триангулированным, т. е. из реализуемости гиперграфа
деревом следует триангулированность его реберного графа. В [19, 36] доказыва-
ется, что триангулированность реберного графа и выполнение условия Хелли для
гиперграфа являются также и достаточными для того, чтобы существовала реа-
лизация этого гиперграфа деревом. В [6] приведена достижимая верхняя оценка
числа ребер в минимальной реализации гиперграфа. Достижимая нижняя оценка
числа ребер в минимальной реализации найдена в [18]. В [6] найдены достижимые
оценки минимального числа ребер реализации, подграф которой, индуцированный
произвольным гиперребром, содержит гамильтонову цепь. В [5] рассматривают-
ся различные виды гамильтоновых реализаций. Исследуются вопросы построения
реализаций, имеющих гамильтонов цикл и определенным образом согласованных
с реберным графом заданного гиперграфа. Доказана NP–полнота задачи постро-
ения таких реализаций в общем случае, выделены полиномиально разрешимые
случаи. Для деревьев, хордовых графов имеются быстрые алгоритмы эффектив-
ного поиска, декомпозиции, элиминации и поэтому они широко используются в
различных приложениях.

4. Проблемы экстремальной нумерации вершин гиперграфа

В большинстве задач комбинаторной оптимизации на перестановках размещае-
мые объекты обладают определенной совокупностью взаимосвязей, которую часто
можно задать с помощью графа или гиперграфа. В этом случае задача состо-
ит в поиске такой нумерации вершин графа или гиперграфа, которая доставила
бы экстремальное значение некоторому функционалу, определенному на множе-
стве нумераций. В общем случае большинство задач экстремальной нумерации
для графов и матриц являются NP–полными, поэтому для них не существует
эффективных полиномиальных алгоритмов точного решения [1]. В этой ситуа-
ции представляется актуальным исследование частных случаев задач нумерации,
поставленных на ограниченных классах графов либо использование различных
эвристик, например эволюционных стратегий.
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Определение 4. Нумерацией n-вершинного графа G = (X,E) называется взаим-
но однозначное отображение π : X → I, где I = {i1, i2, . . . , in} — множество целых
чисел, а π в общем случае принадлежит какому-то классу функций F .

Общая задача о нумерации ставится так: для заданного графа G найти такую
нумерацию π ∈ F , чтобы функционал Φ(G, π) принимал наименьшее значение.

Среди задач нумерации можно выделить следующие наиболее известные.

Задача 1. Задача о ширине графа.
Задача о построении минимальной по ширине нумерации называется задачей

о ширине графа.
Шириной графа G = (X,E) при нумерации π называется число
Φ(G, π) = max{|π(xi)− π(xj)| : (xi, xj) ∈ E}, а шириной графа G = (X,E)

число Φ(G) = min
f∈F

(Φ(G, π)).

Эта проблема в [1] описывается под номером ТГ40.
Условие. Заданы граф G = (V,E) и положительное целое число K ≤ |V |.
Вопрос. Существует ли линейное упорядочение множества V , такое, что его

ширина не более K? Другими словами, cуществует ли взаимно однозначная функ-
ция f : V → {1, 2, . . . , |V |}, такая, что для всех (u, v) ∈ E выполнено соотношение
|f(u)− f(v)| ≤ K? Задача соответствует минимизации ширины симметрической
матрицы путем одновременных перестановок строк и столбцов.

Задача 2. Задача о профиле графа. Задача о профиле чаще всего возникает в
вычислительной математике при обработке разреженных матриц, например, ко-
гда надо решить профильным методом систему линейных уравнений Ax = b,
где A — симметричная разряженная матрица порядка n × n. Пусть в каждой
строке i aii ̸= 0 и ji — позиция первого ненулевого элемента в строке. Число
βi=i − ji = i − min{j : aij ̸= 0} называют шириной строки i. Таким образом,
первый ненулевой элемент строки i находится левее главной диагонали на βi по-
зиций. Оболочка матрицы A — это множество элементов aii ̸= 0, для которых
0 < i − j < βi. В строке i оболочке принадлежат все элементы со столбцовыми
индексами jmin(i) до i− 1, всего βi элементов. Диагональные элементы не входят
в оболочку. Профиль матрицы определяется как число элементов в ее оболочке:
profile (A) =

∑
i βi [7]. При использовании профильной схемы хранения матрицы

достигается значительная экономия памяти компьютера. Профиль меняется при
перестановках строк и столбцов матрицы. Меньший профиль означает меньшую
память и меньшее число операций в вычислениях, выполняемых с матрицей. Дру-
гими словами, решая задачу о профиле, необходимо так симметрично переставить
строки и столбцы матрицы A, чтобы результирующая матрица имела минималь-
ный профиль, т.е. необходимо найти матрицу перестановки Q такую, чтобы про-
филь матрицы p(QAQT ) был минимальным. Задача о профиле формулируется в
графовой форме следующим образом. Симметричной матрице A(n×n) ставится в
соответствие такой неориентированный граф G = (X,E), что X = {x1, x2, . . . , xn}
и E = {(xi, xj) : i ̸= j ∧ aij ̸= 0}. Тогда p(A) =

∑n
i βi =

∑n
i (i − min

xj∈N [xi]
j), где
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N [xi] — закрытая окрестность вершины xi графа G = (X,E). Матрице переста-
новки Q соответствует такое взаимно однозначное отображение (нумерация вер-
шин) π : X → {1, 2, . . . , n}, что p(QAQT ) =

∑
x∈X(π(x)− min

y∈N [x]
π(y)). При нумера-

ции π профильная ширина вершины x графа определяется следующим образом:
βπ(x) = π(x)− min

y∈N [x]
π(y).

Профилем графа G = (X,E) при нумерации π называется число p(G, π) =∑
x∈X βπ(x) =

∑
x∈X(π(x)− min

y∈N(x)
π(y)), где N [y] — закрытая окрестность вершины

x графа G = (X,E). Профилем графа G = (X,E) называется число p(G)= min
p(G, π), где π пробегает F . Нумерация π называется оптимальной профильной
нумерацией, p(G, π) = p(G).

Теорема 1. Задача о профиле графа является NP–трудной.

Очевидно, что задача о профиле, т.е. задача о нахождении профиля p(G) графа
G, эквивалентна задаче пополнения до графа интервалов, которая является NP-
полной если ограничиться реберными графами (ТГ35 в [1]).

Условие. Заданы граф G = (V,E) и неотрицательное целое число K.
Вопрос. Существует ли множество E′, содержащее E, такое, что |E′−E| ≤ K и

граф G = (V,E′) является графом интервалов? К этой проблеме сводится задача
Оптимальное линейное упорядочение. Для K = 0 задача разрешима за полино-
миальное время. Задача о нахождении профиля дерева может быть разрешена за
полиномиальное время.

Нумерации вершин гиперграфа порождают следующие проблемы.

Задача 3. Задача о длине гиперграфа.
Пусть H = (X,U ;R) – некоторый гиперграф с множеством вершин X =

{x1, x2, . . . , xn} и множеством ребер U = {u1, u2, . . . , um}.
Нумерацией n-вершинного гиперграфа H = (X,U ;R) называется взаимно од-

нозначное отображение π : X → I, где I = {i1, i2, . . . , in} — нумерующая после-
довательность из целых чисел. Длиной гиперграфа H = (X,U ;R) относительно
нумерации π называется число d(H, π) =

∑
[max
xi∈u

(π(xi))−min
xj∈u

(π(xj))], где u ∈ U , а

длиной гиперграфа H = (X,U ;R) — число d(H) = min d(H, π), где π пробегает F .
Задача о длине гиперграфа возникает в ряде практических задач при автома-

тизации проектирования интегральных схем и компонент компьютеров (САПР),
в биологии при решении задач о наследственности, а также в различных областях
теории информации.

Задача 4. (Hypergraph Ordering Problem, HOP) Пусть задан гиперграф H =
(X,U ;R). HOP проблема заключается в поиске порядка σ на множестве вершин
X такого, что минимизируется величина argminσ

∑
u∈U(max

vj∈u
σ(vj)−min

vi∈u
σ(vi)).

Эта проблема сводится к проблеме минимизации линейного порядка [25], ко-
торая является NP–полной.
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Задача 5. Hypergraph Optimal Linear Arrangement (HOLA). HOLA проблема
формулируется следующим образом. Дан гиперграф H = (X,U ;R) и множе-
ство весов W = {w1, w2, . . . , wk}. Пусть X = {1, 2, . . . , n} — множество вершин,
U = {U1, U2, . . . , Uk} — семейство подмножеств множества X. Линейное упорядо-
чение вершин X представляется перестановкой π1, π2, . . . , πn множества 1, 2, . . . , n.
Вершина i связывается с π(i) позицией в линейном порядке. Стоимостью переста-
новки π называется величина C(π) =

∑k
i=1 wi max

q,l∈Ui

{|π(q)− π(l)|}.

В случае, когда вместо гиперграфа рассматривается обыкновенный граф, про-
блема называется Graph Optimal Linear Arrangement (GOLA). Дан граф G =
(X,E) с весом w(i, j) ребра (i, j) ∈ E. Требуется найти перестановку, доставля-
ющую минимум величине C(π) =

∑
(i,j)∈E w(i, j) |π(i)− π(j)|. Граф всегда рас-

сматривается как частный случай гиперграфа, мощность каждого ребра которого
равна 2. Другими словами, граф 2-униформный гиперграф. В случае, когда все
w(i, j) = 1 проблема известна как Optimal Linear Arrangement (OLA) problem.
OLA проблема является широко известной NP–трудной задачей. HOLA проблема
сводится к OLA проблеме и также является NP–трудной. Для GOLA проблемы,
если граф корневое дерево, то решение можно найти за время O(|X| log |X|) [9].
Для проблемы OLA, если граф неориентированное дерево, то оценка решения рав-
на O(|X|2.2) [35]. GOLA проблема изучалась в [9]. Эвристики для HOLA проблем
рассматривались в [34, 24]. HOLA проблема с единичными весами изучалась в ра-
боте [27]. Одной из первых работ, связанных к экстремальными нумерациями на
вершинах графов, является [25]. В этой работе проблема формулируется следую-
щим образом. Given a graph G = (V,E), the minimum linear arrangement problem
finds the order σ of V that can minimize the graph_cost(G, σ)=

∑
(i,j)∈E |σ(vi)− σ(vj)|.

Проблема описывается в работах [21, 22]. В [20] проблема упоминается под но-
мером GT42. В [1] проблема описывается под номером [ТГ 42] — Оптимальное
линейное упорядочение.

Условие. Заданы граф G = (V,E) и положительное целое число k.

Вопрос. Существует ли взаимно-однозначная функция f : V → {1, 2, . . . , |V |},
такая, что

∑
(u,v)∈E |f(u)− f(v)| ≤ k? Задача NP–полна для двудольных графов и

разрешима за полиномиальное время, если G — дерево. В [16] проблема описана
в GT44. Тут же отмечается, что в [32] приводится алгоритм с оценкой O(log |V |).

Надо отметить, что в настоящее время достаточно активно изучаются инва-
рианты графов и гиперграфов, определяемые через экстремальные по различным
критериям нумерации вершин. Интерес к подобным инвариантам связан, в част-
ности, с тем, что они естественным образом возникают в таких приложениях, как
искусственный интеллект (в задачах Data Mining, Web–mining), экономика, архи-
тектура компьютеров, находят применение в теории программирования.
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5. Спецификация модели объектно-признаковой
кластеризации

Опишем теперь проблему объектно-признаковой кластеризации в виде опти-
мальной линейной нумерации вершин гиперграфа.

В идеальном случае подматрицы, соответствующие кластерам, должны быть
полностью заполнены элементами (в случае бинарной матрицы единицами). На
практике в исходных {0, 1}–данных, имеющих объектно-признаковую природу, мо-
гут присутствовать ошибочные значения — пропущенные объекты/признаки или
напротив лишние, либо могут появляться различные шумы. В практических при-
ложениях можно использовать понятие плотности бикластера. Это может быть
количество единиц или отношение количества единиц к общему числу элементов
бикластера.

Здесь под бикластером понимается подмножество вершин гиперграфа, имею-
щих минимальную оценку при оптимальной нумерации вершин гиперграфа.

Вложение гиперграфа в целочисленную решетку и оценка множества ребер
гиперграфа. Пусть H = (X,U ;R) — некоторый гиперграф с множеством вершин
X = {x1, x2, . . . , xn} и семейством подмножеств ребер U = {u1, u2, . . . , um} гипер-
графа. Обозначим через N2 множество упорядоченных пар {(x, y) : x, y ∈ N},
образующих двумерную целочисленную решетку. Вложением вершин гипергра-
фа в решетку будем называть инъективное отображение π : X → N2. Вершины
гиперграфа отображаются в узлы решетки. Если v ∈ N2, то назовем x(v), y(v)
координатами узла решетки.

Пусть q множество бикластеров. Бикластер представляет собой прямоуголь-
ную подматрицу Z × Y ⊆ X × U,Z ⊆ X,Y ⊆ U . Количество бикластеров q
зависит от их структуры и количества элементов, входящих в них.

Дадим оценку бикластера Bl гиперграфа при отображении (нумерации) π сле-
дующим образом:

C(Bl) = (max{x(π(uj)) : uj ∈ B} −min{x(π(uk)) : uk ∈ B})+

+(max{y(π(ui)) : ui ∈ B} −min{y(π(ul)) : ul ∈ B}).
Оценку гиперграфа относительно отображения π обозначим как S(H, π).

S(H, π) =
∑

l∈{1,2,...,s}

C(Bl) =

=
∑
u∈B

((max{x(π(uj)) : uj ∈ B} −min{x(π(uk)) : uk ∈ B})+

+(max{y(π(ui)) : ui ∈ B} −min{y(π(ul)) : ul ∈ B})).
Оценка подматрицы – это сумма разностей наибольших и наименьших координат
вершин бикластера Bl по длине и ширине.

Оценкой гиперграфа называется величина равная S(H) = minS(H, π) для всех
возможных отображений π. Будем говорить, что π∗ оптимальное отображение,
если S(H) = S(H, π∗).
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Определение 5. Для данного гиперграфа H = (X,U) под проблемой оптималь-
ного вложения гиперграфа в решетку будем понимать нахождение такого отобра-
жения π : X → N2, которое минимизирует величину S(H, π):

S(H, π) = argmin
π

∑
u∈B

((max{x(π(uj)) : uj ∈ B} −min{x(π(uk)) : uk ∈ B})+

+(max{y(π(ui)) : ui ∈ B} −min{y(π(ul)) : ul ∈ B})).

Выявляемые структуры бикластеров подматриц. Среди современных наибо-
лее известных алгоритмов существуют не только такие, которые находят один
бикластер, но и порождающие множество бикластеров. Бикластеры, входящие в
такое множество, могут иметь различную структуру. Наиболее известные в прак-
тических приложениях.

1. Бикластеры, исключающие пересечения по строкам и столбцам (прямоуголь-
ные диагональные блоки после переупорядочивания строк и столбцов). В
этом случае матрица A базы транзакционных данных имеет блочно–диаго-
нальную структуру.

2. Неперекрывающиеся бикластеры со структурой шахматной доски.

3. Бикластеры с перекрытием. Блоки матрицы имеют зацепление по строкам
и столбцам.

4. Неперекрывающиеся бикластеры с древесной структурой.

5. Перекрывающиеся бикластеры с иерархической структурой.

6. Произвольно расположенные перекрывающиеся бикластеры.

7. Неперекрывающиеся не исключающие пересечения бикластеры.

8. Одиночный бикластер.

9. Бикластеры, имеющие зацепление по строкам матрицы данных (только со-
седние блоки).

10. Бикластеры, имеющие зацепление по столбцам матрицы данных (только со-
седние блоки).

В последних двух случаях матрица имеет квазиблочную структуру с зацеплением
блоков (бикластеров) по строкам или столбцам.

Разбиение транзакционных данных на блоки. Для приложений интересны слу-
чаи, когда матрица обладает блочно–диагональной структурой или квазиблочной
структурой, а также бикластеры с перекрытием по строкам и столбцам. Послед-
няя структура имеет на практике наибольшее применение.
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Пусть DT = (T, I) — база данных транзакций, где T — множество транзакций,
I — множество элементов данных входящих в транзакции. T = X, I = U .

Пусть множество бикластеров B = {B1 = (Z1 × Y1), B2 = (Z2 × Y2), . . . , Bq =
(Zq × Yq)} покрывает матрицу A, которая соответствует базе транзакционных
данных. Решение проблемы получения кластеров сводится к оптимизации упо-
рядочения вершин двух гиперграфов. Гиперграф H1 = (V1, E1;R1) и гипер-
граф H2 = (V2, E2;R2), где V1 = T , E1 = Z, Z = {Z1, Z2, . . . , Zq}, V2 = I,
E2 = Y, Y = {Y1, Y2, . . . , Yq}. Отметим, что в данном случае происходит огрубление
исходного гиперграфа, некоторые из вершин могут не входит ни в одно из ребер
гиперграфов H1, H2. Оптимальное решение проблемы соответствует минимизации
величины

C(B, πZ , πY ) =

q∑
k=1

(max
zu∈Zk

πZ(zu)− min
zv∈Zk

πZ(zv)) +

q∑
k=1

(max
yu∈Yk

πY (yu)− min
yv∈Yk

πY (yv)) =

=
∑

Zk∈E1

(max
zu∈Yk

πZ(zu)− min
zv∈Zk

πZ(zv)) +
∑

Yk∈E2

(max
yu∈Yk

πY (yu)− min
yv∈Yk

πY (yv)) =

= C(H1, π
∗
Z) + C(H2, π

∗
Y ),

где C(H, π∗) - оценка гиперграфа при оптимальной нумерации π∗, где π∗
Z , π

∗
Y - со-

ответствующие нумерации гиперграфов. Таким образом, задача сводится к поиску
минимальных нумераций вершин двух гиперграфов H1 и H2. Очевидно, что эти
проблемы можно рассматривать независимо друг от друга. Покажем, что мини-
мизация величины C(B, πZ , πY ) является NP–трудной задачей. Эта задача сводит-
ся к проблеме минимизации линейного упорядочения вершин графа G = (V,E).
Пусть S = (S1, S2, . . . , Sq) какое-либо разбиение матрицы A на q блоков, образую-
щих прямоугольные подматрицы. В дальнейшем под блоками понимаются блоки
Sj, j = 1, 2, . . . , q, состоящие из последовательных строк матрицы A. Такие бло-
ки будут соответствовать бикластерам матрицы. В результате этого любой блок
Sj, j = 1, 2, . . . , q можно однозначно определить с помощью индекса ij послед-
ней строки, входящей в этот блок, и с помощью индекса последней строки ij−1

предшествующего блока Sj−1. Данное разбиение S = (S1, S2, . . . , Sq) матрицы A
на бикластеры можно записать в виде последовательности последних строк, вхо-
дящих в блоки — {i1, i2, . . . , iq}. Построим неориентированный граф G = (V,E),
соответствующий разбиению матрицы A на блоки, следующим образом. Поставим
в соответствие каждой строке i матрицы A некоторую вершину vi графа G. Верши-
ны vi и vj, (i < j) соединяются ребром e = (vi, vj) ∈ E, если строки i, j могут быть
последними в двух соседних блоках. Если каждая из строк матрицы может быть
последней строкой первого блока кластера, то можно ввести для удобства доми-
нирующую вершину v0. Вершина v0 не всегда будет соединяться ребром с каждой
вершиной, на практике не каждая строка может представлять первый блок. Разби-
ению S = (S1, S2, . . . , Sq), которое можно записать с помощью индексов последних
строк блоков {i1, i2, . . . , iq}, соответствует в графе G путь {v0, vi1 , vi2 , . . . , viq}. Оче-
видно, что задача разбиения матрицы на блочные структуры является в общем
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случае NP–полной проблемой. Таким образом, проблема гиперграфа сводится к
проблеме минимальной линейной нумерации вершин графа G = (V,E). Сфор-
мулируем проблему следующим образом. Пусть дан граф G = (V,E) (в общем
случае граф взвешенный), найти порядок π, который бы минимизировал следу-
ющую величину GC(G, π) = |π(vi)− π(vj)|. Очевидно, что эта проблема является
частным случаем проблемы гиперграфа, когда гиперграф представляет из себя
2-униформный гиперграф. В общем случае разбиение данных на блоки не един-
ственно. Поэтому возникает задача поиска оптимального разбиения информации
на бикластеры.

6. Результаты и дальнейшие исследования

В работе предлагается сведение проблемы выявления бикластеров в базе тран-
закционных данных к оптимизационной задаче оптимальной нумерации вершин
гиперграфа. Экстремальные задачи на графах являются NP–трудными, а зна-
чит, актуальным является поиск новых алгоритмов решения цитируемых проблем.
Перспективным является анализ некоторых реализаций гиперграфа (древовидная
реализация, гамильтонов путь и др.), для которых существуют полиномиальные
алгоритмы решения рассматриваемых проблем. В качестве возможных направле-
ний дальнейших исследований можно выделить следующие. Актуальным остается
изучение свойств топологической структуры бикластеров, в частности, определе-
ние степени перекрытия бикластеров. Для различных структур актуальным явля-
ется оценка максимального и минимального числа элементов внутри q блоков мат-
рицы данных, а также элементов оказавшихся вне блоков бикластеров, что в свою
очередь позволит дать верхнюю и нижнюю оценку числа бикластеров матрицы
данных. Надо отметить, что задача оценки числа всевозможных разбиений мат-
рицы на блоки бикластера является NP–трудной, поэтому актуальным остается
разработка эффективных алгоритмов, в частности, эвристических эволюционных
алгоритмов. Очевидно, что выявление блоков бикластеров матрицы транзакци-
онных данных в общем случае не единственно. Естественным образом возникает
проблема оптимального разбиения матрицы на подматрицы, соответствующие ис-
комым бикластерам. Важным остается оценка возможности определения порядка
на бикластерах, а также анализ их алгебраической структуры.
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