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Аннотация. На основе техники наименьших квадратов построена новая итерационная схема для на-
хождения решений автономной слабо нелинейной краевой задачи для системы дифференциальных урав-
нений с запаздыванием в критическом случае. Задача о нахождении периодических решений автономной
краевой задачи с запаздыванием в критическом случае существенно отличается от аналогичной зада-
чи для неавтономной системы, поскольку период искомого решения не известен и является функцией
малого параметра.
Ключевые слова: метод наименьших квадратов, итерационная схема, автономная краевая задача с
запаздыванием.

1. Постановка задачи

Исследована задача о построении приближений к T(ε)-периодическому решению

z(t, ε) : z(·, ε) ∈ C1[0,T(ε)], T(0) = T, ∆ ∈ R1, z(t, ·) ∈ C[0, ε0]

системы дифференциальных уравнений с запаздыванием [5, 6, 13]

dz(t)/dt = Az(t) +Bz(t−∆) + εZ(z(t), z(t−∆), ε). (1)

Решения периодической задачи для уравнения (1) ищем в малой окрестности T -
периодического решения z0(τ) : z0(·) ∈ C1[0, T ] порождающей системы

dz0/dτ = Az0(τ) +Bz0(τ −∆), A, B ∈ Rn×n. (2)

Здесь A, B — постоянные (n × n)-мерные матрицы, Z(z(t), z(t − ∆), ε) — нелинейная
вектор-функция, непрерывно-дифференцируемая по неизвестным z(t) и z(t−∆) в малой
окрестности решения порождающей T -периодической задачи для системы (2), а также
непрерывно-дифференцируемая по малому параметру ε на отрезке [0, ε0]. В критиче-
ском случае [4, c. 33], при наличии чисто мнимых корней λj = ±ikjT, i =

√
−1, j ∈ Z

характеристического уравнения det[A + Be−λ∆ − λIn] = 0, система (2) имеет семейство
T -периодических решений z0(τ, cr) = Xr(τ)cr, cr ∈ Rr. Здесь Xr(τ) — (n × r)-матрица,
составленная из r линейно-независимых T -периодических решений системы (2). В кри-
тическом случае сопряженная система

dy(τ)/dt = −A∗y(τ)−B∗y(τ +∆)
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имеет семейство T -периодических решений вида [4, c. 30] y(τ, cr) = Hr(τ)cr, cr ∈ Rr.
Здесь Hr(τ) — (n×r)-матрица, составленная из r-линейно-независимых T -периодических
решений сопряженной системы. Заметим, что пространство решений порождающей си-
стемы (2) — конечномерно [11]. Существенным отличием автономной T(ε)-периодической
задачи (1) от аналогичной неавтономной периодической задачи также является тот факт,
что любое решение z(t, ε) задачи (1) существует наряду с целой серией решений z(t+h, ε),
отличающихся от исходного сдвигом по независимой переменной. Этот факт позволяет
[3, 9, 10, 12] зафиксировать начало отсчета независимой переменной таким образом, что-
бы решение порождающей T -периодической задачи (2) стало r − 1-параметричным

z0(τ, cr−1) = Xr−1(τ)cr−1, cr−1 ∈ Rr−1.

Задача о нахождении периодических решений автономной системы (1) в критическом
случае существенно отличается от аналогичной задачи для неавтономной системы,
поскольку период T(ε) искомого решения задачи (1) неизвестен и является функци-
ей малого параметра; представим его T(ε) = 2π(1 + εβ(ε)) через новую неизвестную
β(ε) ∈ C[0, ε0]. Величины

β(ε), β(0) := β∗, Ω(ε) :=
∆

1 + εβ(ε)

подлежат определению в процессе нахождения искомого решения. Совершая в системе
(1) замену независимой переменной [3, 9, 10, 12] t = τ(1 + εβ(ε)), приходим к задаче о
нахождении T -периодических решений системы

dz(τ)/dτ = Az(τ) +Bz(τ − Ω(ε))+

+ εβ(ε)[Az(τ) +Bz(τ − Ω(ε))] + ε(1 + εβ(ε))Z(z(τ), z(τ − Ω(ε)), ε). (3)

2. Необходимое условие разрешимости

Обозначая

f0(τ, c
∗) = β∗[Az0(τ, c

∗
r−1) +Bz0(τ −∆, c∗r−1)] + Z(z0(τ, c

∗
r), z0(τ −∆, c∗r−1), 0),

аналогично [3, 9, 10, 12] приходим к необходимому условию существования искомого
T(ε)-периодического решения системы (1).

Теорема 1. Если T(ε) периодическая задача для автономной системы (1) в критиче-
ском случае имеет решение, при ε = 0 обращающееся в порождающее z(t, 0) = z0(t, c

∗
r−1),

то вектор c∗ = col (c∗r−1, β∗) ∈ Rr удовлетворяет уравнению [3]

F (c∗) :=

∫ T

0
H∗

r (s)f0(s, c
∗) ds = 0. (4)

Корни уравнения (4) определяют порождающее решение z0(τ, c∗r−1), в малой окрестности
которого в критическом случае могут существовать искомые решения T -периодической
задачи для уравнения (1). Если же уравнение (4) не имеет действительных решений, то
поставленная T -периодическая задача для уравнения (1) неразрешима.
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Предположим, что уравнение (4) имеет действительные корни. Фиксируя одно из
решений c∗ ∈ Rr уравнения (4), приходим к задаче об отыскании T(ε)-периодических
решений автономной системы (3) z(τ, ε) = z0(τ, c

∗
r−1) + x(τ, ε) в окрестности порож-

дающего решения z(τ, 0) = z0(τ, c
∗
r−1). Для нахождения T -периодического возмущения

x(τ, ε) : x(·, ε) ∈ C1[0, T ], x(τ, ·) ∈ C[0, ε0], x(τ, 0) ≡ 0 порождающего решения z0(τ, c
∗
r−1)

используем T -периодическую задачу для уравнения

dx(τ, ε)/dt = Ax(τ, ε) +Bx(τ −∆, ε)+

+B[z(τ − Ω(ε), ε)− z(τ −∆, ε)] + εβ(ε)[Az(τ, ε) +Bz(τ − Ω(ε), ε)]+

+ ε(1 + εβ(ε))Z(z0(τ, c
∗
r−1) + x(τ, ε), z0(τ − Ω(ε), c∗r−1) + x(τ − Ω(ε), ε), ε). (5)

Учитывая непрерывную дифференцируемость по первым двум аргументам вектор-
функции

Z(z0(τ, c
∗
r−1) + x(τ, ε), z0(τ − Ω(ε), c∗r−1) + x(τ − Ω(ε), ε), ε)

в окрестности порождающего решения z0(τ, c
∗
r−1) и непрерывную дифференцируемость

по малому параметру, разлагаем эту функцию в малой окрестности точек x(τ) = 0,
x(τ − Ω(ε)) = 0 и ε = 0

Z(z0(τ, c
∗
r−1) + x(τ), z0(τ − Ω(ε), c∗r−1) + x(τ − Ω(ε)), ε) =

= Z(z0(τ, c
∗
r−1), z0(τ −∆, c∗r−1), 0) +A∆1(τ)x(τ −∆, ε) + εA2(τ)+

+A1(τ)x(τ, ε) +R(z0(τ, c
∗
r−1) + x(τ, ε), z0(τ − Ω(ε), c∗r−1) + x(τ − Ω(ε), ε), τ, ε), (6)

где
A1(τ) = Z ′

z(τ,ε)(z0(τ, c
∗
r−1)z0(τ −∆, c∗r−1), 0),

A2(τ) = Z ′
z(τ−Ω(ε),ε)(z0(τ, c

∗
r−1)z0(τ −∆, c∗r−1), 0),

A3(τ) = Z ′
ε(z0(τ, c

∗
r−1)z0(τ −∆, c∗r−1), 0).

Остаток
R(z0(τ, c

∗
r−1) + x(τ, ε), z0(τ − Ω(ε), c∗r−1) + x(τ − Ω(ε), ε), ε)

разложения более высокого порядка малости по x(τ, ε), x(τ − Ω(ε), ε) и ε в окрестности
точек x(τ, ε) = 0, x(τ − Ω(ε), ε) = 0 и ε = 0, чем первые четыре члена разложения (6).
Обозначим (r × r)-матрицу

B0 =

∫ T

0
H∗

r (s){[β∗A+A1(s)]Xr−1(s)+

+ [β∗B +A∆1(s)]Xr−1(s−∆); [AXr−1(s) +BXr−1(s−∆)] · c∗r−1} ds,

являющуюся производной левой части уравнения (4) для порождающих амплитуд

B0 =
∂F (cr−1, β)

∂(cr−1, β)

∣∣∣∣∣∣∣∣ cr−1 = c∗r−1,
β = β∗

.

Условия разрешимости периодической задачи для системы (5) в критическом случае
приведены в статье [3].
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Теорема 2. В критическом случае для каждого простого (detB0 ̸= 0) корня уравнения
(4) для порождающих амплитуд c∗ = col (c∗r−1, β∗) ∈ Rr уравнение (3) имеет един-
ственное T -периодическое решение x(τ, ε) : x(·, ε) ∈ C1[0, T ], x(τ, ·) ∈ C[0, ε0]. Система
(1) имеет при этом единственное T(ε)-периодическое решение

z(t, ε) : z(·, ε) ∈ C1[0,T(ε)], z(t, ·) ∈ C[0, ε0],

при ε = 0 обращающееся в порождающее z(t, 0) = z0(τ, c
∗
r−1).

Условия приведенной теоремы, в отличие от результатов статьи [3], предполагают
известными только базис T -периодических решений Xr(τ) порождающей системы (2) и
базис T -периодических решений Hr(τ) сопряженной системы.

3. Частный критический случай

Согласно традиционной классификации краевых задач [3, 13] случай простоты кор-
ней уравнения для порождающих амплитуд (4) назван критическим случаем первого
порядка. Менее изученным является случай кратных (detB0 = 0) корней уравнения для
порождающих амплитуд (4); при этом согласно традиционной классификации периоди-
ческих краевых задач поставленная задача для уравнения (1) не может быть отнесена к
критическому случаю второго или более высокого порядка [3], а также к особому кри-
тическому случаю, поскольку уравнение для порождающих амплитуд не обращается в
тождество [15]. При наличии кратных корней уравнения для порождающих амплитуд
(4), оставляя только линейно-независимые строки уравнения (4), получаем эквивалент-
ное условие разрешимости исходной задачи (1)

Fρ(c
∗) :=

∫ T

0
H∗

ρ (s)f0(s, c
∗) ds = 0; (7)

здесь Hρ(t) — (ρ × r)-мерная матрица, составленная из ρ -линейно-независимых строк
матрицы Hr(τ).

Следствие. Если T(ε)-периодическая задача для автономной системы (1) в критиче-
ском случае имеет решение, при ε = 0 обращающееся в порождающее z(t, 0) = z0(t, c

∗
r−1),

то вектор c∗ = col (c∗r−1, β∗) ∈ Rr удовлетворяет уравнению (7).

Оставляя только линейно-независимые строки в условии разрешимости T -
периодической задачи для автономной системы (3), с учетом равенства (7), получаем
эквивалентное условие разрешимости исходной задачи T(ε)-периодической задачи для
автономной системы (1)

∫ 2π

0
H∗

ρ (s){εβ∗{[AXr−1(s) +BXr−1(s−∆)] · c∗r−1+

+ r(z0(s, c
∗
r−1) + x(s, ε), z0(s− Ω(ε), c∗r−1) + x(s− Ω(ε), ε), ε)} ds = 0;
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здесь

r(z0(s, c
∗
r−1) + x(s, ε), z0(s− Ω(ε), c∗r−1) + x(s− Ω(ε), ε), ε) :=

= B[z(s− Ω(ε), ε)− z(s−∆, ε)] + εβ∗{Ax(s, ε) +B[z0(s− Ω(ε), c∗r−1)−
− z0(s−∆), c∗r−1) + x(s− Ω(ε), ε)]}+ ε[A1(s)x(s, ε)+

+A∆1(s)x(s−∆, ε) + εA2(s) +R(z(s, ε), z(s− Ω(ε), ε), s, ε)]+

+ εβ̄(ε){Ax(s, ε) +B[z(s− Ω(ε), ε)− z0(s−∆), c∗r−1)]}+
+ ε2β(ε)Z(z(s, ε), z(s− Ω(ε), ε), s, ε).

В случае кратных корней уравнения для порождающих амплитуд (4) матрица B0 вы-
рождена. Обозначим (ρ× 1)-мерную матрицу

B0 =

∫ T

0
H∗

ρ (s){[AXr−1(s) +BXr−1(s−∆)] · c∗r−1} ds,

являющуюся производной левой части модифицированного уравнения (7) для порожда-
ющих амплитуд

B0 =
∂F (cr−1, β)

∂β

∣∣∣∣∣∣∣∣ cr−1 = c∗r−1,
β = β∗

.

Условие разрешимости T(ε)-периодической задачи для автономной системы (1)

εβ̄(ε) = −B+
0 ·

∫ 2π

0
H∗

ρ (s) · r((z(s, ε)z(s− Ω(ε), ε), ε)) ds,

устанавливает зависимость между функцией β(ε) := β∗ + β̄(ε), β̄(ε) ∈ C[0, ε0], β(0) = 0,
малым параметром ε и амплитудой c∗r−1 порождающего решения z0(τ, c

∗
r−1). Последнее

уравнение при условии PB∗
0
= 0 имеет по меньшей мере одно решение, при этом T -

периодическая задача для автономной системы (3) в окрестности порождающего реше-
ния z0(τ, c

∗
r−1) имеет по меньшей мере одно решение, представимое операторной системой

z(τ, ε) = z0(τ, c
∗
r−1) + x(τ, ε), ε, β̄(ε) = −B+

0 ·
∫ 2π

0
H∗

ρ (s) · r((z(s, ε), z(s− Ω(ε), ε), ε)) ds,

x(τ, ε) = εG{B[z(s− Ω(ε), ε)− z(s−∆, ε)] + ε(1 + εβ(ε))× (8)

×Z(z0(s, c
∗
r−1) + x(s, ε), z0(s−∆, c∗r−1) + x(s−∆, ε), ε)}(τ).

При условии PB∗
0
̸= 0, PB∗

0
= 0 будем говорить, что для T -периодической задачи для ав-

тономной системы (1) имеет место частный критический случай. Принципиальное отли-
чие операторной системы (8) в частном критическом случае от аналогичной операторной
системы в критическом случае первого порядка [3] состоит в том, что искомое решение
периодической задачи для автономной системы (1) является функцией не только малого
параметра ε, но и произвольной амплитуды c∗r−1 порождающего решения z0(τ, c

∗
r−1). В

свою очередь максимальное значение величины амплитуды c∗r−1 порождающего решения
z0(τ, c

∗
r−1) определяется, например, из условия сжимаемости оператора, определяемого

операторной системой (8).
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Для построения приближенного решения операторной системы (8) в частном крити-
ческом случае применим метод простых итераций; для его использования можно вос-
пользоваться конструкцией обобщенного оператора Грина G[f(s)](τ) периодической за-
дачи для дифференциальной системы с запаздыванием в критическом случае [3, 13]. В
данной статье для построения приближений к решению операторной системы (8) анало-
гично [8, 9, 10, 14, 17, 16] будет использован метод наименьших квадратов. Предположим
выполненным условие PB∗

0
= 0 и пусть

{φ(j)(τ)}∞j=1 = φ(1)(τ), φ(2)(τ), . . . , φ(k)(τ), . . .

— система линейно-независимых непрерывно-дифференцируемых T -периодических n-
мерных вектор-функций. Решение T -периодической задачи для уравнения (3) ищем в
малой порождающего решения z0(τ, c

∗
r−1). Первое приближение x1(τ, ε) к решению T -

периодической задачи для уравнения (5) ищем, как T -периодическое решение системы

dx1(τ, ε)/dt = Ax1(τ, ε) +Bx1(τ −∆, ε) + εβ∗{A[z0(τ, c
∗
r−1) + x1(τ, ε)]+

+B[z0(τ −∆, c∗r−1) + x1(τ −∆, ε)]}+ ε(1 + εβ∗)×
× {Z(z0(τ, c

∗
r−1), z0(τ −∆, c∗r−1), 0) +A1(τ)x1(τ, ε) +A∆1(τ)x1(τ −∆, ε) + εA2(τ)}. (9)

Обозначим (n× k1)-матрицу

φ1(τ) = [φ
(1)
1 (τ) φ

(2)
1 (τ) . . . φ

(k1)
1 (τ)],

составленную из k1 элементов системы функций {φ(j)(τ)}∞j=1. Приближение к решению
T -периодической задачи для системы (9) ищем в виде

x1(τ, ε) := ξ1(τ, ε) ≈ φ1(τ)c1(ε), c1(ε) ∈ Rk1 .

В общем случае первое приближение ξ1(t, ε) не является точным решением T периоди-
ческой задачи для системы (9), поэтому потребуем

F (c1(ε)) = ||(1 + εβ∗){[A+ εA1(τ)]ξ1(τ, ε) + εβ∗[Az0(τ, c
∗
r−1)+

+Bz0(τ −∆, c∗r−1)] + εZ(z0(τ, c
∗
r−1), z0(τ −∆, c∗r−1), 0)+

+ [B + εA∆1(τ)]ξ1(τ −∆, ε) + ε2A2(τ)} − ξ′1(τ, ε)||L2[0,T ] → min

при фиксированной матрице φ1(τ). Функция

F (c1(ε)) =

∫ T

0
{(1 + εβ∗){[A+ εA1(τ)]ξ1(τ, ε)+

+ εZ(z0(τ, c
∗
r−1), z0(τ −∆, c∗r−1), 0)+

+ [B + εA∆1(τ)]ξ1(τ −∆, ε) + ε2A2(τ)}+ εβ∗[Az0(τ, c
∗
r−1)+

+Bz0(τ −∆, c∗r−1)]− ξ′1(τ, ε)}∗×
× {(1 + εβ∗){[A+ εA1(τ)]ξ1(τ, ε) + εZ(z0(τ, c

∗
r−1), z0(τ −∆, c∗r−1), 0)+

+ [B + εA∆1(τ)]ξ1(τ −∆, ε) + ε2A2(τ)}+ εβ∗[Az0(τ, c
∗
r−1)+

+Bz0(τ −∆, c∗r−1)]− ξ′1(τ, ε)}dτ
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представима в виде

F (c1(ε)) = ||Φ1(τ, ε)c1(ε) + ε(1 + εβ∗){Z(z0(τ, c
∗
r−1), z0(τ −∆, c∗r−1), 0)+

+ εA2(τ)}+ εβ∗[Az0(τ, c
∗
r−1) +Bz0(τ −∆, c∗r−1)]||L2[0,T ],

где
Φ1(τ, ε) = (1 + εβ∗){[A+ εA1(τ)]φ1(τ) + [B + εA∆1(τ)]φ1(τ −∆)} − φ′

1(τ).

Необходимое условие минимизации функции F (c1(ε)) приводит к уравнению

Γ(φ1(·), ε) · c1(ε) = −ε ·
∫ T

0
Φ∗
1(τ, ε){β∗[Az0(τ, c

∗
r−1)+

+Bz0(τ −∆, c∗r−1)] + (1 + εβ∗)[Z(z0(τ, c
∗
r−1), z0(τ −∆, c∗r−1), 0) + εA2(τ)]}dτ,

однозначно разрешимому относительно вектора c1(ε) ∈ Rk1 при условии невырожденно-
сти (k1 × k1)-матрицы Грама [1]

Γ(φ1(·), ε) =
∫ T

0
Φ∗
1(τ, ε) · Φ1(τ, ε) dτ.

Таким образом, при условии det[Γ(φ1(·), ε)] ̸= 0 находим вектор

c1(ε) = −ε · [Γ(φ1(·), ε)]−1 ·
∫ T

0
Φ∗
1(τ, ε){β∗[Az0(τ, c

∗
r−1)+

+Bz0(τ −∆, c∗r−1)] + (1 + εβ∗){Z(z0(τ, c
∗
r−1), z0(τ −∆, c∗r−1), 0) + εA2(τ)}}dτ,

определяющий наилучшее (в смысле наименьших квадратов) первое приближение к
решению T -периодической задачи для уравнения (5) x1(τ, ε) = ξ1(τ, ε) ≈ φ1(τ)c1(ε).
Из условия разрешимости периодической задачи для автономной системы (1) в случае
PB∗

0
= 0 находим первое приближение

β̄1(ε) = −B+
0 ·

∫ T

0
H∗

ρ (s)× r(z0(s, c
∗
r−1) + ξ1(s, ε), z0(s−∆, c∗r−1) + ξ1(s−∆, ε), ε) ds,

которое устанавливает зависимость между функцией β1(ε) := β∗ + β̄1(ε), малым пара-
метром ε и амплитудой c∗r−1 порождающего решения z0(τ, c

∗
r−1). Здесь

r(z0(s, c
∗
r−1) + ξ1(s, ε), z0(s−∆, c∗r−1) + ξ1(s−∆, ε), ε) :=

= [β∗A+A1(s)]ξ1(s, ε) + [β∗B +A∆1(s)]ξ1(s−∆, ε)+

+ εβ∗Z(z0(s, c
∗
r−1) + ξ1(s, ε), z0(s−∆, c∗r−1) + ξ1(s−∆, ε), ε).

Первое приближение β1(ε) определяет первое приближение T1(ε) = T (1 + εβ1(ε)) к ис-
комому периоду T(ε) решения задачи (1). Второе приближение x2(τ, ε) к решению T -
периодической задачи для уравнения (5) ищем, как T периодическое решение системы

dx2(τ, ε)/dt = Ax2(τ, ε) +Bx2(τ −∆, ε)+

+B{[z0(τ − Ω1(ε), c
∗
r−1) + x1(τ − Ω1(ε), ε)]− [z0(τ −∆, c∗r−1) + x1(τ −∆, ε)]}+

+ εβ1(ε){A[z0(τ, c
∗
r−1) + x2(τ, ε)] +B[z0(τ −∆, c∗r−1) + x2(τ −∆, ε)]}+

+ ε(1 + εβ1(ε)){Z(z0(τ, c
∗
r−1), z0(τ −∆, c∗r−1), 0) +A1(τ)x2(τ, ε) +A∆1(τ)x2(τ −∆, ε)+

+ εA2(τ) +R(z0(τ, c
∗
r−1) + x1(τ, ε), z0(τ − Ω1(ε), c

∗
r−1) + x1(τ − Ω1(ε), ε), τ, ε)}; (10)
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здесь

Ω1(ε) :=
∆

1 + εβ1(ε)
.

Обозначим (n× k2)-матрицу

φ2(τ) = [φ
(1)
2 (τ) φ

(2)
2 (τ) . . . φ

(k2)
2 (τ)].

Приближение к решению T -периодической задачи для системы (10) ищем в виде

x2(τ, ε) := ξ1(τ, ε) + ξ2(τ, ε), ξ2(τ, ε) ≈ φ2(τ)c2(ε), c2(ε) ∈ Rk2 .

При условии невырожденности det[Γ(φ2(·), ε)] ̸= 0 матрицы Грама

Γ(φ2(·), ε) =
∫ T

0
Φ∗
2(τ, ε) · Φ2(τ, ε) dτ

находим вектор

c2(ε) = −ε · [Γ(φ2(·), ε)]−1 ·
∫ T

0
Φ∗
2(τ, ε)×

× ϱ(z0(τ, c
∗
r−1) + ξ1(τ, ε), z0(τ − Ω1(ε), c

∗
r−1) + ξ1(τ − Ω1(ε), ε), ε) dτ,

определяющий наилучшее (в смысле наименьших квадратов) второе приближение к ре-
шению T -периодической задачи для уравнения (5). Здесь

Φ2(τ, ε) = (1 + εβ1(ε)){[A+ εA1(τ)]φ2(τ) + [B + εA∆1(τ)]φ2(τ −∆)} − φ′
2(τ)

— (n× k2)-матрица,

ϱ(z0(τ, c
∗
r−1) + ξ1(τ, ε), z0(τ − Ω1(ε), c

∗
r−1) + ξ1(τ − Ω1(ε), ε), ε) :=

= B{[z0(τ − Ω1(ε), c
∗
r−1) + x1(τ − Ω1(ε), ε)]− [z0(τ −∆, c∗r−1) + x1(τ −∆, ε)]}+

+ εβ̄1(ε){A[z0(τ, c∗r−1) + x1(τ, ε)] +B[z0(τ −∆, c∗r−1) + x1(τ −∆, ε)]}+
+ ε2β̄1(ε){Z(z0(τ, c

∗
r−1), z0(τ −∆, c∗r−1), 0) +A1(τ)ξ1(τ, ε) +A∆1(τ)ξ1(τ −∆, ε)+

+ εA2(τ) +R(z0(τ, c
∗
r−1) + x1(τ, ε), z0(τ − Ω1(ε), c

∗
r−1) + x1(τ − Ω1(ε), ε), τ, ε)}.

Из условия разрешимости периодической задачи для автономной системы (1) в случае
PB∗

0
= 0 находим второе приближение

β̄2(ε) = −B+
0 ·

∫ T

0
H∗

ρ (s) · r(z2(s, ε), z2(s− Ω1(ε), ε), ε) ds,

которое устанавливает зависимость между функцией β2(ε) := β∗+β̄2(ε), малым парамет-
ром ε и амплитудой c∗r−1 порождающего решения z0(τ, c

∗
r−1). Функция β2(ε) определяет

второе приближение T2(ε) = T (1+ εβ2(ε)) к искомому периоду T(ε) решения задачи (1),
а также замену независимой переменной t2 = τ(1 + εβ2(ε)). Продолжая рассуждения,
предположим, что найдено приближение

xj+1(τ, ε) ≈ ξ1(τ, ε) + . . . + ξj+1(τ, ε), ξj+1(τ, ε) = φj(τ)cj(ε), cj(ε) ∈ Rkj+1
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к решению T -периодической задачи для уравнения (5) и приближение βj(ε) к функции
β(ε); здесь

φj+1(τ) = [φ
(1)
j+1(τ) φ

(1)
j+1(τ) . . . φ

(kj+1)
j+1 (τ)], j = 1, 2, . . .

— (1× kj+1)-матрица. Следующее приближение к решению T -периодической задачи для
уравнения (5) ищем в виде

xj+2(τ, ε) ≈ ξ1(τ, ε) + . . . + ξj+2(τ, ε), ξj+2(τ, ε) = φ(τ)cj+2(ε), cj+2(ε) ∈ Rkj+2 ;

здесь
φj+2(τ) = [φ

(1)
j+2(τ) φ

(1)
j+2(τ) . . . φ

(µ1)
j+2 (τ)]

— (1 × µj+2)-матрица. Предположим, что приближение zj+1(τ, ε) принадлежит области
определения функции Z(z(τ, ε), z(τ−Ω(ε), ε), ε) и не является искомым решением задачи
(3). При условии невырожденности (kj+2 × kj+2)-матрицы Грама

Γ(φj+2(·), ε) =
∫ T

0
Φ∗
j+2(τ, ε) · Φj+2(τ, ε) dτ

находим вектор

cj+2(ε) = −ε · [Γ(φj+2(·), ε)]−1 ·
∫ T

0
Φ∗
j+2(τ, ε)×

× {ϱ(z0(τ, c∗r−1) + xj+1(τ, ε), z0(τ − Ωj+1(ε), c
∗
r−1) + xj+1(τ − Ωj+1(ε), ε), ε)−

− ϱ(z0(τ, c
∗
r−1) + xj(τ, ε), z0(τ − Ωj(ε), c

∗
r−1) + xj(τ − Ωj(ε), ε), ε)} dτ.

Здесь

Φj+2(τ, ε) = (1 + εβj+1(ε)){[A+ εA1(τ)]φj+2(τ)+

+ [B + εA∆1(τ)]φj+2(τ −∆)} − φ′
j+2(τ)

— (n× kj+2)-матрица. Из условия разрешимости периодической задачи для автономной
системы (1) в случае PB∗

0
= 0 находим приближение

β̄j+2(ε) = −B+
0 ·

∫ T

0
H∗

ρ (s) · r(zj+2(s, ε), zj+2(s− Ωj+1(ε), ε), ε) ds,

которое устанавливает зависимость между функцией βj+2(ε) := β∗ + β̄j+2(ε), малым
параметром ε и амплитудой c∗r−1 порождающего решения z0(τ, c

∗
r−1). Продолжая рас-

суждения, приходим к следующему утверждению.

Теорема 3. При наличии кратных (detB0 = 0) корней уравнения для порождающих
амплитуд (4) при условии PB∗

0
= 0 критическая T -периодическая задача для автоном-

ной системы (3) имеет по меньшей мере одно решение, представимое операторной
системой (8) x(τ, ε) : x(·, ε) ∈ C1[0, T ], x(τ, ·) ∈ C[0, ε0], x(τ, 0) ≡ 0 и при ε = 0
обращающееся в порождающее z0(τ, c

∗
r−1). Система (1) имеет при этом по меньшей

мере одно T(ε)-периодическое решение z(t, ε) : z(·, ε) ∈ C1[0,T(ε)], z(t, ·) ∈ C[0, ε0], при
ε = 0 обращающееся в порождающее z(t, 0) = z0(τ, c

∗
r−1). Для построения решения T -

периодической задачи для автономной системы (3) при условии

det[Γ(φj(·), ε)] ̸= 0, j ∈ N

применима итерационная схема
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x1(τ, ε) = ξ1(τ, ε) ≈ φ1(τ)c1(ε),

c1(ε) = −ε · [Γ(φ1(·), ε)]−1 ·
∫ T

0
Φ∗
1(τ, ε){β∗[Az0(τ, c

∗
r−1)+

+Bz0(τ −∆, c∗r−1)] + (1 + εβ∗){Z(z0(τ, c
∗
r−1), z0(τ −∆, c∗r−1), 0) + εA2(τ)}}dτ,

β1(ε) = β∗ + β̄1(ε), β̄1(ε) = −B+
0 ·

∫ T

0
H∗

ρ (s)×

× r(z0(s, c
∗
r−1) + ξ1(s, ε), z0(s−∆, c∗r−1) + ξ1(s−∆, ε), ε) ds;

x2(τ, ε) = ξ1(τ, ε) + ξ2(τ, ε), ξ2(τ, ε) ≈ φ2(τ)c2(ε), c2(ε) ∈ Rk2 ,

c2(ε) = −ε · [Γ(φ2(·), ε)]−1 ·
∫ T

0
Φ∗
2(τ, ε)×

× ϱ(z0(τ, c
∗
r−1) + ξ1(τ, ε), z0(τ − Ω1(ε), c

∗
r−1) + ξ1(τ − Ω1(ε), ε), ε) dτ, (11)

β̄2(ε) = −B+
0 ·

∫ T

0
H∗

ρ (s) · r(z2(s, ε), z2(s− Ω1(ε), ε), ε) ds, . . . ;

xj+2(τ, ε) ≈ ξ1(τ, ε) + . . . + ξj+2(τ, ε), ξj+2(τ, ε) = φ(τ)cj+2(ε), cj+2(ε) ∈ Rkj+2 ,

cj+2(ε) = −ε · [Γ(φj+2(·), ε)]−1 ·
∫ T

0
Φ∗
j+2(τ, ε)×

× {ϱ(z0(τ, c∗r−1) + xj+1(τ, ε), z0(τ − Ωj+1(ε), c
∗
r−1) + xj+1(τ − Ωj+1(ε), ε), ε)−

− ϱ(z0(τ, c
∗
r−1) + xj(τ, ε), z0(τ − Ωj(ε), c

∗
r−1) + xj(τ − Ωj(ε), ε), ε)} dτ,

β̄j+2(ε) = −B+
0 ·

∫ T

0
H∗

ρ (s) · r(zj+2(s, ε), zj+2(s− Ωj+1(ε), ε), ε) ds,

βj+2(ε) := β∗ + β̄j+2(ε), Ωj+2(ε) :=
∆

1 + εβj+2(ε)
, . . . .

С учетом замен независимой переменной tj+2 = τ(1 + εβj+2(ε)) итерационная схема (11)
определяет последовательность Tj+2(ε)-периодических приближений

zj+2(t, ε) = z0(t, c
∗
r−1) + xj+2(t, ε), Tj+2(ε) = T (1 + εβj+2(ε))

к решению решения T(ε)-периодической задачи для автономной системы (1).
Пример. Исследуем задачу о построении T(ε)-периодического решения

y(·, ε) ∈ C1[0,T(ε)], y(t, ·) ∈ C[0, ε0], T(0) = 2π

уравнения типа Дюффинга с запаздыванием

z′(t, ε) + z
(
t− π

2
, ε
)
= ε · z3(t, ε) (12)

в малой окрестности периодического решения порождающего уравнения
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z′0(τ, ε) + z0

(
τ − π

2
, ε
)
= 0.

Характеристическое уравнение порождающей системы имеет простые чисто мнимые кор-
ни λ = ±i, определяющие общее решение

y(τ, cr) = Hr(τ)cr, Hr(τ) =
[
cos τ sin τ

]
, cr ∈ R2.

2π-периодической задачи для сопряженного уравнения. Общее 2π-периодическое реше-
ние порождающего уравнения

z0(τ, cr) = Xr(τ)cr, cr := (c(1)r , c(2)r ) ∈ R2, Xr(τ) =
[
cos τ sin τ

]
фиксацией начала отсчета независимой переменной приводится к виду z0(τ, cr−1) = cr−1 ·
cos τ. Оставляя только одну линейно-независимую строку уравнения для порождающих
амплитуд (4), получаем эквивалентное выражение

Fρ(cr−1, β) =
πcr−1

4
(3c2r−1 − 4β) = 0,

имеющее кроме нулевого (c∗r−1 = 0 ∈ R1) бесконечное множество нетривиальных реше-
ний, например,

c∗r−1 =
1

10
, β∗ =

3

400
.

Этому корню соответствует вырожденная матрица B0 и невырожденная матрица

B0 = − π

10
̸= 0,

следовательно в задаче о построении периодического решения уравнения (12) типа Дюф-
финга с запаздыванием имеет место частный критический случай. Для первого шага
итерационной схемы (11) положим φ1(τ) = [cos 3τ cos 5τ ]. Матрица Грама, соответ-
ствующая порождающему решению z0(τ, c

∗
r−1) = c∗r−1 · cos τ невырождена, при этом

ξ1(τ, ε) ≈ ε · {(− 1

16 000
− 3ε

5 120 000
+

ε2

4 551 111 111
) · cos 3τ+

+ (
3ε

25 600 000
+

ε2

568 888 888
) · cos 5τ}.

Первое приближение β1(ε) к функции β(ε) определяет итерационная схема (11)

β1(ε) = β∗ + β̄1(ε), β̄1(ε) ≈
3ε

40
· ( 13

16 000
+

27ε

25 600 000
+

+
ε2

210 051 282
+

ε3

121 362 962 963
+

ε4

44 810 940 222 847
).

Таким образом, найдено T1(ε) = 2π(1 + εβ1(ε))-периодическое первое приближение к
решению уравнения Дюффинга с запаздыванием

z1(τ, ε) = z0(τ, c
∗
r−1) + x1(τ, ε), x1(τ, ε) ≈ ξ1(τ, ε).
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Для оценки точности найденных приближений к периодическому решению уравнения
Дюффинга с запаздыванием определим невязки нулевого

∆0(ε) := ||z′0(τ, c∗r−1) + z0(τ −∆, c∗r−1)− ε · (z0(τ −∆, c∗r−1))
3||C[0;2π]

и первых приближений

∆1(ε) := ||z′1(τ, ε) + (1 + εβ∗){z1(τ −∆, ε)− ε · (z1(τ −∆, ε))3}||C[0;2π],

∆1β(ε) := ||z′1(τ, ε) + (1 + εβ1(ε)){z1(τ −∆, ε)− ε · (z1(τ −∆, ε))3}||C[0;2π].

Положив ε = 0, 1 , имеем

∆0(ε) ≈ 0, 0001, ∆1(ε) ≈ 6, 09 571 · 10−8, ∆1β(ε) ≈ 6, 88 689 · 10−11.

При ε = 0, 01 невязки имеют вид

∆0(ε) ≈ 0, 00 001, ∆1(ε) ≈ 6, 09 395 · 10−10, ∆1β(ε) ≈ 6, 88 674 · 10−14.
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