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Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ïðèâîäèòñÿ ÿâíîå ïîñòðîåíèå ñïåêòðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñàìîñîïðÿ-
æåííîé äèëàòàöèè îïåðàòîðîâ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðàâèëüíûìè ðàñøèðåíèÿìè ñèììåòðè÷åñêî-
ãî îïåðàòîðà ñ èíäåêñàìè äåôåêòà (1, 1). Ïðè ýòîì íåïîñðåäñòâåííî âû÷èñëÿþòñÿ äåôåêòíûå
îïåðàòîðû è êâàäðàòíûå êîðíè èç íèõ. Òàêîãî êëàññà îïåðàòîðàìè ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, îïåðà-
òîðû Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ, çàäàííûå îïðåäåëåííûì îáðàçîì. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü
èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèîíàëüíîé ìîäåëè è îáîáùåííûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé.

1. Ââåäåíèå
Ïðè èññëåäîâàíèè íåîãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå

ïðèìåíÿåòñÿ ïîíÿòèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè è äèëàòàöèè îïåðàòîðà. Ñ èõ
ïîìîùüþ ñòðîèòñÿ ôóíêöèîíàëüíàÿ ìîäåëü îïåðàòîðà [1, 2].

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè è äèëàòàöèè èñïîëüçóþòñÿ äå-
ôåêòíûå îïåðàòîðû, õàðàêòåðèçóþùèå ñòåïåíü îòêëîíåíèÿ äàííîãî îïåðàòîðà îò
ñàìîñîïðÿæåííîãî.

À.Â. Êóæåëü ââåë ïîíÿòèå ïðàâèëüíîãî ðàñøèðåíèÿ ýðìèòîâà îïåðàòîðà. Äëÿ
ïðàâèëüíûõ ðàñøèðåíèé ñèììåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà ñ èíäåêñàìè (1, 1) è ñòðîÿòñÿ
äåôåêòíûå îïåðàòîðû. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ îäíîãî êëàññà îïåðàòîðîâ îêàçàëîñü
âîçìîæíûì èõ âû÷èñëåíèå, à â äàëüíåéøåì è ïîñòðîåíèå ôóíêöèîíàëüíîé ìîäåëè.

Ïóñòü A0 � ñèììåòðè÷åñêèé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå H è

dimNλ = dimNλ̄ = 1, gλ ∈ Nλ, gλ̄ ∈ Nλ̄, λ 6= λ̄,

ãäå Nα = H ª (A0 − αI)D(A0) � äåôåêòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðà A0, îòâå-
÷àþùåå ÷èñëó α.

Ïóñòü λ = i è çàôèêñèðóåì âåêòîðû gi è g−i. Ðàññìîòðèì ðàñøèðåíèå A îïå-
ðàòîðà A0 ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ:

D(A) = {f ∈ H|f = f0 + α(agi + bg−i)},
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ãäå f0 ∈ D(A0), {a, b, α} ⊂ C, a è b � ïîñòîÿííûå, |a|2 + |b|2 6= 0 è

Af := A0f0 + α · i(bg−i − agi).

Îïðåäåëåíèå 1. Îïåðàòîð F íàçûâàþò ïðàâèëüíûì ðàñøèðåíèåì ýðìèòîâà îïå-
ðàòîðà H, åñëè H ⊂ GF , ãäå GF � ýðìèòîâà ÷àñòü îïåðàòîðà F [3].

2. Ñâîéñòâà îïåðàòîðà A

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî A � ïðàâèëüíîå ðàñøèðåíèå îïåðàòîðà A0, òàê êàê

GA = D(A0).

Óòâåðæäåíèå 1. Îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ äèññèïàòèâíûì, åñëè |a| · ||gi|| ≤ |b| ·
||g−i||.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f ∈ D(A), òîãäà

=(Af, f) = =(A0f0 + αi(bg−i − agi), f0 + α(agi + bg−i)) = =(A0f0, f0)+
=[ᾱ(A0f0, agi + bg−i) + αi(bg−i − agi, f0) + |α|2i(bg−i − agi, agi + bg−i)],

òàê êàê A∗
0g±i = ±ig±i, =(A0f0, f0) = 0 è (g−i, g−i) = 0, òî

=(Af, f) = |α|2(|b|2 · ||g−i||2 − |a|2 · ||gi||2) ≥ 0.

Óòâåðæäåíèå 2. −i ∈ ρ(A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê A � äèññèïàòèâíûé, òî −i � òî÷êà ðåãóëÿðíîãî òèïà.
Ïîêàæåì, ÷òî (A + iI)D(A) = H.

(A + iI)f = A0f0 + αi(bg−i − agi) + if0 + αi(agi + bg−i) =
(A0 + iI)f0 + 2αibg−i = (A0 + iI)f0 + βg−i.

Óòâåðæäåíèå 3. Ðàññìîòðèì îïåðàòîðû:

B = iR−i − iR∗
−i − 2R∗

−iR−i

B̃ = iR−i − iR∗
−i − 2R−iR

∗
−i,

ãäå R−i = (A + iI)−1, òîãäà

Bg−i = κg−i, B̃gi = κgi, κ =
1

2
(1− |a

b
|2 · ||gi||2

||g−i||2 ).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê B : H → N−i è Bf = 0 (∀f ∈ HªN−i), òî Bg−i = 1
2
κg−i,

κ > 0. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ κ âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâàìè

R−ig−i = 1
2
iC1(i)gi − 1

2
ig−i,

R∗
−ig−i = 1

2
igi − 1

2
iC2(i)g−i,

êîòîðûå äîêàçàíû â [6]. Òîãäà Bg−i = 1
2
(1− C1(i)C2(i))g−i.

Ïîñêîëüêó A0 ⊂ A ⊂ A∗
0, òî

D(A∗) = {ϕ ∈ H|ϕ = ϕ0 + β(a∗gi + b∗g−i)},

ãäå ϕ0 ∈ D(A∗
0), {a∗, b∗, β} ⊂ C, a∗ è b∗ � ïîñòîÿííûå, |a∗|2 + |b∗|2 6= 0.

×èñëà a∗ è b∗ íàéäåì èç ðàâåíñòâà

(Af, ϕ) = (f, A∗ϕ) (∀f ∈ D(A) è ϕ ∈ D(A∗)),

ãäå
f = f0 + α(agi + bg−i),
ϕ = ϕ0 + β(a∗gi + b∗g−i).

Òîãäà
Af = A0f0 + αi(bg−i − agi),
A∗ϕ = A0ϕ0 + βi(b∗g−i − a∗gi).

(Af, ϕ)− (f,A∗ϕ) = 2αibβ̄b̄∗||g−i|| − 2αiaβ̄ā∗||gi||2 = 0.

bb̄∗||g−i||2 = aā∗||gi||2.
Òàêèì îáðàçîì, ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ

a∗ =
b̄

||gi||2 , b∗ =
ā

||g−i||2 .

Êàê ïîêàçàíî â [4] C1(i)C2(i) =
ab∗

ba∗
, òîãäà Bg−i = 0, 5κg−i. Àíàëîãè÷íî äîêà-

çûâàåòñÿ, ÷òî B̃gi = 0, 5κgi.

3. Ñòðóêòóðà ñàìîñîïðÿæåííîé äèëàòàöèè
Ïîñòðîèì îïåðàòîð S, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ (êàê äîêàçàíî â [5]) ñàìîñîïðÿæåííîé

äèëàòàöèåé îïåðàòîðà A. Îïåðàòîð S áóäåò äåéñòâîâàòü â ïðîñòðàíñòâå

H− ⊕H⊕H+, ãäå H− = L2(−∞, 0;Ni), H+ = L2(0,∞;N−i).

Âåêòîð h =




h−
h0

h+


 ∈ D(S), òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
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1) h−(t) = C−(t)gi, h+(t) = C+(t)g−i, C−(t) ∈ W 1
2 (−∞, 0;C), C+(t) ∈

W 1
2 (0,∞;C);

2) ϕ = h0 + C−(0)
√

κ
2
gi ∈ D(A);

3) (C+(0) + b∗
a∗ g−i) = (A + iI)[

√
κh0 +

√
κ
2
giC−(0)].

Sh = S




h−
h0

h+


 =




idC−(t)
dt

gi

−ih0 + (A + iI)ϕ

idC+(t)
dt

g−i


 .
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