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öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êîé
Â.Í. Òèùåíêî, À.Â. Ïàí
Òàâðè÷åñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èì. Â.È. Âåðíàäñêîãî,
Ñèìôåðîïîëü 95007.

Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíû ñîáñòâåííûå âîëíîâûå ïðîöåññû â íåîäíîðîäíîé ñðåäå, ñîñòîÿùåé
èç òîíêîé ïðÿìîëèíåéíîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè, ðàçäåëÿþùåé äâèæóùóþñÿ íåñæèìàåìóþ
æèäêîñòü è óïðóãîå ïðîñòðàíñòâî âíå îáîëî÷êè. Ïðèâåäåíû êà÷åñòâåííûå ñðàâíèòåëüíûå õà-
ðàêòåðèñòèêè â ïðîñòðàíñòâå áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ: îòíîøåíèå ìîäóëåé ñäâèãà, îòíîøåíèå
ïëîòíîñòåé è ïàðàìåòðà òîíêîñòåííîñòè, ïîëó÷åíû ò. í. "ïðèêëàäíûå" òåîðèè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ
îñíîâíûìè ïðè ðåàëüíîì ïðèìåíåíèè â ïðàêòèêå ðàñ÷¼òîâ
Êëþ÷åâûå ñëîâà: âîëíîâîé ïðîöåññ, öèëèíäðè÷åñêàÿ îáîëî÷êà, íåñæèìàåìàÿ æèäêîñòü, óïðó-
ãîå ïðîñòðàíñòâî, ïàðàìåòðû íåîäíîðîäíîñòè.

1.
Èçó÷àþòñÿ âîëíîâûå ïðîöåññû â íåîäíîðîäíîé ñðåäå, ñîñòîÿùåé èç óïðóãîé öè-

ëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè òîëùèíû h è âíåøíåãî ðàäèóñà a, ïîäêðåïëÿþùåé öèëèí-
äðè÷åñêóþ ïîëîñòü â óïðóãîì ïðîñòðàíñòâå. Ïîëîñòü îáîëî÷êè íàïîëíåíà íåçæè-
ìàåìîé æèäêîñòüþ, äâèæóùåéñÿ ñî ñêîðîñòüþ V0 âäîëü îñè îáîëî÷êè.

Öåëüþ èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ïðèêëàäíîé òåîðèè äèíàìèêè ïî-
äîáíîãî ðîäà íåîäíîðîäíûõ ñðåä, èìåþùåé ïðèìåíåíèå â òðàíñïîðòèðîâêå íåôòè
è ãàçà, êîòîðàÿ îïèñûâàëà ò. í. "äëèííûå âîëíû". Ïîäîáíàÿ òåîðèÿ èçâåñòíà â
ãèäðîäèíàìèêå êàê òåîðèÿ "ìåëêîé âîäû"[1], ïîëó÷èâøàÿ øèðîêîå ïðèìåíåíèå â
ïðàêòèêå ðàñ÷¼òà òå÷åíèé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â ðóñëàõ ðåê.

Ïðè èçó÷åíèè äèíàìèêè ýòîé ñðåäû, êðîìå ïàðàìåòðà òîíêîñòåííîñòè ε = h/a,
â çàäà÷å ïðèñóòñòâóþò áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû æ¼ñòêîñòè µ = µ2/µ1 (1 � óïðó-
ãàÿ ñðåäà, 2 � ñðåäà îáîëî÷êè, 3 � æèäêîñòü), ïëîòíîñòåé ρ2 = ρ2/ρ1, ρ3 = ρ3/ρ1,
ñêîðîñòíîé õàðàêòåðèñòèêè δ = ρ2/µ. Â ïðîñòðàíñòâå ýòèõ ïàðàìåòðîâ è áóäóò
ïîñòðîåíû ïðèêëàäíûå òåîðèè, îïèñûâàþùèå ñîáñòâåííûå äëèííîâîëíîâûå ïðî-
öåññû âäîëü ïîâåðõíîñòè öèëèíäðè÷åñêîé ïîëîñòè.

2.
Äëÿ ðåøåíèÿ îñåñèììåòðè÷íûõ çàäà÷ äâèæåíèÿ óïðóãîé ñðåäû, îáîëî÷êè è

æèäêîñòè èñïîëüçóþòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿ: −→u j =

(
uzj

urj

)
e−ikzeiωt, (i =

√−1, j =
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1, 2), −→σr j =

(
σrzj

σrrj

)
e−ikzeiωt, òàê ÷òî äåéñòâèå fj � ïåðåìåùåíèå + íîðìàëü-

íîå íàïðÿæåíèå � óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà: d
−→
F j

dr
= M̂j(r)

−→
F j,

−→
f j =

( −→u j−→σ rj

)
=
−→
F j(ω, k, r)e−ikzeiωt. M̂ � ìàòðèöà, êîòîðàÿ åñòü ñëåäñòâèå çàêî-

íîâ äâèæåíèÿ è Ãóêà ïðè èñêëþ÷åíèè èç íèõ êîìïîíåíòîâ âåêòîðà −→σ z, íå âõîäÿ-
ùèõ â ãðàíè÷íûé âåêòîð −→σ r:

M̂ =

(
m̂11 m̂12

m̂21 m̂22

)
,

m̂11 =

(
0 ik

(1− 2γj)ik −1−2γj

r

)
, m̂12 = 1

µj

(
1 0
0 γj

)
,

m̂21 =

(
4µj(1− γj)k

2 − ρjω
2 −2(1−2γj)ik

r
µj

2(1−2γj)ik

r
µj

4(1−γj)µj

r2 − ρjω
2

)
, m̂22 =

( −1
r
−ik(1− 2γj)

ik −2γj

r

)
,

γj =
c2
2j

c2
1j

, c2
1j =

2µj + λj

ρj

, c2
2j =

µj

ρj

, µj, λj � óïðóãèå ïàðàìåòðû ñðåä (j = 1, 2).

3.

Äëÿ àíàëèçà äâèæåíèÿ èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ïðè 0 ≤ r ≤ a − h

ââîäèòñÿ ïîòåíöèàë ñìåùåíèé Φ(r, z, t): −→u 3 =
−→∇Φ, u3z =

∂Φ

∂z
, u3r =

∂Φ

∂r
, êîòîðûé

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà: ∂2Φ

∂r2
+

1

r

∂Φ

∂r
+

∂2Φ

∂z2
= 0. Íàïðÿæ¼ííîå ñîñòîÿíèå

îïðåäåëÿåòñÿ äàâëåíèåì −→σ3z = −p−→r0 , òàê ÷òî p = −ρ3
∂2Φ

∂t2
− ρ3V0

∂2Φ

∂z∂t
.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà Φ = Φ(k, ω, t)I0(kr)e−ikzeiωt, êîòîðîå îãðàíè÷åíî
ïðè r = 0, ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñâÿçü ìåæäó äàâëåíèåì è ðàäèàëüíûì ñìåùåíèåì:

−σ3rr = p =
I0(kr)

kI1(kr)
ρ3ω

2u3r + V0kω
I0(kr)

kI1(kr)
ρ3u3r,

u3r = kI1(kr)Φ0(k, ω, t)e−ikzeiωt.

Åñëè ó÷åñòü, ÷òî êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ â èäåàëüíîé æèäêîñòè îòñóòñòâóþò,
òî çàâèñèìîñòü ìåæäó ñìåùåíèÿìè è íîðìàëüíûìè íàïðÿæåíèÿìè ìîæíî çàïè-
ñàòü â âèäå:

−→σ3r = N̂−→u3, N̂ =

(
0 0
0 −m(k)[ω2 − ωkV0]

)
,

m(k) =
I0(kr)

kI1(kr)
ρ3.

(3.1)
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4.
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ àíàëîãè÷íûõ çàâèñèìîñòåé ìåæäó íàïðÿæåíèÿìè è ïåðåìå-

ùåíèÿìè íà öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè ïðèìåì èçâåñòíûå â òåîðèè
îáîëî÷åê ðàçëîæåíèÿ èñêîìûõ âåëè÷èí â ðÿä Òåéëîðà ïî (r − a): (a− h ≤ r ≤ a):

−→
F2(r) =

−→
F2(a)

(
Ê + M̂(a)(r − a)

)

èëè: −→u2(a− h) = (ê− m̂11(a)h)−→u2(a)− m̂12(a)h−→σ2r(a),−→σ2r(a− h) = −m̂21(a)h−→u2(a) + (ê− m̂22(a)h)−→σ2r(a),

ê =

(
1 0
0 1

)
.

(4.1)

5.
Íàêîíåö, ìîæíî ïîëó÷èòü [2] àíàëîãè÷íûå (3.1), (4.1) ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è

òåîðèè óïðóãîñòè â îáëàñòè r ≥ a:
Â−→σ1r = B̂−→u1

B̂ =




2µ1ikq1K1(q1r) (2µ1k
2 − ρ1ω

2)K1(s1r);

2µ1q
2
1

(
K0(q1r) +

K1(q1r)

q1

)
− λ1

λ1+2µ1
ρ1ω

2K0(q1r) µ12iK
′
1(s1r)ks1


 ;

Â =

( −ikK0(q1r) −s1K0(s1r)
−q1K1(q1r) ikK1(s1r)

)
;

q1 =

√
k2 − ρ1

ω2

µ1

γ1 ≥ 0, s1 =

√
k2 − ρ1

ω2

µ1

≥ 0.

(5.1)
Â äàëüíåéøåì óäîáíî ââåñòè ìàòðèöó Ĉ = B̂Â−1, òàê ÷òî −→σ1r = Ĉ−→u1, ãäå

P = detÂ =
(

q1

r
Y (s1r)− k2

q1r
Y (q1r)

)
K1(s1r)K1(q1r);

R = detB̂ =
(
−2q2

1ω
2 ρ1

µ1
− 4q2

1k
2Y (s1r) + (2k2 − ω2ρ1

µ1
)2Y (q1r)

)
1

q1r
K1(s1r)K1(q1r);

Y (x) =
xK0(x)

K1(x)
≈

√
x2 +

1

4
− 1

2
.

(5.2)
Òîãäà ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé ñöåïëåíèÿ: −→u1(a) = −→u2(a), −→σ1r(a) = −→σ2r(a),

u2r(a− h) = u3r(a− h), σ2rr(a− h) = σ3rr(a− h), σ2rz(a− h) = σ3rz(a− h) = 0
èç (4.1) ìîæíî ïîëó÷èòü:

(
−m̂21h + (ê− m̂22h)Ĉ − N̂(ê− m̂11h− m̂12hĈ)

)−→u1(a) = 0 (5.3)

Ïîñëå ââåäåíèÿ áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ ε = h
a
, µ =

µ2

µ1

, ρ2 =
ρ2

ρ1

, ρ3 =
ρ3

ρ1

,

M =
V0
√

ρ1√
µ1

, k = ka, ω =
ωa
√

ρ1√
µ1

, q1a = q1 =

√
k

2 − γ1ω
2, s1a = s1 =

√
k

2 − ω2, r = ar
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óðàâíåíèå (5.3) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:
(
− ̂̃m21(1)ε + (ê− ̂̃m22(1)ε)

̂̃
C(1)− ̂̃

N(1)

(
ê− ε ̂̃m11(1)− ε ̂̃m12(1)

̂̃
C(1)

))
−→u (1) = 0

(5.4)
Çäåñü ̂̃mij(1) (i = 1, 2, j = 1, 2), ̂̃

N(1), ̂̃
C(1) ïîëó÷åíû èç âûøåïðèâåä¼ííûõ

ôîðìóë ïîñëå ââåäåíèÿ áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû âû÷ëåíèòü âõîæäåíèå áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ â îáùåå óðàâ-

íåíèå (5.4), çàïèøåì ìàòðèöó ̂̃m21, â êîòîðóþ âõîäÿò îñíîâíûå ïàðàìåòðû çàäà÷è
ρ2,µ, â âèäå ñóììû:

̂̃m21(1) = −ρ2ω
2ê + µD̂ (5.5)

ãäå

D̂ =

(
4(1− γ2)k

2 −2(1− 2γ2)ik

2(1− 2γ2)ik 4(1− γ2)

)

Òàê ÷òî îêîí÷àòåëüíî óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïåðåìåùåíèé ïîâåðõíîñòè ïî-
ëîñòè èìååò âèä:

[ερ2ω
2ê− εµD̂ + (ê− ε ̂̃m22)Ĉ(1)− N̂(1, ρ3,M)(ê− ε ̂̃m11 − ε

1

µ
̂̃m12Ĉ)]−→u = 0 (5.6)

ãäå
N̂ =

(
0 0
0 n

)

n = ρ3m(k)(ω2 −Mωk)

Òåïåðü â ïðîñòðàíñòâå áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ ε, ρ2, µ, ρ3,M, ω, k ìîæíî ïîëó-
÷èòü óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ðåøåíèé îäíîðîäíîé ìàòðè÷íîé
ñèñòåìû óðàâíåíèé (5.6).

6.
Ðàññìîòðèì îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïàðàìåòðàìè, ïðèíèìàÿ çà îñíîâíîé

ìàëûé ïàðàìåòð â çàäà÷å ε ¿ 1.

6.1.

ρ2 ≤ O(1), O(ε) ≤ µ ≤ O(1), (ρ3,M) = O(1).
Òîãäà ïðè ε → 0 îñíîâíîé ÷ëåí óðàâíåíèÿ (5.6) äëÿ ïîëó÷åíèÿ àñèìïòîòè÷å-

ñêîãî ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé ïî ñòåïåíÿì ε èìååò âèä:

(Ĉ − N̂)−→u = 0 (6.1)

ò.å. â ýòîì ïðèáëèæåíèè öèëèíäðè÷åñêàÿ îáîëî÷êà íå ó÷àñòâóåò â ïðî-
öåññàõ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ è èíûõ òèïîâ âîëí â ñðåäå "ïî-
ëîñòü+îáîëî÷êà+æèäêîñòü".
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Äëÿ ñîáñòâåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (6.1) íåîáõîäèìî âûïîëíèòü óñëîâèå

det(Ĉ − N̂) = 0 (6.2)

÷òî îïðåäåëÿåò çàâèñèìîñòü ïàðàìåòðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ω è k, ò. å. äèñïåð-
ñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ [1] ω = ω(k), â êîòîðûõ îñíîâíóþ ðîëü èãðàþò ïàðàìåòðû
ρ3, M :

Ĉ − N̂ =

(
c11 c12

c21 c22 − n

)
(6.3)

èëè
det(Ĉ)− c11n = 0

det(Ĉ) =
det(B̂)

det(Â)
=

R

P

c11 =
−q1ω

2K1(s1)K1(q1)

P

È óðàâíåíèå (6.3) èìååò âèä:

R0 + q2
1ω

2n = 0, R =
R0

q1

K1(s1)K1(q1)

èëè â ðàçâ¼ðíóòîì âèäå:
−2q2

1ω
2 − 4q2

1k
2
Y (s1) + (2k

2 − ω2)2Y (q1) + ρ3m(k)ω3(ω −Mk) = 0.
Ïåðåéäÿ ê áîëåå óäîáíûì äëÿ àíàëèçà ïåðåìåííûì q2

1 = xy, s2
1 = y, òàê ÷òî

ω2 =
q2 − s2

1− γ
= y

x− 1

1− γ1

, k
2

=
q2 − γ1s

2

1− γ1

= y
x− γ1

1− γ1

−2x(x−1)−4x(x−γ1)Y (
√

y)+
(x + 1− 2γ1)

2

1− γ1

Y (
√

xy)+ρ3

x(x− 1)2

x− γ1

(1−M

√
x− γ1

x− 1
)

ãäå
Y (
√

y) =
y√

y + 1
4

+ 1
2

; Y (
√

xy) =
xy√

xy + 1
4

+ 1
2

Â ïîëó÷åííîì óðàâíåíèè âåëè÷èíà m(k) ïðåäñòàâëåíà àñèìïòîòè÷åñêèì ïðåäñòàâ-
ëåíèåì: m(k) = 1

k
2 +O(1), è âçÿòî ãëàâíîå çíà÷åíèå ýòîãî âûðàæåíèÿ äëÿ ìàëûõ k.

Â ñëó÷àå ìàëûõ âîëíîâûõ ÷èñåë x → 0, y → 0, x = O(k) óðàâíåíèÿ äëÿ ñâÿçè
y = y(x) èëè x = x(y) ïðèíèìàþò áîëåå ïðîñòîé âèä:

−2 + ω2 + ρ3c
2(1− M

c
) = 0, c =

ω

k
(6.4)

òàê êàê ïðè y → 0:
Y (
√

y) = y, Y (
√

xy) = xy
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Ïðè M = 0 ýòî óðàâíåíèå (6.4) èçâåñòíî â ãèäðàâëèêå êàê óðàâíåíèå Áóññèíåñêà
[1] äëÿ îïèñàíèÿ äëèííûõ âîëí (k → 0). Â ÿâíîì âèäå åãî ìîæíî çàïèñàòü êàê
óðàâíåíèå (u2 = w):

−ρ3
∂2w

∂t2
− ρ3V0

∂2w

∂z∂t
+ a2 ∂4w

∂z2∂t2
+ 2

∂2w

∂z2
C2

1 = 0,

êîòîðîå â âèäå äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ èìååò âèä:
[(ρ3 + k

2
)ω2 − ρ3Mkω − 2k

2
]w = 0. Ðåçóëüòàòû àíàëèçà âûòåêàþò èç âûðàæå-

íèÿ (6.4), êîòîðîå â ïëîñêîñòè (ω, c) îïèñûâàåò óðàâíåíèå ýëëèïñà ñ öåíòðîì â
òî÷êå (0,M/2) è ïîëóîñÿìè a2 = 2 + M2/(4ρ3), b2 = (2 + M2

4ρ3
)/ρ3:

ω2

a2
+

(c− M
2

)2

b2
= 1

Íà îñíîâå ýòîãî ìîæíî óòâåðæäàòü ñëåäóþùåå:
� ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé

ρ3 ≥ 2

1 + |M | , (cmax = 1)

âåëè÷èíû q1, s1 áóäóò äåéñòâèòåëüíûìè, ò. å., âîëíîâîé ïðîöåññ îïèñûâàåòñÿ äâóìÿ
òèïàìè ïîâåðõíîñòíûõ âîëí, çàòóõàþùèõ ïî r ïðè r ≥ 1;
� ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé

2γ1

1 +
√

γ1|M | ≤ ρ3 <
2

1 + |M | , (cmin =
1√
γ1

)

âîëíîâîå äâèæåíèå ñîäåðæèò îäíó ïîâåðõíîñòíóþ âîëíó (q1 > 0) (c ≤ 1√
γ1
) è

îäíó ãëóáèííóþ (s2
1 < 0) (c ≥ 1), êîòîðàÿ ïåðåíîñèò ýíåðãèþ ïî òèïó êîíè÷åñêîé

(óñå÷¼ííûé êîíóñ) âîëíû ïî êîîðäèíàòàì (r, z);
� ïðè óñëîâèè

0 < ρ3 <
2γ1

1 + |M |√γ1

, (cmin =
1√
γ1

)

ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñîáñòâåííûõ äâèæåíèé ñðåäû îïèñûâàåòñÿ ãëóáèííûìè
âîëíàìè s2

1, q
2 < 0 â ïðîñòðàíñòâå ïî òèïó êîíè÷åñêèõ âîëí;

� ïðè óñëîâèè
ρ3 = 0

ñîáñòâåííûå äâèæåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé
ω =

√
2, ω =

√
2
√

µ1

ρ1

1
a
íåçàâèñèìî îò ôîðìû êîëåáàíèé � çàâèñèìîñòè ïðîöåññà

îò z.
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6.2.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ âàðèàíò çíà÷åíèé âíåøíèõ ïàðàìåòðîâ ρ2, µ òàêèõ, ÷òî

(ερ2, εµ) ≥ O(1), ïðèâîäÿùèõ ê óðàâíåíèþ: (ερ2ω
2ê−εµD̂)−→u = 0, ò. å. â ýòîì ñëó÷àå

îñíîâíûå ïðîöåññû âîëíîîáðàçîâàíèÿ ïðîèñõîäÿò â îáîëî÷êå. Îñíîâíûì ïàðàìåò-

ðîì â ýòîì ñëó÷àå áóäåò ïàðàìåòð δ =
ρ2

µ
=

(
c
(1)
2

c
(2)
2

)2

, ãäå c
(1)
2 =

µ1

ρ1

, c
(2)
2 =

µ2

ρ2

, êî-

òîðûé îïðåäåëÿåò äèíàìè÷åñêóþ ñîñòàâëÿþùóþ ïðîöåññà ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé.
Ïðèðàâíèâàÿ îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû óðàâíåíèé ê íóëþ, îïðåäåëÿåì çàâèñèìîñòü
êâàäðàòà ÷àñòîòû îò k

2, êîòîðîå ïðåäïîëàãàåòñÿ ìàëûì (k ¿ 1) ïðè ðàññìîòðåíèè
ïðèêëàäíûõ òåîðèé:

δω2 =
3− 4γ2

1− γ2

k
2
+ O(k

4
)

δω2 = 4(1− γ2) +
(1− 2γ2)

2

1− γ2

k
2
+ O(k

4
)

Êàê âèäíî, çäåñü ñóùåñòâóþò äâå âîëíû, èìåþùèå ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ

c2
0 =

3− 4γ2

1− γ2

µ2

ρ2

, c2
0 =

(1− 2γ2)
2

1− γ2

µ2

ρ2

íåçàâèñèìî îò çíà÷åíèé ñêîðîñòåé ïîïåðå÷íûõ è ïðîäîëüíûõ âîëí â óïðóãîé áåñ-
êîíå÷íîé ñðåäå, êîòîðûå çàâèñÿò îò âåëè÷èíû δ. Ïîýòîìó â ýòîì ïðèáëèæåíèè ðàç-
ëîæåíèÿ ðåøåíèé ïî ïàðàìåòðàì îñíîâíîå âëèÿíèå íà ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ
âîëí èãðàåò îáîëî÷êà. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî çäåñü âåëè÷èíà δ ¿ 1, ÷òî ñëåäóåò
èç óñëîâèÿ µ À 1 (µ ≥ ε−1) ïðè ρ2 ≤ O(1), ÷òî íàèáîëåå ðåàëüíî äëÿ ñîîòíîøåíèÿ
ïëîòíîñòåé îáîëî÷êè è óïðóãîé ñðåäû. Íàêîíåö, îäíà èç âîëí, èìåþùåé ñêîðîñòü
c0

c
(1)
2

< 1 ïðè 0 ≤ γ1 ≤ 1

2
, ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòíîé (s1 � äåéñòâèòåëüíîå), à âòîðàÿ

áóäåò ãëóáèííîé (q1 � ìíèìîå) è èìååò çíà÷åíèå ñêîðîñòè c0

c
(1)
2

≥ 1√
γ1

ïðè γ1 ≤ 1

2
.

6.3.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ âàðèàíò çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ çàäà÷è, ïðè êîòîðûõ µ < O(ε).

Â ýòîì ñëó÷àå ãëàâíûì ÷ëåíîì àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíå-
íèÿ (6.4) áóäåò ε

µ
det(N̂m̂12Ĉ) = 0 èëè γ2n = γ2ρ3m(k)(ω2−Mωk) = 0, èëè â ÿâíîì

âèäå: ∂2w

∂t2
+ V0

∂2w

∂z∂t
= 0, w = A(z) + f(z − V0t), ÷òî óêàçûâàåò íà ñóùåñòâîâàíèå

ñîáñòâåííîé âîëíû ñî ñêîðîñòüþ ïîòîêà V0.

7. Çàêëþ÷åíèå
Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ïà-

ðàìåòðà µ ïî îòíîøåíèþ ê ïàðàìåòðó ε ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå òèïû ñîáñòâåííûõ
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âîëí � ïîâåðõíîñòíûõ è ãëóáèííûõ, êîòîðûå ó÷èòûâàþò òàêæå çíà÷åíèå ïàðà-
ìåòðà ρ3 ïî îòíîøåíèþ ê M � ÷èñëó Ìàõà.

• µ ≤ ε: â ýòîì ñëó÷àå îñíîâíûå (äëèíîâîëíîâûå) ïðîöåññû ïàðàìåòðîâ â æèä-
êîñòè è ïî ñóùåñòâó îïèñûâàþò âîëíó, ðàñïðîñòðàíÿþùóþñÿ ñî ñêîðîñòüþ
v0, â äðóãèõ ñîñòàâëÿþùèõ íåîäíîðîäíîé ñðåäû.

• ε ≤ µ ≤ ε−1: â ýòîì ñëó÷àå îáîëî÷êà âûïàäàåò èç ðàññìîòðåíèÿ àñèìïòî-
òè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé â îñíîâå, ò. å. çäåñü îáîëî÷êà ïåðåäà¼ò áåç èçìåíåíèé
äåéñòâèå æèäêîñòè íà óïðóãóþ ñðåäó, è çàäà÷à ïåðåõîäèò â çàäà÷ó Ñòîíåëëè
[3].

• µ ≥ ε−1: ýòà çàäà÷à â îñíîâíîì îïèñûâàåò âîëíîâûå ïðîöåññû â îáîëî÷êå,
äëÿ êîòîðîé â ïðèêëàäíîì âûðèàíòå ïðèñóòñòâóþò äâå âîëíîâûå ìîäû ñ
ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ; íî âîëíû îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà
õàðàêòåðîì èçìåíåíèÿ ôîðìû ïî ìåðå äâèæåíèÿ.

Ñïèñîê öèòèðóåìûõ èñòî÷íèêîâ
1. Óèçåì Äæ.Äæ. Ëèíåéíûå è íåëèíåéíûå âîëíû. � Ïåð. ñ àíãë. � Ìîñêâà: Ìèð,

1977. � 620 ñ.
2. Íîâàöêèé Â. Òåîðèÿ óïðóãîñòè. � Ìîñêâà: Ìèð, 1975. � 870 ñ.
3. Àêè Ê., Ðè÷àðäñ Ï. Êîëè÷åñòâåííàÿ ñåéñìîëîãèÿ: Òåîðèÿ è ìåòîäû. � Ìîñêâà: Ìèð,

1983. � 520 ñ.
4. Ðîäèí Ã. Ñåéñìîëîãèÿ ÿäåðíûõ âçðûâîâ. � Ìîñêâà: Ìèð, 1974. � 190 ñ.
5. Ìíåâ Å.Í., Ïåðöåâ À.Ê. Ãèäðîóïðóãîñòü îáîëî÷åê. � Ëåíèíãðàä: Ñóäîñòðîåíèå,

1970. � 365 ñ.

Ïîëó÷åíà 18.10.2009

ISSN 0203�3755 Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, âûï. 27 (2009)


