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Анотацiя. Побудовано асимптотику розв’язку задачi оптимального керування процесом, який опису-
ється лiнiйною сингулярно збуреною системою диференцiальних рiвнянь з вироджуваною матрицею
при похiдних, у випадку кратних елементарних дiльникiв граничної в’язки матриць. Знайдено умови
iснування єдиного розв’язку цiєї задачi. У ходi дослiдження використано вiдомi результати асимпто-
тичного аналiзу загального розв’язку лiнiйних сингулярно збурених систем диференцiальних рiвнянь з
виродженнями.
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1. Постановка задачi

Дослiджується задача про знаходження керування u(t, ε), пiд дiєю якого система

εhB(t, ε)
dx

dt
= A(t, ε)x+ C(t, ε)u, (1.1)

переходить iз стану
x(0, ε) = x1(ε) (1.2)

в стан
x(T, ε) = x2(ε) (1.3)

за фiксований промiжок часу T , мiнiмiзуючи квадратичний функцiонал

J =
1

2εh

T∫
0

(D(t, ε)u, u) dt→ min
u
, (1.4)

де x(t, ε), u(t, ε) — шуканi n-вимiрний вектор стану та m-вимiрний вектор керування вiд-
повiдно,A(t, ε),B(t, ε) — дiйснi квадратнi матрицi n-го порядку, C(t, ε) — (n×m)-матриця
з дiйсними елементами, D(t, ε) — симетрична матриця m-го порядку, ε ∈ (0, ε0] — малий
параметр: ε0 ≪ 1; h ∈ N , t ∈ [0;T ].

Аналогiчна задача розглядалась в [1], де передбачалось, що гранична в’язка матриць
A(t, 0)−λB(t, 0) має кратний скiнченний i простий нескiнченний елементарнi дiльники. У
данiй статтi дослiджується бiльш складний випадок кратного спектра граничної в’язки
матриць.
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Передбачається, що виконуються наступнi умови:
1◦ Матрицi A(t, ε), B(t, ε), C(t, ε) i D(t, ε) допускають на вiдрiзку [0;T ] рiвномiрнi

асимптотичнi розвинення за степенями малого параметра:

A(t, ε) ∼
∑
k≥0

εkAk(t), B(t, ε) ∼
∑
k≥0

εkBk(t),

C(t, ε) ∼
∑
k≥0

εkCk(t), D(t, ε) ∼
∑
k≥0

εkDk(t).
(1.5)

2◦ Коефiцiєнти Ak(t), Bk(t), Ck(t), Dk(t), k = 0, 1, . . ., розвинень (1.5) нескiнченно
диференцiйовнi на [0;T ].

3◦ Матриця D(t, ε) додатно визначена на [0;T ], причому detD0(t) ̸= 0.
4◦ Вектори початкового i кiнцевого станiв зображуються у виглядi розвинень

x1(ε) ∼
∑
k≥0

εkx
(1)
k , x2(ε) ∼

∑
k≥0

εkx
(2)
k . (1.6)

5◦ Область допустимих значень для керування u(t, ε) збiгається з усiм заданим m–
вимiрним простором.

6◦ detB0(t) ≡ 0, ∀t ∈ [0;T ].
7◦ Гранична в’язка матриць

A0(t)− λB0(t) (1.7)

на вiдрiзку [0;T ] має скiнченний елементарний дiльник (λ − λ0(t))
p кратнiстю p > 1 i

нескiнченний — кратнiстю q = n− p > 1.
8◦ λ0(t) < 0, ∀t ∈ [0;T ].
9◦

(
B1(t)φ̃(t), ψ̃(t)

)
̸= 0, ∀t ∈ [0;T ], де φ̃(t) — власний вектор матрицi B0(t), що вiд-

повiдає її нульовому власному значенню, ψ̃(t) — вiдповiдний власний вектор спряженої
матрицi B∗

0(t).
Наявнiсть при похiдних у системi рiвнянь (1.1) матрицi B(t, ε), яка вироджується

при ε = 0, вносить суттєвi труднощi в розв’язання даної задачi, якi вдається подолати,
використовуючи результати асимптотичного аналiзу загального розв’язку сингулярно
збурених систем з виродженнями даного типу, здiйсненого в роботах [2], [3],

2. Побудова формального розв’язку задачi оптимального керування

Завдяки умовi 7◦, яка передбачає стабiльнiсть кронекерової структури граничної
в’язки матриць A0(t) − λB0(t), система (1.1) при досить малих ε > 0 буде регулярною i
матиме загальний розв’язок типу Кошi при заданому u(t, ε).

Незважаючи на виродженiсть матрицi B(t, 0) = B0(t), як показано в [2] за виконання
умови 9◦ матриця B(t, ε) неособлива при досить малих ε > 0. Тому до задачi (1.1), (1.4)
можна застосувати принцип максимуму Л.С. Понтрягiна [4].

Побудуємо функцiю Гамiльтона

H(t, x, p, u) = ε−h(A(t, ε)x, p) + ε−h((t, ε)u, p)− 1

2εh
(D(t, ε)u, u),

де p — n-вимiрний вектор спряжених змiнних.
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Тодi згiдно з принципом максимуму для мiнiмiзацiї критерiя (1.4) необхiдно, щоб

graduH = ε−hC∗(t, ε)p− ε−hD(t, ε)u = 0,

d

dt
(B∗(t, ε)p) = −gradxH = −ε−hA∗(t, ε)p.

Одержимо систему рiвнянь

εhB(t, ε)
dx

dt
= A(t, ε)x+ C(t, ε)u,

εhB∗(t, ε)
dp

dt
= −

(
A∗(t, ε) + εh (B∗(t, ε))′

)
p,

0 = C∗(t, ε)p−D(t, ε)u.

(2.1)

Увiвши в розгляд (2n+m)-вимiрний вектор

y(t, ε) = col(x(t, ε), p(t, ε), u(t, ε)), (2.2)

спiввiдношення (2.1) запишемо у виглядi

εhB̃(t, ε)ẏ = Ã(t, ε)y, (2.3)

де матрицi Ã(t, ε), B̃(t, ε) зображуються асимптотичними розвиненнями

Ã(t, ε) ∼
∞∑
k=0

εkÃk(t), B̃(t, ε) ∼
∞∑
k=0

εkB̃k(t), (2.4)

Ãk(t) =

 Ak(t) 0 Ck(t)
0 −A∗

k(t)− (B∗
k−h(t))

′ 0

0 C∗
k(t) −Dk(t)

 , B̃k(t) =

 Bk(t) 0 0
0 B∗

k(t) 0
0 0 0

 ,

(k = 0, 1, 2, . . .), — блочнi матрицi, в яких символом 0 позначено нульовi блоки вiдпо-
вiдних розмiрiв. Крайовi умови (1.2), (1.3) подамо у виглядi:

My(0, ε) +Ny(T, ε) =

(
x1(ε)
x2(ε)

)
= y0(ε), (2.5)

M =

(
E 0 0
0 0 0

)
, N =

(
0 0 0
E 0 0

)
. (2.6)

Таким чином, задача оптимального керування (1.1)–(1.4) зводиться до двоточкової
крайової задачi (2.3), (2.5).

У даному випадку гранична в’язка матриць Ã0(t)−λB̃0(t) системи рiвнянь (2.3) регу-
лярна, а її кронекерова структура складається з двох скiнченних елементарних дiльни-
кiв кратнiстю p: (λ− λ0(t))

p i (λ+ λ0(t))
p. Що ж стосується нескiнченних елементарних

дiльникiв, то їх структура значно складнiша. Крiм зазначених скiнченних елементар-
них дiльникiв, гранична в’язка матриць системи (2.3) має два нескiнченнi: один простий
i один кратний — кратнiстю 2q − 1. Тому згiдно з теорiєю, викладеною в [2], система
(2.3) має 2p лiнiйно незалежних розв’язкiв, що вiдповiдають скiнченним елементарним
дiльникам, i 2q розв’язкiв, якi вiдповiдають нескiнченним елементарним дiльникам.
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Перша група iз 2p розв’язкiв, що вiдповiдають скiнченним елементарним дiльникам,
побудована у виглядi формальних розвинень за дробовими степенями ε

1
p = µ1 за вико-

нання умови

L01 = −(A1φ,ψ) + λ0(B1φ,ψ) + δ1,h(B0φ
′, ψ) ̸= 0, ∀t ∈ [0;T ] (2.7)

у нашiй роботi [1] з використанням результатiв роботи [2].
Розв’язки, що вiдповiдають скiнченному елементарному дiльнику (λ− λ0(t))

p, буду-
ються у виглядi

yi(t, ε) = vi(t, ε) exp

ε−h t∫
0

(λ0(τ) + λi(τ, ε))dτ

 , i = 1, p, (2.8)

де vi(t, ε) = col
(
v
(1)
i (t, ε), 0, 0

)
, а функцiї λi(t, ε) i вектори vi(t, ε) зображуються розви-

неннями за степенями µ1:

λi(t, ε) =
∞∑
k=1

µk1λ
(i)
k (t), i = 1, p; (2.9)

v
(1)
i (t, ε) =

∞∑
k=0

µk1v
(1)
ki (t), i = 1, p. (2.10)

Як показано в [1], коефiцiєнти розвинень (2.9), (2.10) визначаються за рекурентними
формулами

λ
(j)
1 (t) = p

√
|L01| exp

(
i
arg(−L01) + 2π(j − 1)

p

)
, j = 1, p,

λ
(i)
k+1(t) = − 1

pλ
(i)
1

P̃ p+kp

(
λ(i)

)
+

[
p+k−1

p

]∑
s=1

p+k−sp∑
j=1

Ljs

[
P p+k−spj

(
λ(i)

)] ,

v
(1)
ki (t) =

k∑
j=0

P kj

(
λ(i)

)
(HB0)

jφ+HL̃0, k
p
φ+

[
k−1
p

]∑
s=1

k−sp∑
j=1

HL̃js

[
P k−psj

(
λ(i)

)]
φ,

(k = 1, 2, . . .), де

L0s =

s∑
j=1

(−1)j
(
P sj (HΓ)φ,ψ

)
, s = 1, 2, . . . ;

Lks

[
λki

]
=

[ s
h
]∑

m=0

s−mh∑
j=0

(−1)jDm
[
λki

] (
P s−hmm+k,j(HB;HΓ)φ,ψ

)
, k, s = 1, 2, . . . ;

Lk0

[
λki

]
= λki δk,p, k = 1, p,

H(t) — напiвобернена матриця до матрицi A0 − λ0B0; P sj (HΓ) — сума всiх можливих
добуткiв j операторiв HΓk1 ,HΓk2 , . . . , HΓks , сума iндексiв яких k1 + . . . + ks = s (при
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цьому покладається P 0
0 (HΓ) = E, P s0 (HΓ) = 0, якщо k ≥ 1, а перший множник H у всiх

доданках "вiдбирається"), Γk = Ak − λ0Bk −Bk−h
d
dt , k = 1, 2, . . ..

P js,k(HΓ;HB) — сума всiх можливих "добуткiв"k матричних множникiв HBi1 , HBi2 ,
. . . , HBik з цiлими невiд’ємними iндексами та s операторних множникiв HΓm1 , HΓm2 ,
. . . , HΓms , сума iндексiв яких i1 + i2 + . . .+ ik +m1 +m2 + . . .+ms = j.

Dj
[
λki

]
— сума всiх можливих "добуткiв"j "множникiв"D = d

dt та k множникiв λi;
при цьому останнiм множником у всiх доданках є λi, а оператор диференцiювання D дiє
на весь вираз, що мiститься праворуч вiд нього.

Розв’язки системи (2.3), що вiдповiдають скiнченному елементарному дiльнику (λ+
λ0(t))

p, знаходяться у виглядi

yi(t, ε) = ṽi(t, ε) exp

−ε−h
T∫
t

(
−λ0(τ) + λ̃i(τ, ε)

)
dτ

 , i = 1, p, (2.11)

де
ṽi(t, ε) = col

(
ṽ
(1)
i (t, ε), ṽ

(2)
i (t, ε), ṽ

(3)
i (t, ε)

)
, i = 1, p, (2.12)

вiдповiдно до структури матриць Ã(t, ε), B̃(t, ε).
Вiдповiднi вектори ṽ

(2)
i (t, ε) будуються, як i для першої групи розв’язкiв, у виглядi

розвинень за степенями µ1 = p
√
ε:

λ̃i(t, ε) =

∞∑
k=0

µk1λ̃
(i)
k (t), i = 1, p; (2.13)

ṽ
(j)
i (t, ε) =

∞∑
k=0

µk1 ṽ
(j)
ki (t), i = 1, p, j = 1, 2, 3, (2.14)

коефiцiєнти яких визначаються з наступних рекурентних спiввiдношень:

λ̃
(i)
k (t) = −λ(i)k (t), k = 1, 2, . . . , (2.15)

ṽ
(1)
ki (t) =

k+1∑
s=1

P ks−1

(
λ(i)(t)

)
ψs(t), k = 0, p− 1, (2.16)

ṽ
(2)
ki (t) =

k∑
j=0

P kj

(
λ(i)

)
(H∗B∗

0)
j ψ +H∗F̃0, k

p
ψ −

[
k−1
p

]∑
s=1

k−sp∑
j=1

(−1)jH∗F̃js

[
P k−psj

(
λ(i)

)]
ψ,

k = 1, 2, . . . , (2.17)

ṽ
(3)
0i (t) = D−1

0 C∗
0ψ, (2.18)

ṽ
(3)
ki (t) = D−1

0


[
k
p

]∑
j=0

C∗
j ṽ

(2)
k−pj,i −

[
k
p

]∑
j=1

Dj ṽ
(3)
k−pj,i

 , k = 1, 2, . . . , (2.19)
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в яких

F̃0s = −
s∑
j=1

P sj (H
∗Γ∗), s = 1, 2, . . . ;

F̃k0

[
λ̃ki

]
= (−1)k+1λ̃kiB

∗
0(H

∗B∗
0)
k−1, k = 1, 2, . . . ;

F̃ks

[
λ̃ki

]
= −

[ s
h
]∑

m=0

s−hm∑
j=0

(−1)j+kDm
[
λ̃ki

]
P s−hmm+k,j(H

∗B∗,H∗Γ∗),

Γ∗
k = A∗

k − λ0B
∗
k +

(
B∗
k−h

)′
+B∗

k−h
d
dt ,R0(t) = A0(t) + λ0(t)B0(t),

ψs(t) =
∑s−1

j=0(−1)j+1R−1
0

(
B0R

−1
0

)j
C0D

−1
0 C∗

0 (H
∗B∗

0)
s−1−j ψ, H∗ — матриця, спряжена до

матрицi H.
Для побудови другої групи розв’язкiв, що вiдповiдають нескiнченним елементарним

дiльникам, ми вже не можемо скористатись вiдомими результатами, викладеними в [2, 5],
оскiльки в даному випадку гранична в’язка матриць має два нескiнченнi елементарнi
дiльники рiзної кратностi i умови теореми 4.4 iз [2] не виконуються.

Проведенi нами дослiдження показують, що за виконання умови 9◦ шуканi розв’язки
можна побудувати у виглядi розвинень за дробовими степенями µ2 = ε

1
q . Як вияви-

лось, вони подiляються на двi групи по q розв’язкiв, кожна з яких будується за своїм
алгоритмом.

Першу групу розв’язкiв побудуємо у виглядi

yi(t, ε) = wi(t, ε) exp

ε−h t∫
t0

dτ

ξi(τ, ε)

 , i = 1, q, (2.20)

поклавши
wi(t, ε) = col

(
w

(1)
i (t, ε); 0; 0

)
, i = 1, q, (2.21)

де нижня межа iнтегрування t0 буде встановлена нижче, в процесi побудови розв’язку
крайової задачi (2.3), (2.5).

Пiдставивши (2.20), (2.21) у систему (2.3), дiстанемо векторне рiвняння

B(t, ε)w
(1)
i (t, ε) = ξi(t, ε)A(t, ε)w

(1)
i (t, ε)− εhξi(t, ε)B(t, ε)

(
w

(1)
i (t, ε)

)′
, (2.22)

до якого зводиться побудова вiдповiдних розв’язкiв n-вимiрної системи рiвнянь

εhB(t, ε)
dx

dt
= A(t, ε)x.

Згiдно з теоремою 3.3 iз [2] функцiї ξi(t, ε) мають задовольняти рiвняння розгалуження

ξqi +
∞∑
s=1

εsM0s +
∞∑
k=1

∞∑
s=1

εsMks

[
ξki

]
= 0, (2.23)

коефiцiєнти якого виражаються формулами

M0s =
s∑
j=1

(−1)j
(
P sj (GB)φ̃, ψ̃

)
, s = 1, 2, . . . ; (2.24)
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M1s [ξ] =

s∑
i=0

(−1)iξ
(
P s1,i(GK;GB)φ̃, ψ̃

)
; (2.25)

Mks

[
ξk
]
=

min{k−2,[ s
h
]}∑

j=0

s−hj∑
i=0

(−1)i+jξ2D̃j
[
ξk−2

] (
P s−hjk−j,i (GK;GB)φ̃, ψ̃

)
,

k ≥ 2, s ≥ 1; (2.26)

Mk0

[
ξk
]
= ξkδk,q, k = 1, q.

Вiдповiднi вектори w(1)
i (t, ε) зображуються формальними розвиненнями

w
(1)
i (t, ε) = φ̃+

∞∑
s=1

εsGM̃0sφ̃+
∞∑
k=1

∞∑
s=0

εsGM̃ks

[
ξki

]
φ̃, (2.27)

коефiцiєнти яких визначаються за формулами

M̃0s =

s∑
j=1

(−1)jP sj (GB), s = 1, 2, . . . ; (2.28)

M̃ks

[
ξk
]
=

min{k−2,[ s
h
]}∑

j=0

s−hj∑
i=0

(−1)i+jξD̃j
[
ξk−1

]
P s−hjk−j,i (GK;GB), (2.29)

де G(t) — напiвобернена матриця до матрицi B0(t), φ̃(t) — власний вектор матрицi B0(t),
що вiдповiдає її нульовому власному значенню.

Вирази P sj (GB), P sk,r(GK;GB) тут формуються за розвиненнями
∑∞

k=1 ε
kBk,∑∞

s=0 ε
sKs, де

Ks = As(t)−Bs−h(t)
d

dt
, s = 0, 1, . . . .

Оскiльки згiдно з умовою 9◦ M01 = −
(
B1φ̃, ψ̃

)
̸= 0, то, як показано в [2, c. 98],

функцiї ξi(t, ε) i вектори wi(t, ε) будуються у виглядi розвинень за степенями µ2 = ε
1
q :

ξi(t, ε) =

∞∑
k=1

µk2ξ
(i)
k (t), (2.30)

w
(1)
i (t, ε) =

∞∑
k=0

µk2w
(1)
ki (t), i = 1, q. (2.31)

Пiдставивши ряд (2.30) у рiвняння (2.23) i застосувавши метод невизначених коефi-
цiєнтiв, за алгоритмом, описаним у [2, c. 98-105], дiстанемо такi рекурентнi формули для
знаходження функцiй ξ(i)k (t):

ξ
(j)
1 (t) = q

√∣∣∣(B1φ̃, ψ̃
)∣∣∣ exp(iarg(B1φ̃,ψ̃)+2π(j−1)

q

)
, j = 1, q, (2.32)
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ξ
(i)
k+1(t) = − 1

q
(
ξ
(i)
1

)q−1

P̃ q+kq

(
ξ(i)

)
+M

0, q+k
q

+

[ q+k−1
q

]∑
s=1

q+k−sq∑
j=1

Mjs

[
P q+k−sqj

(
ξ(i)

)] ,
(2.33)

(k = 1, 2, . . .), де символом P̃ q+kq

(
ξ(i)

)
позначена та частина виразу P q+kq

(
ξ(i)

)
, що не

мiстить ξ(i)k+1(t), а оператори Mjs дiють на кожний доданок виразу P q+k−qsj

(
ξ(i)

)
за таким

самим правилом, що й на функцiю ξ(i)(t). Вираз P kj (ξ
(i)) формується за розвиненням

(2.30).
Пiдставивши (2.30) у (2.27) i перегрупувавши доданки, зiбравши вирази з однаковими

степенями параметра µ2, отримаємо формули для коефiцiєнтiв векторного ряду (2.31):

w
(1)
ki (t) =

k∑
j=0

P kj

(
ξ(i)

)
(GA0)

jφ̃+GM̃0, k
q
φ̃+

[ k−1
q

]∑
s=1

k−sq∑
j=1

GM̃js

[
P k−sqj

(
ξ(i)

)]
φ̃,

k = 0, 1, . . . . (2.34)

Другу групу розв’язкiв, що вiдповiдають нескiнченним елементарним дiльникам гра-
ничної в’язки матриць, шукатимемо у виглядi

yi(t, ε) = w̃i(t, ε) exp

ε−h t∫
t0

dτ

ξ̃i(τ, ε)

 , i = 1, q, (2.35)

де
w̃i(t, ε) = col

(
w̃

(1)
i (t, ε);µq−1

2 w̃
(2)
i (t, ε);µq−1

2 w̃
(3)
i (t, ε)

)
, (2.36)

а функцiї ξ̃i(t, ε) i вектор-функцiї w̃(j)
i (t, ε), j = 1, 3, зображуються формальними розви-

неннями за степенями µ2:

ξ̃i(t, ε) =

∞∑
k=1

µk2 ξ̃
(i)
k (t), (2.37)

w̃
(j)
i (t, ε) =

∞∑
k=0

µk2w̃
(j)
ki (t), j = 1, 3. (2.38)

Пiдставивши (2.35), (2.36) у (2.3), приходимо до системи трьох векторних рiвнянь

B(t, ε)w̃
(1)
i (t, ε) = ξ̃i(t, ε)A(t, ε)w̃

(1)
i (t, ε) + µq−1

2 ξ̃i(t, ε)C(t, ε)w̃
(3)
i (t, ε)−

−εhξ̃i(t, ε)B(t, ε)
(
w̃

(1)
i (t, ε)

)′
;

(2.39)

B∗(t, ε)w̃
(2)
i (t, ε) = −ξ̃i(t, ε)A∗(t, ε)w̃

(2)
i (t, ε)− εhξ̃i(t, ε) (B

∗(t, ε))′ w̃
(2)
i (t, ε)−

−εhξ̃i(t, ε)B∗(t, ε)
(
w̃

(2)
i (t, ε)

)′
;

(2.40)

C∗(t, ε)w̃
(2)
i (t, ε)−D(t, ε)w̃

(3)
i (t, ε) = 0. (2.41)
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Розглянемо кожне iз цих рiвнянь окремо. Пiдставивши розвинення (2.37), (2.38) у
рiвняння (2.40) i прирiвнявши в одержанiй тотожностi вирази при однакових степенях
параметра µ2, отримаємо нескiнченну систему векторних рiвнянь

B∗
0w̃

(2)
0i = 0; (2.42)

B∗
0w̃

(2)
ki = b̃

(2)
ki , k = 1, 2, . . . , (2.43)

де

b̃
(2)
ki (t) = −

k∑
j=1

ξ̃
(i)
j A∗

0w̃
(2)
k−j,i + d̃

(2)
ki , k = 1, 2, . . . ; (2.44)

d̃
(2)
ki (t) = −

k−q∑
j=1

[
k−j
q

]∑
s=1

ξ̃
(i)
j A∗

sw̃
(2)
k−j−qs,i −

[
k
q

]∑
s=1

B∗
s w̃

(2)
k−qs−

+

k−qh∑
j=1

[
k−qh−j

q

]∑
s=0

ξ̃
(i)
j (B∗

s )
′w̃

(2)
k−j−qh−qs,i −

k−qh∑
j=0

[
k−qh−j

q

]∑
s=0

ξ̃
(i)
j B∗

s

(
w̃

(2)
k−qh−qs−j,i

)′
,

(2.45)

(k = q, q + 1, . . .).
Покажемо, що за виконання умови 9◦ ця система рiвнянь розв’язна, i вкажемо алго-

ритм визначення з неї коефiцiєнтiв вiдповiдних формальних рядiв.
З рiвняння (2.42) знайдемо

w̃
(2)
0i (t) = α

(i)
0 (t)ψ̃(t), (2.46)

де α(i)
0 (t) — нескiнченно диференцiйовна функцiя, яка буде визначатись далi. Рiвняння

(2.43) будуть розв’язними тодi i тiльки тодi, коли їх правi частини будуть ортогональни-
ми до вектора φ̃(t): (

b̃
(2)
ki (t), φ̃(t)

)
= 0, k = 1, 2, . . . . (2.47)

За виконання цiєї умови вектори w̃(2)
ki (t) з цих рiвнянь знаходитимемо за формулою

w̃
(2)
ki (t) = G∗(t)b̃

(2)
ki (t) + α

(i)
k (t)ψ̃(t), k = 1, 2, . . . , (2.48)

де α(i)
k (t) — нескiнченно диференцiйовнi функцiї, якi пiдлягають визначенню.

Для знаходження функцiй ξ̃
(i)
k (t) використаємо умову (2.47). З цiєю метою перетво-

римо вираз (2.44) для векторiв b̃(2)ki (t). Здiйснюючи взаємну пiдстановку формул (2.46),
(2.48), (2.44), при k < q дiстанемо

b̃
(2)
1i = −ξ̃(i)1 α

(i)
0 A∗

0ψ̃;

b̃
(2)
2i = α

(i)
0

[(
ξ̃
(i)
1

)2
A∗

0G
∗A∗

0ψ̃ − ξ̃
(i)
2 A∗

0ψ̃

]
− ξ̃

(i)
1 α

(i)
1 A∗

0ψ̃;

b̃
(2)
3i = α

(i)
0

[
−
(
ξ̃
(i)
1

)3
A∗

0(G
∗A∗

0)
2ψ̃ + 2ξ̃

(i)
1 ξ̃

(i)
2 A∗

0G
∗A∗

0ψ̃ − ξ̃
(i)
3 A∗

0ψ̃

]
+

+α
(i)
1

[(
ξ̃
(i)
1

)2
A∗

0G
∗A∗

0ψ̃ − ξ̃
(i)
2 A∗

0ψ̃

]
− ξ̃

(i)
1 α

(i)
2 A∗

0ψ̃;
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Аналiзуючи цi формули, доходимо висновку, що в загальному випадку має мiсце формула

b̃
(2)
ki (t) =

k−1∑
s=0

α(i)
s

k−s∑
j=1

(−1)jP k−sj

(
ξ̃(i)

)
A∗

0 (G
∗A∗

0)
j−1 ψ̃, k = 0, q − 1, (2.49)

яка доводиться методом математичної iндукцiї.
При k ≥ q у складi b̃(2)ki (t) з’являються "члени другого роду якi мiстять вектори d̃(2)ki (t).

Позначивши цi члени символом b̂
(2)
ki (t), продовжимо взаємну пiдстановку формул (2.46),

(2.44), (2.48) при k ≥ q. Тодi "члени першого роду якi продукуються першим додан-
ком виразу (2.44), i далi утворюватимуть вираз вигляду (2.49), а для "членiв другого
роду"матимемо

b̂
(2)
qi = d̃

(2)
qi ;

b̂
(2)
q+1,i = −ξ̃(i)1 A∗

0G
∗d̃

(2)
qi + d̃

(2)
q+1,i;

b̂
(2)
q+2,i =

[(
ξ̃
(i)
1

)2
(A∗

0G
∗)2 − ξ̃

(i)
2 A∗

0G
∗
]
d̃
(2)
qi − ξ̃

(i)
2 A∗

0G
∗d̃

(2)
q+1,i + d̃

(2)
q+2,i;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Методом математичної iндукцiї встановимо, що в загальному випадку справджується
формула

b̂
(2)
q+k,i(t) =

k−1∑
s=0

k−s∑
j=1

(−1)jP k−sj

(
ξ̃(i)

)
(A∗

0G
∗)j d̃

(2)
q+s,i + d̃

(2)
q+k,i, k = 0, 1, . . . . (2.50)

Об’єднавши члени "першого"i "другого роду дiстанемо

b̃
(2)
ki (t) =

k−1∑
s=0

α(i)
s

k−s∑
j=1

(−1)jP k−sj

(
ξ̃(i)(t)

)
A∗

0 (G
∗A∗

0)
j−1 ψ̃(t)+

+

k−q−1∑
s=0

k−q−s∑
j=1

(−1)jP k−q−sj

(
ξ̃(i)(t)

)
(A∗

0G
∗)j d̃

(2)
q+s,i(t) + d̃

(2)
k,i (t),

(2.51)

(k = 1, 2, . . .).
Оскiльки згiдно з [2, c. 98](

A∗
0(G

∗A∗
0)
j−1ψ̃, φ̃

)
=

(
ψ̃, A0(GA0)

j−1φ̃
)
=

(
A0(GA0)

j−1φ̃, ψ̃
)
= δj,q, (2.52)

то з формули (2.51) випливає, що при k < q умова (2.47) виконується, а при k = q

записується у виглядi (−1)qα
(i)
0

(
ξ̃
(i)
1

)q
+

(
d̃
(2)
qi , φ̃

)
= 0. Взявши до уваги, що згiдно з

(2.45), (2.46) d̃(2)qi (t) = −B∗
1w̃

(2)
0i = −α(i)

0 B∗
1ψ̃, звiдси маємо

α
(i)
0

[(
−ξ̃(i)1

)q
−

(
B∗

1ψ̃, φ̃
)]

= 0. (2.53)
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Нарештi, врахувавши, що у вiдповiдностi з (2.32)
(
B∗

1ψ̃, φ̃
)

=
(
B1φ̃, ψ̃

)
=

(
ξ
(i)
1

)q
,

дiстанемо
(
−ξ̃(i)1

)q
=

(
ξ
(i)
1

)q
, звiдки випливає, що

ξ̃
(i)
1 (t) = −ξ(i)1 (t), i = 1, q. (2.54)

Взявши до уваги, що (G∗A∗
0)
s ψ̃ = 0 при s ≥ q, з формули (2.51) маємо

b̃
(2)
q+1,i(t) = α

(i)
0

q∑
j=1

(−1)jP q+1
j

(
ξ̃(i)

)
A∗

0 (G
∗A∗

0)
j−1 ψ̃+

+α
(i)
1

q∑
j=1

(−1)jP qj

(
ξ̃(i)

)
A∗

0 (G
∗A∗

0)
j−1 ψ̃ − ξ̃

(i)
1 A∗

0G
∗d̃

(2)
q,i + d̃

(2)
q+1,i.

У свою чергу з (2.45), врахувавши (2.54), (2.48), дiстанемо

d̃
(2)
q+1,i(t) = −ξ̃(i)1 A∗

1w̃
(2)
0i −B∗

1w̃
(2)
1i − δ1,hξ̃

(i)
1

(
B∗

0w̃
(2)
0i

)′
= −α(i)

0 ξ̃
(i)
1 A∗

1ψ̃−

−B∗
1

(
−ξ̃(i)1 α

(i)
0 G∗A∗

0ψ̃ + α
(i)
1 ψ̃

)
− δ1,hξ̃

(i)
1 α

(i)
0

(
B∗

0ψ̃
)′

=

= −α(i)
0 ξ̃

(i)
1

(
A∗

1ψ̃ −B∗
1G

∗A∗
0ψ̃

)
− α

(i)
1 B∗

1ψ̃

Тодi умова (2.47) при k = q + 1 запишеться у виглядi

α
(i)
0

[
(−1)qP q+1

q

(
ξ̃(i)

)
+ ξ̃

(i)
1

(
A∗

0G
∗B∗

1ψ̃, φ̃
)
− ξ̃

(i)
1

(
A∗

1ψ̃, φ̃
)
+

+ξ̃
(i)
1

(
B∗

1G
∗A∗

0ψ̃, φ̃
)]

+ α
(i)
1

[
(−1)q

(
ξ̃
(i)
1

)q
−

(
B∗

1ψ̃, φ̃
)]

= 0.

Оскiльки згiдно з (2.53) вираз бiля α(i)
1 використовувався на попередньому кроцi для

знаходження ξ̃
(i)
1 , то звiдси випливає, що має дорiвнювати нулю вираз бiля α

(i)
0 . Тому,

взявши до уваги, що P q+1
q

(
ξ̃(i)

)
= qξ̃

(i)
2

(
ξ̃
(i)
1

)q−1
, i врахувавши (2.54), маємо

ξ̃
(i)
2 (t) =

ξ
(i)
1

q
(
ξ̃
(i)
1

)q−1

[(
(A0GB1 +B1GA0) φ̃, ψ̃

)
−

(
A1φ̃, ψ̃

)]
.

Порiвнявши цей вираз з формулою (2.33), приходимо до висновку, що ξ̃(i)2 = −ξ(i)2 , i = 1, q.
Продовжуючи цей процес при k = q + 2, q + 3, . . ., встановлюємо, що

ξ̃
(i)
k = −ξ(i)k , k = 0, 1, . . . . (2.55)

Функцiї ж α
(i)
k (t) поки що залишаються довiльними.

Пiдставивши в рiвняння (2.41) вiдповiднi розвинення для вектор-функцiй w̃
(2)
i (t, ε),

w̃
(3)
i (t, ε) та прирiвнявши вирази при однакових степенях параметра µ2, отримаємо ре-

курентнi формули для коефiцiєнтiв w̃(3)
ki (t):

w̃
(3)
0i (t) = α

(i)
0 D−1

0 C∗
0 ψ̃; (2.56)
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w̃
(3)
ki (t) = D−1

0

 [ k
q
]∑

j=0

C∗
j w̃

(2)
k−qj,i −

[ k
q
]∑

j=1

Djw̃
(3)
k−qj,i

 , k = 1, 2, . . . . (2.57)

Розглянемо тепер рiвняння (2.39). Пiдставимо в нього вiдповiднi розвинення i в одер-
жанiй тотожностi прирiвняємо коефiцiєнти при µk2, k = 0, 1, . . .. Врахувавши (2.55), прий-
демо до нескiнченної системи рiвнянь

B0w̃
(1)
0i = 0; (2.58)

B0w̃
(1)
ki = b̃

(1)
ki , k = 1, 2, . . . , (2.59)

де

b̃
(1)
ki (t) = −

k∑
j=1

ξ
(i)
j A0w̃

(1)
k−j,i + d̃

(1)
ki , k = 1, 2, . . . ; (2.60)

d̃
(1)
ki (t) = −

k+1−q∑
j=1

[
k+1−q−j

q

]∑
s=0

ξ
(i)
j Csw̃

(3)
k+1−q−j−qs,i −

k−q∑
j=1

[
k−j
q

]∑
s=1

ξ
(i)
j Asw̃

(1)
k−j−qs,i−

−

[
k
q

]∑
s=1

Bsw̃
(1)
k−qs,i +

k−qh∑
j=1

[
k−qh−j

q

]∑
s=0

ξ
(i)
j Bs

(
w̃

(1)
k−qh−qs−j,i

)′
,

(2.61)

(k = q + 1, q + 2, . . .).
Встановимо розв’язнiсть цiєї системи вiдносно векторiв w̃(1)

ki (t) подiбно до того, як це
було зроблено для системи рiвнянь (2.42), (2.43). Дана система буде розв’язною тодi i
тiльки тодi, коли всi вектори b̃(1)ki (t) будуть ортогональними до вектора ψ̃(t), тобто, коли
виконуватиметься умова (

b̃
(1)
ki (t), ψ̃(t)

)
= 0, k = 1, 2, . . . . (2.62)

За виконання цiєї умови вектори w̃(1)
ki (t) будемо визначати за формулами

w̃
(1)
0i (t) = φ̃(t), (2.63)

w̃
(1)
ki (t) = Gb̃

(1)
ki (t), k = 1, 2, . . . . (2.64)

Умову ж (2.62) використаємо для знаходження функцiй α(i)
k (t), k = 0, 1, . . ., якi мiстяться

в (2.51) i до цього моменту залишались невизначеними. З цiєю метою перетворимо вираз
(2.60) для векторiв b̃

(1)
ki (t) шляхом взаємної пiдстановки формул (2.60) i (2.63), (2.64).

Мiркуючи так само, як i в процесi аналогiчного перетворення виразу (2.44), методом
математичної iндукцiї встановимо, що

b̃
(1)
ki (t) =

k∑
j=0

(−1)jP kj

(
ξ(i)

)
A0 (GA0)

j−1 φ̃+
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+

k−q−1∑
s=0

k−q−s∑
j=1

(−1)jP k−q−sj

(
ξ(i)(t)

)
(A0G)

j d̃
(1)
q+s,i + d̃

(1)
k,i , (2.65)

(k = 1, 2, . . .).
З цiєї формули випливає, що при k < q умова (2.62) виконується автоматично завдяки

спiввiдношенням (2.52). Тому процес визначення функцiй α(i)
k (t) розпочинається на q-му

кроцi. Взявши до уваги (2.52), при k = q матимемо (−1)q
(
ξ
(i)
1

)q
+
(
d̃
(1)
qi , ψ̃

)
= 0.

Оскiльки згiдно з (2.61), (2.63), (2.56)

d̃
(1)
qi = −ξ(i)1 C0w̃

(3)
0i −B1w̃

(3)
0i = −α(i)

0 ξ
(i)
1 C0D

−1
0 C∗

0 ψ̃ −B1φ̃,

припустивши виконання умови(
C0(t)D

−1
0 (t)C∗

0 (t)ψ̃(t), ψ̃(t)
)
̸= 0, ∀t ∈ [0;T ], (2.66)

дiстанемо

α
(i)
0 (t) =

(−1)q
(
ξ
(i)
1

)q
−
(
B1φ̃, ψ̃

)
ξ
(i)
1

(
C0D

−1
0 C∗

0 ψ̃, ψ̃
) =

(−1)q
(
B1φ̃, ψ̃

)
−

(
B1φ̃, ψ̃

)
ξ
(i)
1

(
C0D

−1
0 C∗

0 ψ̃, ψ̃
) . (2.67)

Наступнi функцiї α(i)
k (t) визначатимуться рекурентним чином через попереднi. Щоб

вивести вiдповiдну рекурентну формулу, розглянемо умову (2.62) на q + k-у кроцi. Для
цього видiлимо доданок, який мiстить функцiю α

(i)
k (t) у складi виразу для вектора

d̃
(1)
q+k,i(t). Поклавши в (2.61) q + k замiсть k, i врахувавши формули (2.57), (2.48), (2.49),

маємо
d̃
(1)
q+k,i(t) = −α(i)

k ξ
(i)
1 C0D

−1
0 C∗

0 ψ̃ + g̃
(1)
q+k,i,

де

g̃
(1)
q+k,i(t) = −ξ(i)1 C0D

−1
0 C0

k−1∑
s=0

α(i)
s

k−s∑
j=1

(−1)j+1P k−sj

(
ξ(i)

)
(G∗A∗

0)
j ψ̃ +

+

k−q−1∑
s=0

k−q−s∑
j=1

(−1)j+1P k−q−sj

(
ξ(i)

)
G∗ (A∗

0G
∗)j g̃

(2)
q+s,i +G∗g̃

(2)
qi

−

−ξ(i)1 C0D
−1
0

 [ k
q
]∑

j=1

C∗
j w̃

(2)
k−qj,i −

[ k
q
]∑

j=1

Djw̃
(3)
k−qj,i

−
[ k
q
]∑

j=1

ξ
(i)
1 Cjw̃

(3)
k−qj,i−

−
k+1−q∑
j=1

[ k+1−j
q

]∑
s=1

ξ
(i)
j Csw̃

(3)
k+1−j−qs,i −

k∑
j=1

[ k+q−j
q

]∑
s=1

ξ
(i)
j Asw̃

(1)
q+k−j−qs,i−

−
[ k+q

q
]∑

s=1

Bsw̃
(1)
k+q−qs,i +

k+q−qh∑
j=1

[ k+q−qh−j
q

]∑
s=0

ξ
(i)
j Bsw̃

(1)
k+q−qh−j−qs,i.

(2.68)
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Неважко переконатися, що вираз (2.68) мiстить тiльки тi функцiї α(i)
s (t), iндекси яких

s < k (вони мiстяться в першому доданку цього виразу, у складi w̃(2)
k−qj,i, а також опо-

середковано — у складi w̃(3)
k−qj,i та w̃(3)

k+1−j−qs,i згiдно з формулою (2.57)). Отже, з умови
(2.62) на (q + k)-му кроцi знайдемо

α
(i)
k (t) =

(
g̃
(1)
q+k,i(t), ψ̃

)
ξ
(i)
1

(
C0D

−1
0 C∗

0 ψ̃, ψ̃
) . (2.69)

Цим самим завершено побудову 2n формальних розв’язкiв системи (2.3).
Розглянемо побудову розв’язку крайової задачi (2.3), (2.5). З формули (2.32) випли-

ває, що частина з функцiй ξ
(i)
1 (t), i = 1, q, може мати додатнi дiйснi частини, а частина

— вiд’ємнi. Будемо припускати, що виконуються такi умови:

10◦ Reξ(i)1 (t) < 0, ∀t ∈ [0;T ], i = 1, l; Reξ(i)1 (t) > 0, ∀t ∈ [0;T ], i = l + 1, q;

11◦ ξ
(i)
1 (0) ̸= −ξ(j)1 (0), i = 1, l, j = l + 1, q; ξ(i)1 (T ) ̸= −ξ(j)1 (T ), i = 1 + l, q, j = 1, l.

Крiм того, для спрощення викладок, припустимо, що числа p, q взаємно простi i p > q.
Виходячи з умови 10◦ та спiввiдношень (2.55), визначимо межi iнтегрування в (2.20),

(2.35) i, слiдуючи [6], розв’язок крайової задачi (2.3), (2.5) будуватимемо у виглядi

y(t, ε) = µ−q(p−1)

 p∑
i=1

vi(t, ε)c
(i)
1 (ε) exp

(
ε−h

t∫
0

(
λ0(τ) + λi(τ, ε)

)
dτ

)
+

+

p∑
i=1

ṽi(t, ε)c̃
(i)
1 (ε) exp

ε−h T∫
t

(λ0(τ) + λi(τ, ε)) dτ

+

+µ−p(q−1)

 l∑
i=1

wi(t, ε)c
(i)
2 (ε) exp

ε−h t∫
0

dτ

ξi(τ, ε)

 +

+

q∑
i=l+1

w̃i(t, ε)c̃
(i)
2 (ε) exp

−ε−h
t∫

0

dτ

ξi(τ, ε)

+

l∑
i=1

w̃i(t, ε)c̃
(i)
2 (ε) exp

ε−h T∫
t

dτ

ξi(τ, ε)

+

+

q∑
i=l+1

wi(t, ε)c
(i)
2 (ε) exp

−ε−h
T∫
t

dτ

ξi(τ, ε)

 , (2.70)

де µ = ε
1
pq , а c(i)1 (ε), c̃(i)1 (ε), c(i)2 (ε), c̃(i)2 (ε) — шуканi скалярнi множники, якi зображуються

формальними розвиненнями за степенями µ:

c
(i)
1 (ε) =

∞∑
k=0

µkc
(i)
1k , c̃

(i)
1 (ε) =

∞∑
k=0

µk c̃
(i)
1k , i = 1, p; (2.71)

c
(i)
2 (ε) =

∞∑
k=0

µkc
(i)
2k , c̃

(i)
2 (ε) =

∞∑
k=0

µk c̃
(i)
2k , i = 1, q. (2.72)
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Пiдставивши вираз (2.70) у крайову умову (2.5) i врахувавши структуру матриць M ,
N та знехтувавши експоненцiально малими доданками, дiстанемо

p∑
i=1

v
(1)
i (0, ε)c

(i)
1 (ε) + µp−q

l∑
i=1

w
(1)
i (0, ε)c

(i)
2 (ε) + µp−q

q∑
i=l+1

w̃
(1)
i (0, ε)c̃

(i)
2 (ε) = µq(p−1)x1(ε);

(2.73)
p∑
i=1

ṽ
(1)
i (T, ε)c̃

(i)
1 (ε) + µp−q

l∑
i=1

w̃
(1)
i (T, ε)c̃

(i)
2 (ε) + µp−q

q∑
i=l+1

w
(1)
i (T, ε)c

(i)
2 (ε) = µq(p−1)x2(ε).

(2.74)
Розглянемо кожне з цих рiвнянь окремо. Пiдставивши в рiвняння (2.73) вiдповiднi

розвинення (2.31), (2.38), (2.71), (2.72) i прирiвнявши вирази при однакових степенях µ,
приходимо до нескiнченної системи рiвнянь

p∑
i=1

[
k
q

]∑
j=0

v
(1)
ji (0)c

(i)
1,k−qj +

l∑
i=1

[
k−p+q

p

]∑
j=0

w
(1)
ji (0)c

(i)
2,k−p+q−pj+

+

q∑
i=l+1

[
k−p+q

p

]∑
j=0

w̃
(1)
ji (0)c̃

(i)
2,k−p+q−pj = x

(1)
k−q(p−1)

pq

, k = 0, 1, . . . .

Пiдставивши формули (2.34), (2.64), (2.65) i змiнивши порядок сумування, цю систему
зведемо до вигляду [

k
q

]∑
s=0

p∑
i=1

[
k
q

]∑
j=s

P js

(
λ(i)(0)

)
(HB0)

sφ(0)c
(i)
1,k−qj+

+

[
k+q−p

p

]∑
s=0

l∑
i=1

[
k−p+q

p

]∑
j=s

P js

(
ξ(i)(0)

)
(GA0)

sφ̃(0)c
(i)
2,k−p+q−pj+

+

[ k+q−p
p

]∑
s=0

q∑
i=l+1

[
k−p+q

p

]∑
j=s

(−1)sP js

(
ξ(i)(0)

)
(GA0)

sφ̃(0)c̃
(i)
2,k−p+q−pj = lk,

(2.75)

(k = 0, 1, . . .), де

lk = x
(1)
k−q(p−1)

pq

−
p∑
i=1

[
k
q

]∑
j=0

HL̃0, j
p
φ(0)c

(i)
1,k−qj−

−
p∑
i=1

[
k
q

]∑
j=0

[
j−1
p

]∑
s=1

j−ps∑
r=1

HL̃rs

[
P j−psr

(
λ(i)(0)

)]
φ(0)c

(i)
1,k−qj−

−
l∑

i=1

[
k−p+q

p

]∑
j=1

GM̃0, j
q
φ̃(0)c

(i)
2,k−p+q−pj −

l∑
i=1

[
k+q−p

p

]∑
j=q+1

[
j−1
q

]∑
s=1

j−qs∑
r=1

GM̃rs[P
j−qs
r (ξ(i)(0))]×
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×φ̃c̃(i)2,k+q−p−pj −
q∑

i=l+1

[
k−p+q

p

]∑
j=q+1

j−q−1∑
s=0

j−q−s∑
r=1

(−1)r[P j−q−sr (ξ(i)(0))]G(A0G)
r×

×d̃(1)q+s,ic̃
(i)
2,k+q−p−pj −

q∑
i=l+1

[
k−p+q

p

]∑
j=q

Gd̃
(1)
ji c̃

(i)
2,k−p+q−pj ,

k = q(p− 1), q(p− 1) + 1, . . . . (2.76)

Враховуючи лiнiйну незалежнiсть векторiв (HB0)
sφ, s = 0, p− 1, i

(GA0)
sφ̃, s = 0, q − 1, i беручи до уваги, що lk = 0 при k < q(p− 1), звiдси маємо

[
k
q

]∑
j=s

p∑
i=1

P js

(
λ(i)(0)

)
c
(i)
1,k−qj = 0, k = 0, q(p− 1)− 1, s = 0, . . . ,

[
k

q

]
; (2.77)

[
k−p+q

p

]∑
j=s

[
l∑

i=1

P js

(
ξ(i)(0)

)
c
(i)
2,k+q−p−pj +

q∑
i=l+1

(−1)sP js

(
ξ(i)(0)

)
c̃
(i)
2,k−p+q−pj

]
= 0,

k = 0, q(p− 1)− 1, s = 0,

[
k + q − p

p

]
. (2.78)

Поклавши в (2.75) k = q(p− 1) i розклавши вектор l0 = x
(1)
0 за базисними векторами:

l0 =

p−1∑
s=0

ls+1
0 (HB0)

sφ+

q−1∑
s=0

l
(p+s+1)
0 (GA0)

sφ̃,

дiстанемо
p−1∑
j=s

p∑
i=1

P js

(
λ(i)(0)

)
c
(i)
1,q(p−1)−qj = l

(s+1)
0 , s = 0, p− 1; (2.79)

l∑
i=1

g−1∑
j=s

P js

(
ξ(i)(0)

)
c
(i)
2,p(q−1)−pj +

q∑
i=l+1

g−1∑
j=s

(−1)sP js

(
ξ(i)(0)

)
c̃
(i)
2,p(q−1)−pj =

= l
(p+s+1)
0 , s = 0, q − 1. (2.80)

Взявши тепер p−1 рiвнянь iз системи (2.77) (при k = qs, s = 0, p− 2) i одне рiвняння
з системи (2.79), при s = p−1, отримаємо систему p рiвнянь iз p невiдомими c(i)10 , i = 1, p:

p∑
i=1

(
λ
(i)
1 (0)

)s
c
(i)
10 = 0, s = 0, p− 2;

p∑
i=1

(
λ
(i)
1 (0)

)p−1
c
(i)
10 = lp0,

яку можна подати у виглядi
W (0)c10 = m0, (2.81)
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де c10 = col
(
c
(1)
10 , c

(2)
10 , . . . , c

(p)
10

)
, m0 = col

(
0, . . . , 0, l

(p)
0

)
,

W (t) =


1 1 . . . 1

λ
(1)
1 (t) λ

(2)
1 (t) . . . λ

(p)
1 (t)

. . . . . . . . . . . .(
λ
(1)
1 (t)

)p−1 (
λ
(2)
1 (t)

)p−1
. . .

(
λ
(p)
1 (t)

)p−1

 . (2.82)

Аналогiчно, взявши q − 1 рiвнянь iз системи (2.78) (при k = ps + p − q, s = 0, q − 2)
i останнє рiвняння з системи (2.80) (при s = q − 1), прийдемо до системи q рiвнянь з q
невiдомими c(i)20 , i = 1, r, c̃(i)20 , i = l + 1, q:

l∑
i=1

(
ξ
(i)
1 (0)

)s
c
(i)
20 +

q∑
i=l+1

(−1)s
(
ξ
(i)
1 (0)

)s
c̃
(i)
20 = 0, s = 0, q − 2;

l∑
i=1

(
ξ
(i)
1 (0)

)q−1
c
(i)
20 +

q∑
i=l+1

(−1)q−1
(
ξ
(i)
1 (0)

)q−1
c̃
(i)
20 = l

(n)
0 ,

яку можна подати у виглядi
Ω1(0)c20 = n0, (2.83)

де c20 = col
(
c
(1)
20 , . . . , c

(l)
20 , c̃

(l+1)
20 , . . . , c̃

(q)
20

)
, n0 = col

(
0, . . . , 0, l

(n))
0

)
,

Ω1(t) =


1 . . . 1 1 . . . 1

ξ
(1)
1 (t) . . . ξ

(l)
1 (t) −ξ(l+1)

1 (t) . . . −ξ(q)1 (t)
. . . . . . . . . . . . . . . . . .(

ξ
(1)
1 (t)

)q−1
. . .

(
ξ
(l)
1 (t)

)q−1 (
−ξ(l+1)

1 (t)
)q−1

. . .
(
−ξ(q)1 (t)

)q−1

 .
Оскiльки згiдно з умовами (2.7) i 10◦ detW (0) ̸= 0, detΩ1(0) ̸= 0, то з рiвнянь (2.81),

(2.83) однозначно визначаються вектори сталих c10, c20:

c10 =W−1(0)m0, c20 = Ω−1
1 (0)n0. (2.84)

Аналогiчно визначаються й наступнi коефiцiєнти c
(i)
1s , i = 1, p; c(i)2s , i = 1, l, c̃(j)2s , j =

l + 1, q, s = 1, 2, . . .. Дiйсно, припустимо, що цi сталi вже визначено при s < k i знайдемо
c
(i)
1k , i = 1, p, c(i)2k , i = 1, l, c̃(j)2k , j = l + 1, q. Розклавши вектор lk за базисом:

lk =

p−1∑
s=0

ls+1
k (HB0)

sφ+

q−1∑
s=0

l
(p+s+1)
k (GA0)

sφ̃

i взявши до уваги, що (HB0)
sφ = 0 при s ≥ p, (GA0)

sφ̃ = 0 при s ≥ q, з рiвняння (2.75)
дiстанемо

[ k
q
]∑

j=s

p∑
i=1

P js

(
λ(i)(0)

)
c
(i)
1,k−qj = l

(s+1)
k , s = 0, p− 1, k ≥ (p− 1)q; (2.85)

ISSN 0203–3755 Динамические системы, том 3(31), No.3-4



306 О. В.ТАРАСЕНКО

[
k+q−p

q

]∑
j=s

[
l∑

i=1

P js

(
ξ(i)(0)

)
c
(i)
2,k+q−p−pj +

q∑
i=l+1

(−1)sP js

(
ξ(i)(0)

)
c̃
(i)
2,k+q−p−pj

]
= l

(p+1−s)
k ,

s = 0, q − 1, k ≥ (p− 1)q. (2.86)

Вiзьмемо тепер iз системи (2.85) рiвняння при s = 0 на k-у кроцi, при s = 1 — на
(k + q)-у кроцi, при s = 2 — на (k + 2q)-у кроцi, i т.д., при s = p− 1 — на k + (p− 1)q-у
кроцi. Дiстанемо систему рiвнянь

p∑
i=1

c
(i)
1k = l

(1)
k ;

p∑
i=1

(
λ
(i)
1 (0)

)
c
(i)
1k = l

(s+1)
k+sq −

p∑
i=1

[
k+sq

q

]∑
j=s+1

P js

(
λ(i)(0)

)
c
(i)
1,k+sq−qj , s = 1, p− 1,

яка у векторно-матричнiй формi запишеться у виглядi W (0)c1k = mk, де c1k =

col
(
c
(1)
1k , c

(2)
1k , . . . , c

(p)
1k

)
, а mk — вектор-стовпець у правiй частинi. Звiдси

c1k =W−1(0)mk. (2.87)

Далi з системи (2.86) виберемо рiвняння при s = 0 на (k+ p− q)-у кроцi, при s = 1 —
на (k+p− q+p)-у кроцi, i т.д., при s = q−1 — на k+p− q+(q−1)p-у кроцi. Об’єднавши
їх у систему, дiстанемо

l∑
i=1

c
(i)
2k +

q∑
i=l+1

c̃
(i)
2k = l

(p+1)
k+p−q;

l∑
i=1

(
ξ
(i)
1 (0)

)s
c
(i)
2k +

q∑
i=l+1

(−1)s
(
ξ
(i)
1 (0)

)s
c̃
(i)
2k = l

(p+1+s)
k+(s+1)p−q−

−
l∑

i=1

[
k+sp

p

]∑
j=s+1

P js

(
ξ(i)(0)

)
c
(i)
2,k+sp−pj −

q∑
i=l+1

[
k+sp

p

]∑
j=s+1

(−1)sP js

(
ξ(i)(0)

)
c̃
(i)
2,k+sp−pj ,

(s = 1, q − 1), або у векторно-матричнiй формi Ω1(0)c2k = nk, де

c2k = col
(
c
(1)
2k , . . . , c

(l)
2k , c̃

(l+1)
2k , . . . , c̃

(q)
2k

)
,

а nk — вектор у правiй частинi. Звiдси

c2k = Ω−1
1 (0)nk. (2.88)

Зазначимо, що формули (2.87), (2.88) мають рекурентний характер, оскiльки, як
неважко переконатися, вектори mk i nk мiстять лише тi числа c(i)1s , c

(i)
2s , c̃

(i)
2s , iндекси яких

s < k.
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Подiбним чином з рiвняння (2.74) визначаються й числовi множники c̃(i)1 , i = 1, p, c̃(i)2 ,
i = 1, l та c̃(i)2 , i = l + 1, q, припускаючи, що вектори ψs(T ), s = 1, p, i (G(T )A0(T ))

sφ̃(T ),
s = 0, q − 1, лiнiйно незалежнi, тобто

det
[
ψ1(T ), . . . , ψp(T ); φ̃(T );G(T )A0(T )φ̃(T ), . . . , (G(T )A0(T ))

q−1φ̃(T )
]
̸= 0. (2.89)

Цим самим завершено процес побудови формального розв’язку крайової задачi (2.3),
(2.5).

3. Основнi результати

Провiвши мiркування, аналогiчнi до викладених в [1], встановимо, що за виконання
перелiчених вище умов крайова задача (2.3), (2.5) має єдиний розв’язок, який зобра-
жується асимптотичною формулою

y(t, ε) = yr(t, ε) +O
(
µr+1+2q−p−pq(h+3)

)
,

де розглядається r-наближення yr(t, ε), яке одержується з (2.70) шляхом обривання вiд-
повiдних розвинень на r-у членi.

Звiдси, взявши до уваги структуру вектора yr(t, ε), отримаємо такi оцiнки для шука-
них вектора стану x(t, ε) та керування u(t, ε):

∥x(t, ε)− xl(t, ε)∥≤c1µr+1+2q−p−pq(h+3), ∥u(t, ε)− ul(t, ε)∥≤c2µr+1+2q−p−pq(h+3),

де c1, c2 — деякi сталi, що не залежать вiд ε.
Пiдсумовуючи результати проведених дослiджень, приходимо до такої теореми.

Теорема 1. Якщо виконуються умови 1◦–11◦, (2.52), (2.66), (2.89), то iснує єдиний
вектор керування u(t, ε), який виражається асимптотичною формулою

u(t, ε) = µ−q(p−1)
p∑
i=1

r∑
k=0

µk
[ r
q
]∑

j=0

ṽ
(3)
ji (t)c̃

(i)
1,k−qj exp

ε−h T∫
t

λ0(τ) + [ r
q
]∑

k=0

µqkλ
(i)
k (τ)

 dτ

+

+ µ−p(q−1)

 q∑
i=l+1

r∑
k=0

µk
[ r
p
]∑

j=0

w̃
(3)
ji (t)c̃

(i)
2,k−pj exp

−ε−h
t∫

0

 [ r
p
]∑

k=1

µkpξ
(i)
k (τ)

−1

dτ

 +

+

l∑
i=1

r∑
k=0

µk
[ r
p
]∑

j=0

w̃
(3)
ji (t)c̃

(i)
2,k−pj exp

ε−h T∫
t

 [ r
p
]∑

k=1

µkpξ
(i)
k (τ)

−1

dτ


+

+O
(
µr+1+2q−p−pq(h+3)

)
,

що переводить систему (1.1) iз стану x1(ε) в стан x2(ε), мiнiмiзуючи функцiонал (1.4).
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Вiдповiдна траєкторiя, за якою здiйснюється цей перехiд, виражається асимпто-
тичною формулою

x(t, ε) = µ−q(p−1)

 p∑
i=1

r∑
k=0

µk
[ r
q
]∑

j=0

v
(1)
ji (t)c

(i)
1,k−qj exp

(
ε−h

t∫
0

(
λ0(τ) +

[ r
q
]∑

k=0

µqkλ
(i)
k (τ)

)
dτ

)
+

+

p∑
i=1

r∑
k=0

µk
[ r
q
]∑

j=0

ṽ
(1)
ji (t)c̃

(i)
1,k−qj exp

ε−h T∫
t

λ0(τ) + [ r
q
]∑

k=0

µqkλ
(i)
k (τ)

 dτ

+

+ µ−p(q−1)

 l∑
i=1

r∑
k=0

µk
[ r
p
]∑

j=0

w
(1)
ji (t)c

(i)
2,k−pj exp

ε−h t∫
0

 [ r
p
]∑

k=1

µkpξ
(i)
k (τ)

−1

dτ

 +

+

q∑
i=l+1

r∑
k=0

µk
[ r
p
]∑

j=0

w̃
(1)
ji (t)c̃

(i)
2,k−pj exp

−ε−h
t∫

0

 [ r
p
]∑

k=1

µkpξ
(i)
k (τ)

−1

dτ

+

+
l∑

i=1

r∑
k=0

µk
[ r
p
]∑

j=0

w̃
(1)
ji (t)c̃

(i)
2,k−pj exp

ε−h T∫
t

 [ r
p
]∑

k=1

µkpξ
(i)
k (τ)

−1

dτ

+

+

q∑
i=l+1

r∑
k=0

µk
[ r
p
]∑

j=0

w
(1)
ji (t)c

(i)
2,k−pj exp

−ε−h
T∫
t

 [ r
p
]∑

k=1

µkpξ
(i)
k (τ)

−1

dτ


+

+O
(
µr+1+2q−p−pq(h+3)

)
.

Коефiцiєнти наведених розвинень визначаються за описаним вище алгоритмом.
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