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Àííîòàöèÿ. Ëîãèêà l íàçûâàåòñÿ ðàñøèðåíèåì äîêàçóåìîñòíî-èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè, åñ-
ëè îíà ñîäåðæèò âñå àêñèîìû ïîñëåäíåé è çàìêíóòà îòíîñèòåëüíî modus ponens. Ðàíåå áûëî
ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíòèíóóì ðàñøèðåíèé äîêàçóåìîñòíî-èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè, îá-
ëàäàþùèõ èíòåðïîëÿöèîííûì ñâîéñòâîì. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ìû äîêàçûâàåì, ÷òî ñóùåñòâóåò
êîíòèíóóì ðàñøèðåíèé äîêàçóåìîñòíî-èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè, íå îáëàäàþùèõ èíòåðïîëÿöè-
îííûì ñâîéñòâîì. Ïðè ýòîì âñå ýòè ëîãèêè ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóåìû.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: äîêàçóåìîñòíî-èíòóèöèîíèñòñêàÿ ëîãèêà, èíòåðïîëÿöèîííîå ñâîéñòâî, ôè-
íèòíî àïïðîêñèìèðóåìûå ëîãèêè.

1. Ââåäåíèå
Âûïîëíèìîñòü èíòåðïîëÿöèîííîãî ñâîéñòâà äëÿ ëîãèêè l îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ

ëþáîé èìïëèêàöèè A ⊃ B ∈ l, ãäå A,B èìåþò îáùèå ïðîïîçèöèîíàëüíûå ïåðå-
ìåííûå, ñóùåñòâóåò èíòåðïîëÿíò C ñîäåðæàùèé òîëüêî ïåðåìåííûå, âõîäÿùèå è
â A, è â B, òàêîé, ÷òî A ⊃ C ∈ l è C ⊃ B ∈ l.

Ë.Ë.Ìàêñèìîâà äîêàçàëà [4], ÷òî èíòåðïîëÿöèîíàÿ òåîðåìà âûïîëíÿåòñÿ äëÿ
èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè è ëèøü äëÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà åå ðàñøèðåíèé. Â [6] äî-
êàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíòèíóóì ðàñøèðåíèé äîêàçóåìîñòíî-èíòóèöèîíèñòñêîé
ëîãèêè, îáëàäàþùèõ èíòåðïîëÿöèîííûì ñâîéñòâîì. Â ýòîé ñòàòüå ïîñòðîåí êîíòè-
íóóì ôèíèòíî-àïïðîêñèìèðóåìûõ ðàñøèðåíèé äîêàçóåìîñòíî-èíòóèöèîíèñòñêîé
ëîãèêè, íå îáëàäàþùèõ èíòåðïîëÿöèîííûì ñâîéñòâîì(òåîðåìà 2).

Äîêàçóåìîñòíî-èíòóèöèîíèñòñêîå èñ÷èñëåíèå I4 áûëî ñôîðìóëèðîâàíî â [3]
êàê àêñèîìàòèçàöèÿ îäíîèìåííîé ëîãèêè. Èñ÷èñëåíèå I4 çàäàåòñÿ íà îñíîâå ïðî-
ïîçèöèîíàëüíîãî ÿçûêà ñèãíàòóðû:

∨ & ⊃ ¬ 4 (1)

è ïåðåìåííûõ p, q, r, ... (âîçìîæíî ñ èíäåêñàìè), ãäå çíàê 4 ïîíèìàåòñÿ êàê óíàð-
íàÿ ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ñâÿçêà.
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Àêñèîìàìè I4 ÿâëÿþòñÿ àêñèîìû èíòóèöèîíèñòñêîãî ïðîïîçèöèîíàëüíîãî èñ-
÷èñëåíèÿ I [1], à òàêæå ñëåäóþùèå òðè àêñèîìû:

(p ⊃ 4p)

((4p ⊃ p) ⊃ p)

(4p ⊃ (((q ⊃ p) ⊃ q) ⊃ q))

Ïîä ðàñøèðåíèåì äîêàçóåìîñòíî-èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè ïîíèìàåòñÿ òàêàÿ
ñîâîêóïíîñòü ôîðìóë â ñèãíàòóðå (1), êîòîðàÿ ñîäåðæèò âñå àêñèîìû èñ÷èñëåíèÿ
I4 è çàìêíóòà îòíîñèòåëüíî åãî ïðàâèë âûâîäà.

Àëãåáðàè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèåé äëÿ I4 ñëóæàò 4 � ïñåâäîáóëåâû àëãåáðû
(4-ÏÁÀ) [2], ò.å. óíèâåðñàëüíûå àëãåáðû âèäà A =< A, &, ∨, ⊃, ¬, 4 >, ãäå
< A, &,∨,⊃,¬ > � ïñåâäîáóëåâà àëãåáðà (ÏÁÀ) [5], à îòíîñèòåëüíî óíàðíîé îïå-
ðàöèè 4 ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå òîæäåñòâà:

x ≤ 4x, 4x ⊃ x = x, 4x ≤ (y ∨ (y ⊃ x)),

ãäå x ≤ y îçíà÷àåò x & y = x. Íàèáîëüøèé ýëåìåíò ðåøåòêè îáîçíà÷àåòñÿ 1,
íàèìåíüøèé � 0.

Êàæäîìó ðàñøèðåíèþ l äîêàçóåìîñòíî-èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè ñîîòâåòñòâó-
åò ìíîãîîáðàçèå Ml 4-ïñåâäîáóëåâûõ àëãåáð, çàäàâàåìîå ñîâîêóïíîñòüþ òîæäåñòâ
{A = 1|A ∈ l}. Ìíîãîîáðàçèþ M 4-ÏÁÀ ñîîòâåòñòâóåò ëîãèêà l(M) = {A|M |=
|= A = 1}. Ëîãèêà íàçûâàåòñÿ ôèíèòíî-àïïðîêñèìèðóåìîé, åñëè ñîîòâåòñòâóþùåå
ìíîãîîáðàçèå ïîðîæäàåòñÿ êîíå÷íûìè àëãåáðàìè.

Ãîâîðÿò, ÷òî êëàññ àëãåáð K àìàëüãàìèðóåì [7], åñëè äëÿ ëþáûõ A0,A1,A2 ∈ K
âûïîëíåíî óñëîâèå:

(A) äëÿ ëþáûõ ìîíîìîðôèçìîâ i1 : A0 −→ A1, i2 : A0 −→ A2, ñóùåñòâóåò
àëãåáðà A ∈ K è ìîíîìîðôèçìû ε1 : A1 −→ A, ε2 : A2 −→ A òàêèå, ÷òî ε1i1 = ε2i2.

Óñëîâèå (A), î÷åâèäíî, ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:
(A

′
) åñëè A0 åñòü ïîäàëãåáðà A1 è A2, òî ñóùåñòâóþò A ∈ K è âëîæåíèÿ

ε1 : A1 −→ A, ε2 : A2 −→ A, òîæäåñòâåííûå íà A0.
4-ÏÁÀA íàçûâàåòñÿ âïîëíå ñâÿçíîé, åñëè äëÿ âñåõ x, y ∈ A, x∨y = 1 =⇒ x = 1

èëè y = 1.
Ïîä ôèëüòðîì 4-ÏÁÀ A áóäåì ïîíèìàòü ôèëüòð òîé ÏÁÀ [5], êîòîðàÿ ïîëó-

÷àåòñÿ èç A, åñëè íà íåé èãíîðèðîâàòü îïåðàöèþ 4.
Ïóñòü S � ñèñòåìà ôèëüòðîâ 4-ÏÁÀ A è {1} ∈ S. Ñèñòåìà S íàçûâàåòñÿ

ïîëíîé, åñëè ∩Φ∈SΦ = {1}. Àëãåáðà A íàçûâàåòñÿ ïîäïðÿìî íåðàçëîæèìîé, åñëè
îíà îáëàäàåò ïîëíîé ñèñòåìîé ôèëüòðîâ.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî 4-ïñåâäîáóëåâà àëãåáðà A èìååò 4-äëèíó n, åñëè ñó-
ùåñòâóåò íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n òàêîå, ÷òî 4n

A0 = 1, ãäå ÷åðåç 4n
A0

îáîçíà÷åí ýëåìåíò (4(4(...(4︸ ︷︷ ︸
n

0)...))).
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2. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû
Òåîðåìà 1. Ëîãèêà l äåêàðòîâîãî ïðîèçâåäåíèÿ 4-ÏÁÀ A1 è A2(ðèñ. 1) íå îáëà-
äàåò èíòåðïîëÿöèîííûì ñâîéñòâîì.

Ðèñ. 1.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Àëãåáðû A1 è A2 èìåþò îáùóþ ïîäàëãåáðó A0. Äî-
êàæåì, ÷òî â ìíîãîîáðàçèè Ml íå ñóùåñòâóåò îáùåãî ðàñøèðåíèÿ A1 è A2 íàä A0.
Ïðåäïîëîæèì, (A, ε1, ε2) � òàêîå îáùåå ðàñøèðåíèå è A ∈ Ml. Â ñèëó èçâåñòíîãî
ðåçóëüòàòà Áèðêãîôà-Òàðñêîãî, àëãåáðà A ÿâëÿåòñÿ ôàêòîð-àëãåáðîé ïî íåêîòî-
ðîìó ôèëüòðó Φ ïîäàëãåáðû Ã íåêîòîðîãî ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ Bi, i ∈ I, ãäå
êàæäàÿ àëãåáðà Bi åñòü ëèáî A1, ëèáî A2. Åñëè (ei)i∈I � ýëåìåíò àëãåáðû Ã, òî
÷åðåç |(ei)i∈I | áóäåì îáîçíà÷àòü ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíò àëãåáðû A.

Ïóñòü:

ε1(a) = |(ai)i∈I |, ε1(b) = |(bi)i∈I |, ε2(c) = |(ci)i∈I |, ε2(d) = |(di)i∈I |.

Òîãäà:

ε1(a&b) = ε1(0) = |(0i)i∈I | = ε1(a)&ε1(b) = |(ai)i∈I |&|(bi)i∈I | = |(ai&bi)i∈I |;

ε1(a ∨ b) = ε1(40) = 4ε1(0) = 4|(0i)i∈I | = |(40i)i∈I | = ε1(a) ∨ ε1(b) = |(ai ∨ bi)i∈I |;
ε2(c&d) = ε2(40) = |(40i)i∈I | = ε2(c)&ε2(d) = |(ci&di)i∈I |;

ε2(c ∨ d) = ε2(420) = |(420i)i∈I | = ε2(c) ∨ ε2(d) = |(ci ∨ di)i∈I |.
Èñõîäÿ èç ýòèõ ðàâåíñòâ, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ýëåìåíòû àëãåáðû Ã, çà-

äàííûå ïîêîìïîíåíòíî:
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f 1
i = (((ai&bi) ⊃ 0)&((ai ∨ bi) ⊃ 40)&(40 ⊃ (ai ∨ bi))&((ai ⊃ bi) ⊃ bi)&

&((bi ⊃ ai) ⊃ ai))

è

f 2
i = (((ci&di) ⊃ 40)&(40 ⊃ (ci&di))&((ci ∨ di) ⊃ 420)&(420 ⊃ (ci ∨ di))&

&((ci ⊃ di) ⊃ di)&((di ⊃ ci) ⊃ ci))

ïðèíàäëåæàò ôèëüòðó Φ, è, ñëåäîâàòåëüíî, (f 1
i &f 2

i )i∈I ∈ Φ. Åñëè Bi 6= A1, òî,
î÷åâèäíî, f 1

i 6= 1Bi
. Àíàëîãè÷íî, åñëè Bi 6= A2, òî f 2

i 6= 1Bi
. Òàêèì îáðàçîì

(f 1
i &f 2

i )i∈I ≤ (420i)i∈I è (420i)i∈I ∈ Φ. Ïîëó÷àåì, ÷òî 4-äëèíà àëãåáðû A íå
áîëüøå äâóõ. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè 4-ÏÁÀ A èìååò 4-äëèíó n, òî è âñÿêàÿ åå ïî-
äàëãåáðà èìååò 4-äëèíó n, à òàê êàê 4-äëèíû àëãåáð A0,A1,A2 ðàâíû òðåì, òî
ýòè àëãåáðû íå âëîæèìû â àëãåáðó A.

Íà îñíîâàíèè ïðèìåðà, ïîñòðîåííîãî â òåîðåìå 1, íåòðóäíî ïîëó÷èòü êîíòèíó-
óì ðàñøèðåíèé äîêàçóåìîñòíî-èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè, íå îáëàäàþùèõ èíòåð-
ïîëÿöèîííûì ñâîéñòâîì.

Ïóñòü ýêâèâàëåíöèÿ X ∼ Y îáîçíà÷àåò ôîðìóëó ((X ⊃ Y )&(Y ⊃ X)). Äëÿ
êàæäîé êîíå÷íîé ïîäïðÿìî íåðàçëîæèìîé àëãåáðû A =< A, &,∨,⊃,¬,4 > îïðå-
äåëèì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôîðìóëó χ(A), èñïîëüçóÿ ýëåìåíòû A, êàê èíäåêñû
ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ:

χ(A) = &(((ax ∨ ay) ∼ ax∨y|x, y ∈ A)&((ax&ay) ∼ ax&y|x, y ∈ A)&

&((ax ⊃ ay) ∼ ax⊃y|x, y ∈ A)&(¬ax ∼ a¬x|x ∈ A)&(4ax ∼ a4x|x ∈ A)) ⊃ awA ,

ãäå wA � ïðåäïîñëåäíèé ýëåìåíò àëãåáðû A. Î÷åâèäíî, χ(A) îïðîâåðæèìà íà A.
Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 7 èç [8] äîêàçûâàåòñÿ.

Ëåììà 1. Ïóñòü M ìíîãîîáðàçèå 4-ÏÁÀ è àëãåáðà A ïîäïðÿìî íåðàçëîæèìà.
Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) A ∈ M ;

2) χ(A) /∈ l(M);

3) l(M) ⊆ l(A).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Z2 öåïíóþ4-ÏÁÀ èç äâóõ ýëåìåíòîâ. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü Q ïàð4-ÏÁÀ Ai1,Ai2 ñ îáùåé ïîäàëãåáðîé Ai0, ãäå Ai+1j = Z2+Aij(j ∈
∈ {0, 1, 2})(ðèñ. 2). Ìíîãîîáðàçèå, ïîðîæäåííîå àëãåáðàìè Ai1,Ai2, áóäåì îáîçíà-
÷àòü ÷åðåç Mi.
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Ðèñ. 2.

Ëåììà 2. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ìíîãîîáðàçèé Mi è Mj (i < j) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Q
âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

1) Ai1 /∈ Mj;
2) Aj1,Aj2 /∈ Mi.

Äîêàçàòåëüñòâî óñëîâèÿ 1) ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî òåîðåìå 1, ò.å. äîêàçûâà-
åòñÿ, ÷òî àëãåáðó Ai1 íåëüçÿ âëîæèòü íè â êàêóþ àëãåáðó, ÿâëÿþùóþñÿ ôàêòîð-
àëãåáðîé ïî íåêîòîðîìó ôèëüòðó Φ ïîäàëãåáðû íåêîòîðîãî ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ
Bk, k ∈ I, ãäå êàæäàÿ àëãåáðà Bk åñòü ëèáî Aj1, ëèáî Aj2.

Óñëîâèå 2) èìååò ìåñòî, òàê êàê íà êàæäîé àëãåáðå ìíîãîîáðàçèÿ Mi ñïðàâåä-
ëèâî òîæäåñòâî 4i+20 = 1, êîòîðîå íå èìååò ìåñòà íà àëãåáðàõ Aj1,Aj2.

Ëåììà 3. Ìíîãîîáðàçèÿ, ïîðîæäåííûå ðàçëè÷íûìè ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè
ïàð àëãåáð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Q, ðàçëè÷íû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî âñå àëãåáðû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Q êîíå÷íû è ïîä-
ïðÿìî íåðàçëîæèìû. Òàê êàê ïî ëåììå 2, äëÿ ëþáûõ i, j(i < j),Ai1 /∈ Mj, òî ïî
ëåììå 1:

l(Mj) * l(Ai1)

ñëåäîâàòåëüíî, l(Mj) * l(Ai1) ∩ l(Ai2), òî åñòü l(Mj) * l(Mi).
Èç óñëîâèÿ 2) ëåììû 2 âûòåêàåò, ÷òî:

l(Mi) ⊆ l(Aj1) ∩ l(Aj2)

è òîãäà l(Mi) * l(Mj).

Ëåììà 4. Ìíîãîîáðàçèå MR, ïîðîæäåííîå ëþáîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ R ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè Q íå àìàëüãàìèðóåìî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñðåäè ïàð ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè R âûáåðåì ïàðó As1,As2, ñ
íàèìåíüøèì ïåðâûì èíäåêñîì. Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî äëÿ âïîëíå ñâÿçíûõ àë-
ãåáð As1 è As2 ñ îáùåé ïîäàëãåáðîé As0 íå ñóùåñòâóåò îáùåãî ðàñøèðåíèÿ â ìíî-
ãîîáðàçèè MR ïðîâîäèòñÿ ìåòîäàìè, èñïîëüçóåìûìè â òåîðåìå 1. Ïðè ýòîì ìû
âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèìè ðàâåíñòâàìè:

as&bs = 4s−10;

as ∨ bs = 4s0;

cs ∨ ds = 4s+10;

cs&ds = 4s0.

Ïðåäïîëîæåíèå î ñóùåñòâîâàíèè îáùåãî ðàñøèðåíèÿ â ìíîãîîáðàçèè MR ïðè-
âåäåò íàñ ê òîìó, ÷òî àëãåáðû As1 è As2 âêëàäûâàþòñÿ â àëãåáðó,4-äëèíà êîòîðîé
ìåíüøå s + 2.

Èç ëåìì 3 è 4 ñëåäóåò:
Òåîðåìà 2. Ñóùåñòâóåò êîíòèíóóì íå àìàëüãàìèðóåìûõ ìíîãîîáðàçèé 4-ïñåâ-
äîáóëåâûõ àëãåáð, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò êîíòèíóóì ôèíèòíî-àïïðîêñèìè-
ðóåìûõ ðàñøèðåíèé äîêàçóåìîñòíî-èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè, íå îáëàäàþùèõ
èíòåðïîëÿöèîííûì ñâîéñòâîì.
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