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Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåí êëàññ ðàçðåæåííûõ çàäà÷ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè è îáñóæäàþòñÿ
âîçìîæíîñòè âûäåëåíèÿ áëî÷íî-äðåâîâèäíîé ñòðóêòóðû. Ðàññìîòðåíî ïðèìåíåíèå ëîêàëüíîãî
àëãîðèòìà äåêîìïîçèöèè äëÿ ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè.

1. Ââåäåíèå
Çàäà÷è äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè (ÄÎ) åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò ïðè

ñîçäàíèè ñèñòåì àâòîìàòèçàöèè ïðîåêòèðîâàíèÿ, àâòîìàòèçèðîâàííûõ ñèñòåì ïëà-
íèðîâàíèÿ ðåñóðñîâ (ERP), ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ëîãèñòèêè, â ÷àñòíîñòè, ïðè îï-
òèìèçàöèè öåïî÷åê ïðåäëîæåíèÿ (Supply Chain Management), ðåøåíèè çàäà÷ èñ-
êóññòâåííîãî èíòåëëåêòà, ðîáîòîòåõíèêè è ò. ï. Ýòî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî äèñ-
êðåòíûå îïòèìèçàöèîííûå ìîäåëè àäåêâàòíî îòðàæàþò íåëèíåéíûå çàâèñèìîñòè,
íåäåëèìîñòü îáúåêòîâ, ó÷èòûâàþò îãðàíè÷åíèÿ ëîãè÷åñêîãî òèïà è âñåâîçìîæíûå
òåõíîëîãè÷åñêèå, â òîì ÷èñëå è èìåþùèå êà÷åñòâåííûé õàðàêòåð, òðåáîâàíèÿ. Ê
ñîæàëåíèþ, áîëüøèíñòâî èíòåðåñíûõ äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé çàäà÷ ÄÎ ÿâ-
ëÿþòñÿ NP-òðóäíûìè è, êðîìå òîãî, ñîäåðæàò áîëüøîå ÷èñëî ïåðåìåííûõ è/èëè
îãðàíè÷åíèé, ÷òî ñîçäàåò ñëîæíîñòè ïðè ïîïûòêå ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ ñ ïîìîùüþ
ñîâðåìåííûõ ðåøàòåëåé.

Îäíàêî îáû÷íî ïðèêëàäíûå çàäà÷è ÄÎ èìåþò ñïåöèàëüíóþ ñòðóêòóðó, è èõ
ìàòðèöû îãðàíè÷åíèé ÿâëÿþòñÿ ðàçðåæåííûìè. Ïåðñïåêòèâíûìè äåêîìïîçèöèîí-
íûìè ìåòîäàìè, èñïîëüçóþùèìè ðàçðåæåííîñòü ìàòðèöû îãðàíè÷åíèé çàäà÷ ÄÎ,
ïðåäñòàâëÿþòñÿ ýëèìèíàöèîííûå àëãîðèòìû äåêîìïîçèöèè, âêëþ÷àþùèå ëîêàëü-
íûå àëãîðèòìû äåêîìïîçèöèè [4], [6], [5], àëãîðèòìû íåñåðèàëüíîãî äèíàìè÷åñêîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ÍÑÄÏ) ([12], [29], [31]), àëãîðèòìû ñåãìåíòíîé ýëèìèíàöèè
[18]. Äëÿ âûäåëåíèÿ ñïåöèàëüíûõ ñòðóêòóð çàäà÷ ÄÎ ïðåäñòàâëÿþòñÿ ïåðñïåê-
òèâíûìè òàêèå ãðàôîâûå äåêîìïîçèöèîííûå ïîäõîäû êàê ìåòîäû äðåâîâèäíîé
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äåêîìïîçèöèè (ÄÄ) [28]. Íåñìîòðÿ íà îáøèðíóþ áèáëèîãðàôèþ ïî ýòîé òåìàòè-
êå çà ðóáåæîì, â îòå÷åñòâåííîé ëèòåðàòóðå ïóáëèêàöèé ïî ÄÄ ïðàêòè÷åñêè íåò
(ìîæíî îòìåòèòü ëèøü áëèçêèå ïî òåìàòèêå ðàáîòû ïî ëîêàëüíûì àëãîðèòìàì
äåêîìïîçèöèè [5], [6]). Âàæíîñòü è àêòóàëüíîñòü óêàçàííûõ ïîäõîäîâ â ÄÎ îáó-
ñëîâëåíû ðåçóëüòàòàìè Courcelle [17], Arnborg et al. [8], äîêàçàâøèõ, ÷òî ðÿä
NP-òðóäíûõ çàäà÷, ïîñòàâëåííûõ â ìîíàäè÷åñêîé ëîãèêå âòîðîãî ïîðÿäêà, ìîãóò
áûòü ðåøåíû çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ äèíàìè÷åñêîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ íà ãðàôàõ, îïèñûâàþùèõ ñòðóêòóðó çàäà÷è ÄÎ, èìåþùèõ îãðà-
íè÷åííóþ äðåâîâèäíóþ øèðèíó. Ìåòîäû ÄÄ ïîêàçàëè ñâîþ ýôôåêòèâíîñòü ïðè
ðåøåíèè çàäà÷ ÄÎ: çàäà÷ êîëüöåâîé ìàðøðóòèçàöèè [15], çàäà÷è êîììèâîÿæåðà
[16], çàäà÷è îïòèìàëüíîãî íàçíà÷åíèÿ ðàäèî÷àñòîò [30].

Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ îïèñûâàåò âîçìîæíîñòè ñîâìåñòíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäîâ
äðåâîâèäíîé äåêîìïîçèöèè è ëîêàëüíûõ àëãîðèòìîâ äåêîìïîçèöèè ïðè ðåøåíèè
çàäà÷ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè.

2. Çàäà÷è äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè è èõ ãðàôîâûå
ïðåäñòàâëåíèÿ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ÄÎ ñ îãðàíè÷åíèÿìè

F (x1, x2, . . . , xn) =
∑

k∈K

fk(Y
k) → max (2.1)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

gi(X
i) Ri 0, i ∈ M = {1, 2, . . . , m}, (2.2)

xj ∈ Dj, j ∈ {1, . . . , n}, (2.3)

ãäå

Y k ⊆ {x1, x2, . . . , xn}, k ∈ K = {1, 2, . . . , t} ; (2.4)
X i ⊆ {x1, x2, . . . , xn}, Ri ∈ {≤, =,≥}, i ∈ M = {1, 2, . . . , m}. (2.5)

Ðàññìîòðèì ïðèìåð çàäà÷è ÄÎ ñ îãðàíè÷åíèÿìè:
Ïðèìåð 1.

2x1 + 3x2 + x3 + 5x4 + 4x5 + 6x6 + x7 → max

3x1 + 4x2 + x3 ≤ 6, (C1)

2x2 + 3x3 + 3x4 ≤ 5, (C2)

2x2 + 3x5 ≤ 4, (C3)

2x3 + 3x6 + 2x7 ≤ 5, (C4)

xj = 0, 1, j = 1, . . . , 7.
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Îïðåäåëåíèå 1 ([12], [5]). Äâå ïåðåìåííûå x ∈ X è y ∈ Y âçàèìîñâÿçàíû â
çàäà÷å ÄÎ ñ îãðàíè÷åíèÿìè, åñëè îíè ïîÿâëÿþòñÿ âìåñòå â îäíîé êîìïîíåíòå ÖÔ
èëè â îäíîì è òîì æå îãðàíè÷åíèè (äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè ïåðåìåííûå âõîäÿò
îäíîâðåìåííî âî ìíîæåñòâî X i èëè âî ìíîæåñòâî Y k).

Ââåäåì ãðàôîâîå ïðåäñòàâëåíèå çàäà÷è ÄÎ. Íàèáîëåå àäåêâàòíûì ïðåäñòàâ-
ëåíèåì ñòðóêòóðû çàäà÷è ÄÎ ÿâëÿåòñÿ ãèïåðãðàôîâîå ïðåäñòàâëåíèå, â êîòîðîì
ìíîæåñòâî âåðøèí ãèïåðãðàôà H ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâó ïåðåìåííûõ X çàäà÷è
ÄÎ, à ãèïåððåáðà ãèïåðãðàôà îáðàçóþò ïîäìíîæåñòâà âçàèìîñâÿçàííûõ ïåðåìåí-
íûõ.

×àñòî âìåñòî ãèïåðãðàôîâîãî ïðåäñòàâëåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ áîëåå íàãëÿäíîå ïðåä-
ñòàâëåíèå ñòðóêòóðû çàäà÷è ÄÎ ñ ïîìîùüþ äâîéñòâåííîãî è ïåðâè÷íîãî ãðàôîâ.
Ïåðâè÷íûé ãðàô íàçûâàåòñÿ îáû÷íî ãðàôîì âçàèìîñâÿçåé (interaction graph [12])
çàäà÷è ÄÎ.

Îïðåäåëåíèå 2. Äâîéñòâåííûì ãðàôîì ãèïåðãðàôà H = (V, S) íàçûâàåòñÿ ãðàô,
âåðøèíû êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò ãèïåððåáðàì ãèïåðãðàôà, ïðè÷åì ïàðà òàêèõ
âåðøèí ñîåäèíÿåòñÿ ðåáðîì â äâîéñòâåííîì ãðàôå, åñëè îíè èìåþò îáùèå âåðøè-
íû èç V (ñì. ðèñ. 1).

Îïðåäåëåíèå 3. Ïåðâè÷íûì ãðàôîì ãèïåðãðàôà H = (V, S) ÿâëÿåòñÿ ãðàô, ó
êîòîðîãî ìíîæåñòâî âåðøèí ñîâïàäàåò ñ V è äâå âåðøèíû ñîåäèíåíû ðåáðîì, åñëè
îíè âõîäÿò â îäíî è òî æå ãèïåððåáðî (ñì. ðèñ. 2).

Íàì ïîòðåáóåòñÿ ïîíÿòèå ãðàôà âçàèìîñâÿçåé, åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâ-
ëÿþùåãî ñòðóêòóðó çàäà÷è ÄÎ, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïåðâè÷íûì ãðàôîì ãèïåðãðàôà
H = (V, S) çàäà÷è ÄÎ.

Îïðåäåëåíèå 4. Ãðàôîì âçàèìîñâÿçåé (interaction graph [12]) çàäà÷è ÄÎ íàçû-
âàåòñÿ íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô G = (V, E), äëÿ êîòîðîãî

1. ìíîæåñòâî âåðøèí V ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâó ïåðåìåííûõ X çàäà÷è îïòè-
ìèçàöèè;

2. äâå âåðøèíû ãðàôà ñîåäèíåíû ðåáðîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåò-
ñòâóþùèå èì ïåðåìåííûå âçàèìîñâÿçàíû.

Â äàëüíåéøåì áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ïåðåìåííûå çàäà÷è ÄÎ ñ âåðøèíàìè ãðà-
ôà âçàèìîñâÿçåé.

Îïðåäåëåíèå 5. Ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ, âçàèìîñâÿçàííûõ ñ ïåðåìåííîé x ∈ X
â ãðàôå âçàèìîñâÿçåé çàäà÷è ÄÎ, íàçûâàåòñÿ îêðåñòíîñòüþ ïåðåìåííîé è îáî-
çíà÷àåòñÿ Nb(x) èëè NbG(x).

Â äàëüíåéøåì íàì ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå ïîíÿòèÿ.
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Ðèñ. 1. Äâîéñòâåííûé ãðàô äëÿ çàäà÷è ÄÎ èç ïðèìåðà 1.

x1 x6

x2 x4

x5

x3

x7

Ðèñ. 2. Ïåðâè÷íûé ãðàô (âçàèìîñâÿçåé) â çàäà÷å ÄÎ èç ïðèìåðà 1.

Îïðåäåëåíèå 6 ([2]). Êëèêà (Clique) � ïîäìíîæåñòâî V ′ ⊆ V âåðøèí ãðàôà
G = (V, E), â êîòîðîì ëþáûå äâå âåðøèíû ñìåæíû, ò.å. ïîðîæäåííûé èì ïîäãðàô
G(V ′) ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì.

Îïðåäåëåíèå 7 ([2]). Êëèêà C â ãðàôå G íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíîé, åñëè C íå
ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì íèêàêîé äðóãîé êëèêè â G .

Îïðåäåëåíèå 8 ([1]). Ñòÿãèâàþùåå äåðåâî [[2]]� äëÿ äàííîãî íåîðèåíòèðîâàí-
íîãî ãðàôà äåðåâî, èìåþùåå òî æå ìíîæåñòâî âåðøèí, ÷òî è ñàì ãðàô.

Îïðåäåëåíèå 9 ([2]). Ãðàô êëèê - ýòî ãðàô ïåðåñå÷åíèé ìàêñèìàëüíûõ êëèê
ãðàôà, ïðè÷åì âåðøèíû åãî ñîîòâåòñòâóþò ìàêñèìàëüíûì êëèêàì è äâå âåðøè-
íû ñìåæíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå êëèêè èìåþò íåïóñòîå
ïåðåñå÷åíèå.
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Ïóñòü KG = {Ci} - ìíîæåñòâî ìàêñèìàëüíûõ êëèê äëÿ ãðàôà G è Vi � ìíîæå-
ñòâî âåðøèí äëÿ ìàêñèìàëüíîé êëèêè Ci.

Îïðåäåëåíèå 10. Äåðåâîì êëèê äëÿ ãðàôà G íàçûâàåòñÿ äåðåâî T = (KG, E),
â êîòîðîì ìíîæåñòâî ðåáåð E óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó ñâîéñòâó: äëÿ ëþáûõ
äâóõ êëèê Ci = (Vi, Ei), Cj = (Vj, Ej) ∈ KG è ëþáîé êëèêè Ck = (Vk, Ek) ∈ KG,
íàõîäÿùåéñÿ íà ïóòè èç Ci ê Cj íà T , âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå Vi

⋂
Vj ⊆ Vk.

Îïðåäåëåíèå 11. Âåðøèíà ãðàôà íàçûâàåòñÿ ñèìïëèöèàëüíîé, åñëè îíà ñî ñâî-
èìè ñìåæíûìè âåðøèíàìè îáðàçóåò êëèêó.

3. Äðåâîâèäíàÿ äåêîìïîçèöèÿ çàäà÷ äèñêðåòíîé
îïòèìèçàöèè. Õîðäàëüíûå ãðàôû, òðèàíãóëÿöèÿ

Îäíèì èç èçâåñòíûõ êëàññîâ ãðàôîâ ÿâëÿþòñÿ õîðäàëüíûå ãðàôû (ÕÃ) [25],
êîòîðûå â íåêîòîðîì ñìûñëå ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèÿìè äåðåâüåâ [22]. Òàê, ÕÃ èìå-
þò ñòðóêòóðó, ïîäîáíóþ äåðåâüÿì, è äëÿ íèõ òàêæå èìåþòñÿ áûñòðûå àëãîðèòìû
äëÿ ïîèñêà, ýëèìèíàöèè è äåêîìïîçèöèè, îíè, êàê è äåðåâüÿ, øèðîêî èñïîëüçó-
þòñÿ â ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèÿõ, òàêèõ êàê ÑÓÁÄ, ïðîåêòèðîâàíèå ñõåì è äð.
Èñòîðè÷åñêè ïåðâîé îáëàñòüþ ïðèëîæåíèÿ ÕÃ áûëè âû÷èñëåíèÿ ñ ðàçðåæåííûìè
ìàòðèöàìè [23].

Îïðåäåëåíèå 12 ([25]). Ãðàô íàçûâàåòñÿ õîðäàëüíûì, åñëè îí íå ñîäåðæèò íè
îäíîé ïîðîæäåííîé êëèêè C = (V0, E0), |V0| ≥ 4.

Äðóãèìè ñëîâàìè, â ÕÃ êàæäûé öèêë äëèíîé ≥ 4 îáëàäàåò õîðäîé (ò.å. ðåáðîì,
ñîåäèíÿþùåì 2 íåñìåæíûå âåðøèíû öèêëà). Õîðäàëüíûå ãðàôû íàçûâàþòñÿ ïî-
äðóãîìó òðèàíãóëèðîâàííûìè ãðàôàìè èëè òðåóãîëüíûìè ãðàôàìè.

Îïðåäåëåíèå 13. Òðèàíãóëÿöèåé ãðàôà G = (V,E) íàçûâàåòñÿ ÕÃ H = (V, F ),
ñîäåðæàùèé G â êà÷åñòâå ïîäãðàôà: E ⊆ F .

Ïðîöåññ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðâè÷íîãî ãðàôà âçàèìîñâÿçåé, ñîîòâåòñòâóþùèé ïðî-
öåäóðå ÍÑÄÏ, èçâåñòåí êàê ¾ýëèìèíàöèîííàÿ èãðà¿, êîòîðàÿ âïåðâûå áûëà ââåäå-
íà Ïàðòåðîì [32], êàê ãðàôîâàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ Ãàóññà. Âõîäîì
äëÿ àëãîðèòìà ýëèìèíàöèîííîé èãðû ÿâëÿåòñÿ ãðàô G è óïîðÿäî÷åíèå α âåðøèí
ãðàôà G (ò.å. α(v) = i, åñëè v � i-ÿ âåðøèíà â óïîðÿäî÷åíèè α). Àëãîðèòì ñîñòîèò â
ñëåäóþùåì. Âûáèðàåòñÿ ïåðâàÿ, ñîãëàñíî óïîðÿäî÷åíèþ α, âåðøèíà v, äîáàâëÿåì,
åñëè íóæíî íåîáõîäèìûå ðåáðà, ÷òîáû âñå âåðøèíû, ñìåæíûå ñ v, îáðàçîâûâàëè
êëèêó. Çàòåì óäàëÿåì âåðøèíó v èç èçìåíåííîãî ãðàôà è ïðîäîëæàåì ïðîöåññ,
âûáèðàÿ ñëåäóþùóþ âåðøèíó íîâîãî ãðàôà ñîãëàñíî óïîðÿäî÷åíèþ α. Ïîñëå ïðî-
õîæäåíèÿ âñåõ âåðøèí äîáàâëÿåì â èñõîäíîì ãðàôå âñå äîáàâëåííûå íà êàæäîì
øàãå ðåáðà. Ðåçóëüòàòîì ýòîãî àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ ïîïîëíåííûé ãðàô G+

α , â êî-
òîðîì, ïî ñðàâíåíèþ ñ èñõîäíûì ãðàôîì, äîáàâëåíû ðåáðà.

Fulkerson & Gross [21] ïîêàçàëè, ÷òî:
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1. Ïîïîëíåííûé ãðàô G+
α , ïîðîæäåííûé ñ ïîìîùüþ ýëèìèíàöèîííîé èãðû, ÿâ-

ëÿåòñÿ õîðäàëüíûì ãðàôîì, ò.å. òðèàíãóëÿöèåé ãðàôà G;

2. Ïîïîëíåííûå ãðàôû, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ýëèìèíàöèîííîé èãðû, îáðà-
çóþò â òî÷íîñòè êëàññ õîðäàëüíûõ ãðàôîâ.

Ýòè ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ äðåâîâèäíûõ äåêîìïî-
çèöèé äëÿ çàäà÷è ÄÎ, èñïîëüçóÿ ýëèìèíàöèîííóþ èãðó, òàê êàê äëÿ õîðäàëüíûõ
ãðàôîâ äîñòàòî÷íî ïðîñòî íàõîäÿòñÿ ìàêñèìàëüíûå êëèêè è ñòðîèòñÿ äåðåâî êëèê,
ÿâëÿþùååñÿ äðåâîâèäíîé äåêîìïîçèöèåé.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè àëãîðèòìà ýëèìèíàöèîííîé èãðû äëÿ òðèàíãóëÿöèè çàäà÷
ÄÎ ñ îãðàíè÷åíèÿìè ñëåäóåò îòìåòèòü íåîáõîäèìîñòü îäíîâðåìåííîãî ðàññìîòðå-
íèÿ äâîéñòâåííîãî ãðàôà è ïðèïèñûâàíèÿ îãðàíè÷åíèé ñîîòâåòñòâóþùèì êëèêàì
(áëîêàì).

Ïîïîëíåííûå ãðàôû - ðåçóëüòàò îáðàáîòêè âåðøèí ãðàôà G ñ ïîìîùüþ àë-
ãîðèòìà ýëèìèíàöèîííîé èãðû, ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò ïîðÿäêà ýëèìèíàöèè α
âåðøèí. Äëÿ íàõîæäåíèÿ òðèàíãóëÿöèé ñ íåáîëüøèì ïîïîëíåíèåì, ïåðåä èñïîëü-
çîâàíèåì ýëèìèíàöèîííîé èãðû íåîáõîäèìî íàéòè õîðîøåå óïîðÿäî÷åíèå âåðøèí
äàííîãî ãðàôà. Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à íàõîæäåíèÿ óïîðÿäî÷åíèÿ âåðøèí ãðàôà,
îáåñïå÷èâàþùåãî ìèíèìàëüíîå ïîïîëíåíèå, ÿâëÿåòñÿ NP�òðóäíîé [36].

Èíòåðåñíûå ïðèêëàäíûå çàäà÷è íà ãðàôàõ ñâÿçàíû ñ íàõîæäåíèåì òðèàíãóëÿ-
öèè ãðàôà, ò.å. åãî âëîæåíèÿ â ÕÃ. Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ äàííîãî ãðàôà ñóùåñòâóåò
ìíîãî òðèàíãóëÿöèé. Ïðè íàõîæäåíèè íàèëó÷øåé òðèàíãóëÿöèè îáû÷íî èùóò ìè-
íèìóì ðàçëè÷íûõ ãðàôîâûõ ïàðàìåòðîâ òðèàíãóëÿöèè. Íàïðèìåð, çàäà÷à ïîèñêà
òðèàíãóëÿöèè ñ ìèíèìàëüíûì ïîïîëíåíèåì èùåò òðèàíãóëÿöèþ ñ íàèìåíüøèì
÷èñëîì äîáàâëåííûõ ðåáåð.

Ýëèìèíàöèîííàÿ èãðà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû óïîðÿ-
äî÷åíèå α ïîðîæäàëîñü â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ìîæåì íà
êàæäîì øàãå i âûáèðàòü âåðøèíó v ãðàôà Gi−1 ñîãëàñíî ëþáîìó æåëàòåëüíîìó
äëÿ íàñ êðèòåðèþ, è ïîëîæèòü α(v) = i, îïðåäåëÿÿ òåì ñàìûì ïîðÿäîê ýëèìè-
íàöèè α. Îäíîé èç õîðîøî èçâåñòíûõ ýâðèñòèê ÿâëÿåòñÿ ýâðèñòèêà ¾Minimum
Degree¿, êîòîðàÿ âûáèðàåò âåðøèíó v ñ ìèíèìàëüíîé ñòåïåíüþ â Gi−1 íà êàæäîì
øàãå i.

Îäíîé èç ïðè÷èí, ïî êîòîðîé ìíîãèå çàäà÷è îïòèìèçàöèè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ
òðóäíûìè íà îáùèõ ãðàôàõ, ëåãêî ðåøàþòñÿ íà äåðåâüÿõ, ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå
öèêëîâ â äåðåâüÿõ. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è íà äåðåâå îáû÷íî âîçìîæíî íàéòè ¾ëî-
êàëüíûå¿ èëè ÷àñòè÷íûå ðåøåíèÿ äëÿ ïîääåðåâà. Ýòè ëîêàëüíûå ðåøåíèÿ ìîæíî
èñïîëüçîâàòü ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ÄÎ ñ ïîìîùüþ ëîêàëüíûõ àëãîðèòìîâ äåêîì-
ïîçèöèè. Ëîêàëüíûé àëãîðèòì íà÷èíàåò ñ ðåøåíèÿ ïîäçàäà÷, ñîîòâåòñòâóþùèõ
ëèñòüÿì äåðåâà è ïåðåõîäèò îò ìåíüøèõ ê áîëüøèì ïîäçàäà÷àì. Âñå ýòî îáóñëîâ-
ëèâàåò ïåðñïåêòèâíîñòü ïîèñêà è âûÿâëåíèÿ äðåâîâèäíûõ ñòðóêòóð íà ãðàôà, ÷òî
ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíî è ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ äðåâîâèäíîé äåêîìïîçèöèè [33].
Ïîíÿòèÿ äðåâîâèäíîé äåêîìïîçèöèè è äðåâîâèäíîé øèðèíû, ÿâëÿþùåéñÿ ìåðîé
¾äðåâîâèäíîñòè¿ ãðàôà, áûëè ââåäåíû Robertson, Seymour [33].
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Ðèñ. 3. Ýëèìèíàöèîííàÿ èãðà.

Àëãîðèòìû äðåâîâèäíîé äåêîìïîçèöèè ([14], [19], [24], [26]) èñïîëüçóþò ðå-
ñòðóêòóðèçàöèþ çàäà÷è, îñíîâàííóþ íà âûäåëåíèè äðåâîâèäíîé ñòðóêòóðû â ãðà-
ôå âçàèìîñâÿçåé ïåðåìåííûõ çàäà÷è. Ïðè ýòîì âåðøèíû äðåâîâèäíîé ñòðóêòóðû
âêëþ÷àþò ïîäìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ èñõîäíîé çàäà÷è ÄÎ, êàæäîå èç êîòîðûõ
ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê åäèíàÿ âåðøèíà äðåâîâèäíîé ñòðóêòóðû.

Îïðåäåëåíèå 14 ([14]). Äëÿ çàäàííîãî ãðàôà G = (V, E) äðåâîâèäíîé äåêîìïî-
çèöèåé (ÄÄ) (tree decomposition) íàçûâàåòñÿ ïàðà ({Xi | i ∈ I} , T = (I, F )), ãäå
{Xi | i ∈ I} - ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ âåðøèí v è T - äåðåâî ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí
i è ìíîæåñòâîì ðåáåð F ⊆ I × I òàêèìè, ÷òî

1.
⋃

i∈I Xi = V ;

2. äëÿ âñåõ ðåáåð (v, w) ∈ E ñóùåñòâóåò òàêîå i ∈ I, ÷òî v ∈ Xi, w ∈ Xi;

3. äëÿ âñåõ i, j, k ∈ I òàêèõ, ÷òî j ëåæèò íà ïóòè â T èç i â k, ñïðàâåäëèâî
âêëþ÷åíèå Xi

⋂
Xk ⊆ Xj.

Øèðèíîé ÄÄ íàçûâàåòñÿ maxi∈I |Xi| − 1. Äðåâîâèäíàÿ øèðèíà (ÄØ) ãðàôà
G îïðåäåëÿåòñÿ êàê íàèìåíüøàÿ øèðèíà äðåâîâèäíîé äåêîìïîçèöèè G è îáîçíà-
÷àåòñÿ tw(G). Â ÷àñòíîñòè, åñëè â ýòîì îïðåäåëåíèè ðàññìàòðèâàòü íå äåðåâüÿ,
à ïóòè (òî÷íåå, öåïè), òî ïîëó÷èì îïðåäåëåíèå ïóòåâîé øèðèíû pw(G). Òàê êàê
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âñÿêèé ïóòü åñòü äåðåâî, òî èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî tw(G) ≤ pw(G). Ãðàôû ñ
ÄØ k èçâåñòíû òàêæå, êàê ÷àñòè÷íûå k�äåðåâüÿ.

Çàäà÷à ïîèñêà è íàèëó÷øåé ÄÄ ñîñòîèò â íàõîæäåíèè òðèàíãóëÿöèè ñ ìèíè-
ìàëüíûì ðàçìåðîì íàèáîëüøåé êëèêè. Èçâåñòíî, ÷òî ìíîãèå NP�ïîëíûå çàäà-
÷è ðàçðåøèìû çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè îíè ðàññìàòðèâàþòñÿ íà ãðàôàõ
ñ îãðàíè÷åííîé ÄØ [14], [33]. Ê ñîæàëåíèþ, êàê çàäà÷à ïîèñêà òðèàíãóëÿöèè ñ
ìèíèìàëüíûì ïîïîëíåíèåì, òàê è çàäà÷à ïîèñêà ÄØ ÿâëÿþòñÿ NP-òðóäíûìè [8],
[36]. Îäíàêî äëÿ îáåèõ çàäà÷ èìåþòñÿ ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëèìûå àëüòåðíàòèâû
íàõîæäåíèÿ òàê íàçûâàåìîé ìèíèìàëüíîé òðèàíãóëÿöèè [27].

4. Ñâîéñòâà õîðäàëüíûõ ãðàôîâ
Ëåììà 1 ([20]). Õîðäàëüíûé íåïîëíûé ãðàô ñîäåðæèò, ïî êðàéíåé ìåðå, äâå
íåñìåæíûå ñèìïëèöèàëüíûå âåðøèíû.

Â [21] ïðåäëîæåíà ýëèìèíàöèîííàÿ ñõåìà äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ ÕÃ íà îñíîâå ëåì-
ìû 1: ãðàô ÿâëÿåòñÿ õîðäàëüíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âîçìîæíî ïîâòîðíî
íàõîäèòü ñèìïëèöèàëüíóþ âåðøèíó è óäàëÿòü åå, ïîêà íå îñòàíåòñÿ íè îäíîé âåð-
øèíû. Âðåìÿ ñ÷åòà äëÿ òàêîãî òðèâèàëüíîãî àëãîðèòìà ñîñòàâëÿåò O(n2m).

Òåîðåìà 1 ([21]). ÕÃ ñ n âåðøèíàìè èìååò ñàìîå áîëüøåå n = |V | ìàêñèìàëü-
íûõ êëèê.

Ãðàôû êëèê äëÿ ãðàôîâ îáùåãî âèäà ìîãóò ñîäåðæàòü áîëüøîå ÷èñëî êëèê
(äî Ck

n ðàçëè÷íûõ êëèê ðàçìåðà k). Ïîýòîìó ÿñíî, ÷òî ãðàôû êëèê äëÿ ãðàôîâ
îáùåãî âèäà ìîæåò áûòü ýêñïîíåíöèàëüíî áîëüøèìè, à íàõîæäåíèå ìàêñèìàëüíûõ
êëèê � NP�òðóäíî. Ñâîéñòâà èìåííî õîðäàëüíûõ ãðàôîâ äåëàþò èõ ãðàôû êëèê
÷ðåçâû÷àéíî ïîëåçíûìè. Äëÿ ÕÃ ÷èñëî ìàêñèìàëüíûõ êëèê íå ïðåâîñõîäèò |V |,
ïîýòîìó îíè ìîãóò áûòü íàéäåíû çà ëèíåéíîå âðåìÿ [13]. Ïîñëå íàõîæäåíèÿ ãðàôà
êëèê äëÿ ÕÃ âîçìîæíî âûäåëèòü èç íåãî äåðåâî êëèê, ÿâëÿþùååñÿ ÄÄ, ñ ïîìîùüþ
ñëåäóþùåãî ñâîéñòâà:

Òåîðåìà 2 ([10], [34]). Ñòÿãèâàþùåå äåðåâî ãðàôà êëèê ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì êëèê
äëÿ ÕÃ G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ñòÿãèâàþ-
ùèì äåðåâîì ãðàôà êëèê.

Ïðîöåäóðà ðåøåíèÿ çàäà÷è ÄÎ ñ ïîìîùüþ ÄÄ ñîñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ:
1) íàõîæäåíèå äîñòàòî÷íî õîðîøåé ÄÄ;
2) ïðèìåíåíèå ëîêàëüíîãî àëãîðèòìà äåêîìïîçèöèè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è.

5. Ëîêàëüíûé àëãîðèòì äåêîìïîçèöèè çàäà÷ äèñêðåòíîé
îïòèìèçàöèè ñ äðåâîâèäíîé ñòðóêòóðîé

Ïðè èçó÷åíèè ñëîæíûõ îáúåêòîâ íå âñåãäà âîçìîæíî ïîëó÷èòü (èëè âû÷èñ-
ëèòü) ïîëíóþ èíôîðìàöèþ îá îáúåêòå â öåëîì, ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ
ïîëó÷åíèå èíôîðìàöèè îá îáúåêòå, ðàññìàòðèâàÿ åãî ïî ÷àñòÿì, ò.å. ëîêàëüíî.
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Â [3] Þ.È. Æóðàâëåâ îïèñûâàåò ëîêàëüíûå àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ èíôîð-
ìàöèè. Ëîêàëüíûé àëãîðèòì (ËÀ) èçó÷àåò ýëåìåíòû â ïîðÿäêå, çàäàâàåìîì àëãî-
ðèòìîì óïîðÿäî÷åíèÿ Aπ, ïðè ýòîì èñïîëüçóÿ (ëîêàëüíóþ) èíôîðìàöèþ îá ýëå-
ìåíòàõ èç îêðåñòíîñòè äàííîãî ýëåìåíòà.

ËÀ äåêîìïîçèöèè çàäà÷ ÄÎ èìåþò ñâîþ ñïåöèôèêó, ñîñòîÿùóþ â òîì, ÷òî
îíè íå âû÷èñëÿþò ïðåäèêàòû, à, èñïîëüçóÿ ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè Áåëëìàíà,
âû÷èñëÿþò îïòèìàëüíûå ÷àñòè÷íûå ðåøåíèÿ ïîäçàäà÷, ñîîòâåòñòâóþùèõ áëîêàì
çàäà÷è ÄÎ. Ïðè ýòîì îíè çàïîìèíàþò èíôîðìàöèþ íå î ïðåäèêàòàõ, à î çíà-
÷åíèÿõ ïåðåìåííûõ; òàêóþ èíôîðìàöèþ Þ.È.Æóðàâëåâ ïðåäëîæèë íàçûâàòü
èíäèêàòîðíîé èíôîðìàöèåé.

Ðàññìîòðèì ËÀ [6] äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ÄÎ ñ äðåâîâèäíîé ñòðóêòóðîé, ò.å. äëÿ
êîòîðûõ èçâåñòíà ÄÄ, êîòîðóþ ìû ñ÷èòàåì çàäàííîé â âèäå ìíîæåñòâà áëîêîâ ïå-
ðåìåííûõ è îãðàíè÷åíèé. ËÀ ðåøàåò çàäà÷ó ÄÎ, äâèãàÿñü ñíèçó ââåðõ, îò ëèñòüåâ
ÄÄ ê êîðíþ äåðåâà T . Ïóñòü B1 =

(
S̄1, U1

)
, B2 =

(
S̄2, U2

)
, . . . , Bk =

(
S̄k, Uk

)
-

áëîêè ÄÄ, ãäå S̄r, Ur ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ìíîæåñòâàìè èíäåêñîâ ïåðåìåííûõ
è îãðàíè÷åíèé äëÿ r-ãî áëîêà, r = 1, . . . , k, ïðè÷åì

k⋃
r=1

Ur = M = {1, . . . ,m} ,

k⋃
r=1

Sr = N = {1, . . . , n} , Ur1 ∩ Ur2 = ∅, r1 6= r2.

Ðàññìîòðèì âåðøèíó r äåðåâà T è ââåäåì äåðåâî Dr, ñîñòîÿùåå èç âåðøèíû r è
âñåõ åå ïîòîìêîâ.
Ââåäåì íåîáõîäèìûå îáîçíà÷åíèÿ:
S̄r � ìíîæåñòâî èíäåêñîâ ïåðåìåííûõ, ïðèíàäëåæàùèõ áëîêó Br;
Srr′ � ìíîæåñòâî èíäåêñîâ ïåðåìåííûõ, ïðèíàäëåæàùèõ îäíîâðåìåííî áëîêàì Br

è Br′ , ò.å. Srr′ = S̄r

⋂
S̄r′ ;

pr � âåðøèíà�ïðåäîê âåðøèíû r;
Jr � ìíîæåñòâî ïîòîìêîâ âåðøèíû r.

Òîãäà XSprr � âåêòîð ïåðåìåííûõ, îáùèõ äëÿ áëîêîâ Bpr è Br (çäåñü Sprr =
S̄pr

⋂
S̄r).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ZDr ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: äëÿ êàæäîãî âåêòîðà XSprr íàéòè
XSr è XS

rr
′ , òàêèå, ÷òî

hBr(XSprr) = fDr

(
XSprr

)
= max

XSr ,XS
rr
′



CSrXSr +

∑

r
′∈Jr

[
fD

r
′ (XS

rr
′ ) + CS

rr
′XS

rr
′

]


 =

= max
XSr ,XS

rr
′



CSrXSr +

∑

r′∈Jr

[
hB

r
′ (XS̄r

T
S̄

r
′ ) + CS

rr
′XS

rr
′

]




ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

ASrXSr ≤ br −
∑

r′∈Jr

AS
rr
′XS

rr
′ − ASprrXSprr .
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r
p

r

r
D

Ðèñ. 4. Äåðåâî Dr ïîòîìêîâ

Çäåñü fDr(XSprr) � çíà÷åíèå ÖÔ çàäà÷è, ñîîòâåòñòâóþùåé äåðåâó Dr, fD
r
′

(
XS

rr
′

)
=

CD
r
′XD

r
′ . Ìîæíî ýòî çíà÷åíèå ïðèïèñàòü êîðíþ Br

′ äåðåâà Dr, ò.å. çàïèñàòü:
hB

r
′ (XS̄r

T
S̄

r
′ ) = fD

r
′

(
XS

rr
′

)
.

Ðàáîòà ËÀ ABT äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ÄÎ ñ äðåâîâèäíîé ñòðóêòóðîé îñíîâàíà
èìåííî íà òîì, ÷òî ïðè ôèêñàöèè âåêòîðà XSprr çàäà÷à ðàñïàäàåòñÿ íà äâå çàäà÷è:
ïåðâàÿ ñîîòâåòñòâóåò äåðåâó Dr; à âòîðàÿ � äåðåâó T −Dr.

6. Ðåøåíèå êîíêðåòíîé çàäà÷è ÄÎ ñ ïîìîùüþ âûäåëåíèÿ
äðåâîâèäíîé ñòðóêòóðû è ïðèìåíåíèÿ ëîêàëüíîãî
àëãîðèòìà äåêîìïîçèöèè

Ðàññìîòðèì äëÿ çàäà÷è ÄÎ èç ïðèìåðà 1 íàõîæäåíèå ÄÄ è ïîñëåäóþùåå ðåøå-
íèå áëî÷íî-äðåâîâèäíîé çàäà÷è ñ ïîìîùüþ ëîêàëüíîãî àëãîðèòìà äåêîìïîçèöèè.

6.1. Âûäåëåíèå äðåâîâèäíîé ñòðóêòóðû

Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà ýëèìèíàöèîííîé èã-
ðû ê íàøåé çàäà÷å. Òàê êàê ïðè ýëèìèíàöèè ïåðåìåííûõ íîâûå ðåáðà â ãðàôå
íå äîáàâëÿëèñü, òî ïðîöåññ ýëèìèíàöèîííîé èãðû áûë ýêâèâàëåíòåí ïîèñêó ñèì-
ïëèöèàëüíûõ âåðøèí è ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàêñèìàëüíûõ êëèê, êîòîðûå ïîêàçàíû
íà ðèñ. 5 ñî ñâÿçÿìè ìåæäó íèìè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷åíî äåðåâî êëèê, ê êîòîðî-
ìó ìîæíî ïðèìåíèòü ëîêàëüíûé àëãîðèòì äåêîìïîçèöèè. Äðóãèì ñïîñîáîì íà-
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õîæäåíèÿ äåðåâà êëèê ÿâëÿåòñÿ ïîèñê ìàêñèìàëüíîãî ñòÿãèâàþùåãî äåðåâà äëÿ
äâîéñòâåííîãî ãðàôà (ðèñ.1).

1
x

3
x

2
x

2
x

5
x

3
x

2
x

4
x

1
B

4
B

3
B

2
B

3
x 6

x

7
x

Ðèñ. 5. Äðåâîâèäíàÿ äåêîìïîçèöèÿ äëÿ ïðèìåðà 1

6.2. Ïðèìåíåíèå ëîêàëüíîãî àëãîðèòìà äåêîìïîçèöèè
Ðàññìîòðèì ðåøåíèå ïîäçàäà÷è, ñîîòâåòñòâóþùåé áëîêó B1. Ïîñêîëüêó ýòîò

áëîê ñâÿçàí ñ áëîêîì B4, íàì íóæíî ðåøèòü çàäà÷ó ÄÎ ñ ïåðåìåííûìè XB1−B4

äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ íàáîðîâ ïåðåìåííûõ XB1
T

B4 . Òàêèì îáðàçîì, ïîñêîëüêó
XB1−B4 = {x5}, à XB1

T
B4 = {x2}, òî ïîäçàäà÷à èìååò âèä:

hB1(x2) = max
x5

{4x5}
ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

2x2 + 3x5 ≤ 4, xj = 0, 1, j ∈ {2, 5}
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Ðåøåíèå çàäà÷è çàïèøåì â âèäå ñëåäóþùåé òàáëèöû:

Òàáëèöà 1. Âû÷èñëåíèå hB1(x2)

x2 hB1 x∗5(x2)
0 4 1
1 0 0

Ñëåäóþùàÿ ïîäçàäà÷à, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ëèñòó äåðåâà êëèê � áëîêó B2, èìååò
âèä:

hB2(x3) = max
x6,x7

{6x6 + x7}
ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

2x3 + 3x6 + 2x7 ≤ 5, xj = 0, 1, j ∈ {3, 6, 7}
Ðåøåíèå ýòîé ïîäçàäà÷è:

Òàáëèöà 2. Âû÷èñëåíèå hB2(x3)

x3 hB2 x∗6(x3) x∗7(x3)
1 1 7 1
1 0 6 1

Ïîäçàäà÷à, ñîîòâåòñòâóþùàÿ áëîêó B3, èìååò âèä:

hB3(x2, x3) = max
x4

{hB2(x3) + 5x4}
ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

2x2 + 3x3 + 3x4 ≤ 5, xj = 0, 1, j ∈ {2, 3, 4}
Òàáëèöà 3. Âû÷èñëåíèå hB3(x2, x3)

x2 x3 hB3 x∗4(x2, x3)
0 0 12 1
0 1 6 0
1 0 12 1
1 1 6 0

Ïîñëåäíÿÿ ïîäçàäà÷à, èìååò âèä:

hB4 = max
x1,x2,x3

{hB1(x2) + hB3(x2, x3) + 2x1}
ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

3x1 + 4x2 + x3 ≤ 6, xj = 0, 1, j ∈ {1, 2, 3}

ISSN 0203�3755 Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, âûï. 20 (2006)



ËÎÊÀËÜÍÛÅ ÀËÃÎÐÈÒÌÛ È ÄÐÅÂÎÂÈÄÍÀß ÄÅÊÎÌÏÎÇÈÖÈß 101

Òàáëèöà 4. Âû÷èñëåíèå hB4

hB4 x∗1 x∗2 x∗3
18 1 0 0

Èòàê, îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè 18. Íàéäåì îïòèìàëüíûå çíà÷å-
íèÿ ïåðåìåííûõ, èñïîëüçóÿ èíôîðìàöèþ â òàáëèöàõ 1 � 4:
x∗1 = 1, x∗2 = 0, x∗3 = 0 (òàáëèöà 4).
Èç òàáëèöû 3, ó÷èòûâàÿ, ÷òî x∗2 = 0, x∗3 = 0, íàéäåì x∗4 = 1.
Èç òàáëèöû 2, ó÷èòûâàÿ, ÷òî x∗3 = 0, íàéäåì x∗6 = 1, x∗7 = 1.
Èç òàáëèöû 1, ó÷èòûâàÿ, ÷òî x∗2 = 0, íàéäåì x∗5 = 1.
Èòàê, íàéäåíî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå: (1, 0, 0, 1, 1, 1, 1); îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ÖÔ
ðàâíî 18.

7. Çàêëþ÷åíèå
Òàêèì îáðàçîì, ëîêàëüíûå àëãîðèòìû äåêîìïîçèöèè çàäà÷ äèñêðåòíîé îïòè-

ìèçàöèè â ñî÷åòàíèè ñ ìåòîäàìè äðåâîâèäíîé äåêîìïîçèöèè � ïåðñïåêòèâíûé ïîä-
õîä, äåëàþùèé âîçìîæíûìè ðåøåíèå ïðèêëàäíûõ ðàçðåæåííûõ çàäà÷ äèñêðåòíîé
îïòèìèçàöèè.

Ïåðñïåêòèâíûìè íàïðàâëåíèÿìè äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé ÿâëÿþòñÿ ðàçðà-
áîòêà ýôôåêòèâíûõ ñõåì âûäåëåíèÿ äðåâîâèäíûõ ñòðóêòóð ïðè ðåøåíèè êîíêðåò-
íûõ çàäà÷ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè, îáëàäàþùèõ ñïåöèàëüíîé ñòðóêòóðîé, ïðè-
ìåíåíèå ïîñòîïòèìàëüíîãî àíàëèçà ïðè ðåøåíèè ïàêåòîâ çàäà÷, ïîëó÷àþùèõñÿ â
ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ëîêàëüíûõ àëãîðèòìîâ äåêîìïîçèöèè, ïîñòðîåíèå ìíîãî-
óðîâíåâûõ ñõåì äåêîìïîçèöèè.
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