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Àííîòàöèÿ. Äîêàçàíî, ÷òî ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñ K-òîïîëîãèåé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê ðåãóëÿðíûé èíäóêòèâíûé ïðåäåë. Îïèñàíî ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî.

Èññëåäîâàíèå ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ äëÿ âàðèàöèîííûõ ôóíêöèîíàëîâ â ãèëü-
áåðòîâûõ (è, â îñîáåííîñòè, â ñîáîëåâñêèõ) ïðîñòðàíñòâàõ [1]�[5] ïðèâîäèò, â ÷àñò-
íîñòè, ê îáîáùåíèÿì ïîíÿòèé ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà, íåïðåðûâíîñòè è ñèëüíîé
äèôôåðåíöèðóåìîñòè â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, îïèðàþùèìñÿ íà îñîáûé òèï
ñõîäèìîñòè � K�ñõîäèìîñòü (êîìïàêòíóþ ñõîäèìîñòü) [6]�[8]. Îñíîâíîé ðåçóëü-
òàò íàñòîÿùåé çàìåòêè (òåîðåìà 3) óòâåðæäàåò, ÷òî ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñ
K�òîïîëîãèåé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðåãóëÿðíûé èíäóêòèâíûé ïðåäåë. Ýòî
ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ýôôåêòèâíîå îïèñàíèå ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà è ïîçâî-
ëÿåò íàäåÿòüñÿ íà ýôôåêòèâíîå îïèñàíèå òîïîëîãèè áîëåå ñëîæíûõ ïðîñòðàíñòâ,
ñâÿçàííûõ ñ K�ñõîäèìîñòüþ.

Âñþäó äàëåå ïîä èíäóêòèâíîé øêàëîé (ïðÿìûì ñïåêòðîì) áàíàõîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâ ïîíèìàåòñÿ ñèñòåìà áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ, èíäóêòèâíî óïîðÿäî÷åííàÿ
â ñîîòâåòñòâèè ñ íåïðåðûâíûìè âëîæåíèÿìè; ïîä ïðîåêòèâíîé øêàëîé (îáðàòíûì
ñïåêòðîì), ñîîòâåòñòâåííî, � ñèñòåìà áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ, èíäóêòèâíî óïîðÿ-
äî÷åííàÿ ïðîòèâîïîëîæíî íåïðåðûâíûì âëîæåíèÿì. ×åðåç lim−→ è lim←− îáîçíà÷à-
þòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ëîêàëüíî âûïóêëûé èíäóêòèâíûé è ïðîåêòèâíûé ïðåäåëû
ýòèõ øêàë.

Ïðèâåäåì âíà÷àëå îñíîâíîå îïðåäåëåíèå K�òîïîëîãèè â ãèëüáåðòîâîì áåñêî-
íå÷íîìåðíîì ñåïàðàáåëüíîì ïðîñòðàíñòâå H (âåùåñòâåííîì ëèáî êîìïëåêñíîì).
Âñþäó äàëåå K(H) � ñèñòåìà âñåõ àáñîëþòíî âûïóêëûõ êîìïàêòîâ â H.

Îïðåäåëåíèå 1. Äëÿ êàæäîãî C ∈ K(H) îáîçíà÷èì HC = spanC, ‖ · ‖C � íîðìà
â HC , ïîðîæäåííàÿ ìíîæåñòâîì C. Èíäóêòèâíóþ (ïî ïîãëîùåíèþ C) øêàëó áàíà-
õîâûõ ([9], ë.1) ïðîñòðàíñòâ {(HC , ‖ · ‖C)}C∈K(H) îáîçíà÷èì

−→
HK , à åå èíäóêòèâíûé

ïðåäåë � HK . Òàêèì îáðàçîì
−→
HK = {(HC , ‖ · ‖C)}C∈K(H); HK = lim−→

C∈K(H)

(HC , ‖ · ‖C) = lim−→
−→
HK .
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Íàøà îñíîâíàÿ öåëü � âûÿñíèòü òèï âëîæåíèé â øêàëå −→HK . Íàïîìíèì âíà-
÷àëå, ÷òî ïðè çàäàííîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå {ek}∞k=1 â H, x =

∞∑
k=1

xkek ∈ H,
êàíîíè÷åñêèé ýëëèïñîèä â H çàäàåòñÿ óñëîâèåì:

Cε = {x ∈ H|
∞∑

k=1

|xk|2
ε2

k

≤ 1}, ε = (εk > 0)∞k=1. (1)

Õîðîøî èçâåñòíî [10], ÷òî ýëëèïñîèä (1) êîìïàêòåí â H òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà εk → 0. Êðîìå òîãî, èçâåñòíî, ÷òî êîìïàêòíûå ýëëèïñîèäû ÿâëÿþòñÿ óíè-
âåðñàëüíûìè êîìïàêòàìè â H, ò.å. ëþáîé êîìïàêò C â H (â òîì ÷èñëå C ∈ K(H))
ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì êîìïàêòíîì ýëëèïñîèäå Cε ∈ K(H). Îòñþäà ëåãêî âûòå-
êàåò ñëåäóþùèé ôàêò.

Ïðåäëîæåíèå 1. Äëÿ ëþáîãî C ∈ K(H) íàéäåòñÿ òàêîé êîìïàêòíûé ýëëèïñîèä
Cε ∈ K(H), ÷òî âåðíî íåïðåðûâíîå âëîæåíèå EC ↪→ ECε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáðàâ Cε ⊃ C, εk → 0, èìååì, î÷åâèäíî, HCε ←↩ HC (âåê-
òîðíî). Ïðè ýòîì ‖ · ‖Cε ≤ ‖ · ‖C , îòêóäà âëîæåíèå (HC , ‖ · ‖C) ↪→ (HCε , ‖ · ‖Cε)
íåïðåðûâíî.

Ñëåäñòâèå 1. Øêàëà −→HKε = {(HCε , ‖ · ‖Cε)}Cε∈K(H) îáðàçóåò êîíôèíàëüíóþ ïîä-
øêàëó øêàëû −→HK, è, ñëåäîâàòåëüíî, èõ èíäóêòèâíûå ïðåäåëû ñîâïàäàþò:

HK = lim−→
Cε∈K(H)

(HCε , ‖ · ‖Cε) = lim−→
−→
HKε . (2)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì âëîæåíèé â øêàëå−→
HKε . Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå âàæíîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü Cε1 è Cε2 � êîìïàêòíûå ýëëèïñîèäû â H. Òîãäà

(i) (ε1
k = o(ε2

k))⇒ ( âëîæåíèå HCε1
↪→ HCε2

êîìïàêòíî);

(ii) (
∞∑

k=1

(
ε1
k

ε2
k
)p < +∞, 1 ≤ p < ∞) ⇒ (âëîæåíèåHCε1

↪→
HCε2

ïðèíàäëåæèò êëàññóSp).

Äîêàçàòåëüñòâî. (i). Ïóñòü x =
∞∑

k=1

xkek ∈ Cε1 , ò.å.
∞∑

k=1

(|xk|2/(ε1
k)

2) ≤ 1 (ñì. (1)).

Ò.ê. {e′k = ε2
kek}∞k=1 � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â HCε2

, òî ïðåäñòàâëåíèå x â ýòîì
áàçèñå èìååò âèä

x =
∞∑

k=1

(xk/ε
2
k)e

′
k =:

∞∑

k=1

x′ke
′
k, îòêóäà

∞∑

k=1

(|x′k|2/(ε1
k/ε

2
k)

2) =
∞∑

k=1

(|xk|2/(ε1
k)

2) ≤ 1,
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ò.å. â ïðîñòðàíñòâå HCε2
ýëëèïñîèä Cε1 ⊂ H ïðèíèìàåò âèä ýëëèïñîèäà C̃ε1/ε2 ñ

ïîëóîñÿìè (ε1
k/ε

2
k) → 0 ïî óñëîâèþ. Òàêèì îáðàçîì, åäèíè÷íûé øàð Cε1 â HCε1

ïðè òîæäåñòâåííîì âëîæåíèè ïåðåõîäèò â êîìïàêòíûé ýëëèïñîèä C̃ε1/ε2 â HCε2
,

ïîýòîìó âëîæåíèå êîìïàêòíî, ò.å. ïðèíàäëåæèò êëàññó S∞.
(ii). Â ñèëó òîæäåñòâåííîñòè âëîæåíèÿ T : HCε1

↪→ HCε2
, s�÷èñëà ([11], �20) îïå-

ðàòîðà |T | = (T ∗T )1/2 ñîâïàäàþò ñ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè âëîæåíèÿ HCε2
↪→ HCε1

,
ðàâíûìè, êàê ïîêàçàíî âûøå, ε1

k/ε
2
k (k = 1, 2, . . .). Ïîñêîëüêó, ñîãëàñíî óñëîâèþ,

∞∑
k=1

|ε1
k/ε

2
k|p <∞, òî ([12], 8.2) îïåðàòîð T ïðèíàäëåæèò êëàññó Sp.

Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: íàñêîëüêî ðàñïðîñòðàíåíû òèïû âëîæåíèé,
ðàññìîòðåííûå â òåîðåìå 1. Îáîçíà÷èì äàëåå Kp(H) = {Cε ∈ K(H)|

∞∑
k=1

(εk)
p <∞}.

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîãî Cε1 ∈ K(H)

(i) ñóùåñòâóåò Cε2 ∈ K(H) òàêîé, ÷òî âëîæåíèå HCε1
↪→ HCε2

êîìïàêòíî.

(ii) Äëÿ ëþáîãî Cε1 ∈ Kp(H) ñóùåñòâóåò Cε2 ∈ K(H) òàêîé, ÷òî âëîæåíèå
HCε1

↪→ HCε2
ïðèíàäëåæèò êëàññó Sp (1 ≤ p <∞).

Äîêàçàòåëüñòâî. (i). Åñëè Cε1 ∈ K(H), òî ïîëîæèì ε2
k =

√
ε1

k, ε2 = (ε2
k)
∞
k=1. Ò.ê.

ε2
k → 0, òî Cε2 ∈ K(H); ïðè ýòîì ε1

k = o(ε2
k), îòêóäà, ïî òåîðåìå 1(i), ñëåäóåò

êîìïàêòíîñòü âëîæåíèÿ HCε1
↪→ HCε2

.
(ii). Åñëè Cε1 ∈ Kp(H), 1 ≤ p < ∞, ò.å.

∞∑
k=1

(ε1
k)

p < ∞, òî ïîëîæèì ε2
k =

(
∞∑

n=k

(ε1
k)

p)1/2p, ε2 = (ε2
k)
∞
k=1. Òîãäà ε2

k → 0, ò.å. Cε2 ∈ K(H). Ïðè ýòîì, ñîãëàñíî
[13], ðÿä

∞∑

k=1

(ε1
k/ε

2
k)

p =
∞∑

k=1


(ε1

k)
p/

√√√√
∞∑

n=k

(ε1
k)

p




ñõîäèòñÿ, îòêóäà, ïî òåîðåìå 1(ii), âëîæåíèå HCε1
↪→ HCε2

ïðèíàäëåæèò êëàññó
Sp.

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû.

Òåîðåìà 3. Ïðîñòðàíñòâî HK � ðåãóëÿðíûé ([14],[15]) èíäóêòèâíûé ïðåäåë (ñ
òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî (2), HK = lim−→
−→
HKε . Ââåäåì â øêàëå

−→
HKε = {HCε} íîâûé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê: (Cε1 ≺ Cε2) ⇔ (ε1

k = o(ε2
k)), èíäóêòèâ-

íîñòü êîòîðîãî ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ

(ε1
k → 0, ε2

k → 0)⇒ (ε1
k = o(

√
ε1

k +
√

ε2
k), ε2

k = o(
√

ε1
k +

√
ε2

k)).
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Ñîãëàñíî òåîðåìå 1(i), (Cε1 ≺ Cε2)⇒ (âëîæåíèåHCε1
↪→ HCε2

êîìïàêòíî).
Ñîãëàñíî òåîðåìå 2(i), ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî (Cε1 ≺ Cε2)⇒ (Cε2 ⊃ λ ·Cε1 ïðè íåêî-

òîðîì λ > 0, ò.å. Cε2 ïîãëîùàåò Cε1), ïðè ïåðåõîäå ê íîâîìó îòíîøåíèþ ïîðÿäêà
èíäóêòèâíûé ïðåäåë íå èçìåíÿåòñÿ, ò.å.

HK = lim−→(
−→
HKε ,≺). (3)

Ïî èçâåñòíîé òåîðåìå Í.Áóðáàêè ([16], ãë.III, �2), â øêàëå (
−→
HKε ,≺) ìîæíî âû-

äåëèòü ÷àñòè÷íî âïîëíå óïîðÿäî÷åííóþ ïîäøêàëó (
−→
H ′

Kε
,≺), êîíôèíàëüíóþ èñ-

õîäíîé øêàëå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëþáàÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííàÿ âåòâü øêàëû −→H ′
Kε

âïîëíå óïîðÿäî÷åíà. Âûäåëèâ ïî ëåììå Öîðíà [17] ìàêñèìàëüíóþ âïîëíå óïîðÿ-
äî÷åííóþ âåòâü −→H ′′

Kε
øêàëû −→H ′

Kε
, ìû ïîëó÷àåì, òàêèì îáðàçîì, âïîëíå óïîðÿäî-

÷åííóþ øêàëó −→H ′′
Kε

ñ êîìïàêòíûìè âëîæåíèÿìè, êîíôèíàëüíóþ èñõîäíîé øêàëå.
Ïî êëàññè÷åñêîé òåîðåìå Ñ.Ý'Ñèëüâà [14] èíäóêòèâíûé ïðåäåë lim−→

−→
H ′′

Kε
ðåãó-

ëÿðåí. Ïîñêîëüêó, â ñèëó (3),

HK = lim−→(
−→
HKε ,≺) = lim−→(

−→
H ′′

Kε
,≺),

òî, ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè, ïðîñòðàíñòâî HK ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì èí-
äóêòèâíûì ïðåäåëîì.

Òåïåðü íåòðóäíî âûÿñíèòü ñòðóêòóðó ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà H∗
K .

Òåîðåìà 4. Äëÿ êàæäîãî C ∈ K(H) îáîçíà÷èì ‖ ·‖C � êî-íîðìó â ñîïðÿæåííîì
ïðîñòðàíñòâå H∗

C. Òîãäà èìååò ìåñòî òîïîëîãè÷åñêèé èçîìîðôèçì

H∗
K
∼= lim←−

C∈K(H)

(H∗
C , ‖ · ‖C), (4)

ïðè ýòîì âëîæåíèÿ â ïðîåêòèâíîì ïðåäåëå (4) � êîìïàêòíûå (ñ òî÷íîñòüþ äî
ýêâèâàëåíòíîñòè).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó ðåãóëÿðíîñòè, ïî òåîðåìå 3, èíäóêòèâíîãî ïðåäåëà (3),
ïî èçâåñòíîé òåîðåìå Ë.Øâàðöà [14],

H∗
K
∼= lim←−

C∈K(H)

H∗
Kε

= lim←−
C∈K(H)

H∗
C . (5)

Äàëåå, ò.ê. êîìïàêòíîñòü âëîæåíèé HCε1
↪→ HCε2

âëå÷åò ([18], ò.4.19) êîìïàêòíîñòü
ñîïðÿæåííûõ âëîæåíèé H∗

Cε2
↪→ H∗

Cε1
, òî âëîæåíèÿ â ïåðâîì èíäóêòèâíîì ïðåäå-

ëå â (5) (à çíà÷èò, ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè, âî âòîðîì ïðåäåëå â (5)) �
êîìïàêòíûå.
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Çàìåòèì â çàêëþ÷åíèå, ÷òî ðåçóëüòàò òåîðåìû 4 ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì: ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà H K�íåïðåðûâåí òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà íåïðåðûâíî åãî ñóæåíèå íà êàæäîå ïîäïðîñòðàíñòâî (HC , ‖ · ‖C),
C ∈ K(H). Ïðè ýòîì ñõîäèìîñòü ñåòè fα → 0 â H∗

K îçíà÷àåò ðàâíîìåðíóþ ñõîäè-
ìîñòü íà êàæäîì C ∈ K(H), è èç âñÿêîé ñåòè {fα}, îãðàíè÷åííîé íà íåêîòîðîì
Cε2 Â Cε2 ìîæíî âûäåëèòü ïîäñåòü {fαi

}, ðàâíîìåðíî ñõîäÿùóþñÿ íà Cε1 . Âîçíèêà-
åò åñòåñòâåííûé âîïðîñ î âîçìîæíîñòè ïåðåíîñà ýòèõ ðåçóëüòàòîâ íà ïðîñòðàíñòâà
K�íåïðåðûâíûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ âèäà (H1

K ; H2).
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