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Àííîòàöèÿ. Âïåðâûå ýêñïåðèìåíòàëüíî è òåîðåòè÷åñêè ïîêàçàíî, ÷òî ñòðóêòóðíàÿ óñòîé÷è-
âîñòü ïîëÿ ñåìåéñòâà ñèíãóëÿðíûõ âíåîñåâûõ ëàçåðíûõ ïó÷êîâ ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ñîîòíî-
øåíèÿ ÷èñåë (N, l, σM, R0, ᾱ), ãäå N � ÷èñëî ïó÷êîâ, l � îðáèòàëüíîå ÷èñëî, M � òîïîëîãè÷åñêèé
çàðÿä ïó÷êîâ, R0 � îòíîñèòåëüíîå ñìåùåíèå ïó÷êîâ è ᾱ � îòíîñèòåëüíûé óãîë íàêëîíà ïó÷êà.

Ââåäåíèå
Ïðîáëåìà ôîðìèðîâàíèÿ óñòîé÷èâîé ñòðóêòóðû ïîëÿ ñåìåéñòâà ñèíãóëÿðíûõ

ïó÷êîâ ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíîé â ñèíãóëÿðíîé îïòèêå êàê ñ òî÷êè çðåíèÿ ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ, òàê è ïðèêëàäíûõ èññëåäîâàíèé [1-3].

Ñóùåñòâóþùèå â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìåòîäû ôîðìèðîâàíèÿ îïòè÷åñêèõ âèõðåé
íå ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü óñòîé÷èâûå âèõðè âûñøèõ ïîðÿäêîâ. Ýòî ñâÿçàíî ñ èçìåíå-
íèåì èõ ïàðàìåòðîâ ïðè ìàëåéøèõ âîçìóùåíèÿõ ëàçåðíîãî ïó÷êà. Ê îñíîâíûì ìå-
òîäàì ñîçäàíèÿ ëàçåðíûõ ïó÷êîâ, ïåðåíîñÿùèõ êàê åäèíè÷íûå âèõðè, òàê è ñåòêè
ôàçîâûõ ñèíãóëÿðíîñòåé, ìîæíî îòíåñòè: 1) ìåòîä êîìïüþòåðíî-ñèíòåçèðîâàííûõ
ãîëîãðàìì [4]; 2) ìåòîä ñïèðàëüíûõ ôàçîâûõ òðàíñïàðàíòîâ [5]; 3) ìåòîä âíóòðè-
ðåçîíàòîðíîãî ôîðìèðîâàíèÿ ôàçîâûõ ñèíãóëÿðíîñòåé [6].

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîëå ñåìåéñòâà âíåîñåâûõ ëàçåðíûõ ïó÷êîâ,â
êîòîðûõ ïðè ïðåîáðàçîâàíèè îñåé âðàùåíèÿ îïòè÷åñêèå âèõðè ïðèîáðåòàþò äî-
ïîëíèòåëüíóþ ôàçó, ÷òî ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ èíòåíñèâíîñòè â ðàçëè÷íûõ ñî-
ñòîÿíèÿõ ñèíãóëÿðíûõ ïó÷êîâ.
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1. Ñòðóêòóðà ïîëÿ ñèììåòðè÷íîãî ñåìåéñòâà âíåîñåâûõãàóññîâûõ ëàçåðíûõ ïó÷êîâ
Â íàñòîÿùåå âðåìÿ óäåëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ïðèñòàëüíîå âíèìàíèå èçó÷åíèþ

ñâîéñòâ ñåìåéñòâ âíåîñåâûõ ëàçåðíûõ ïó÷êîâ â ñâÿçè ñ èõ óíèêàëüíûìè ñâîé-
ñòâàìè. Âîçìîæíîñòü ïåðåíîñà îðáèòàëüíîãî óãëîâîãî ìîìåíòà (ÎÓÌ) òàêèìè
ñòðóêòóðàìè ïîëÿ äàåò âîçìîæíîñòü çàõâàòûâàòü, ïåðåìåùàòü è âðàùàòü ìèê-
ðîîáúåêòû, à òàêæå îñóùåñòâëÿòü îïòè÷åñêîå êîäèðîâàíèå è ïåðåíîñ èíôîðìà-
öèè. Àâòîðû ðàáîòû [7] óñòàíîâèëè òîò ôàêò, ÷òî åäèíè÷íûé ãàóññîâ ïó÷îê, îñü
êîòîðîãî ñìåùåíà è íàêëîíåíà îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò,
ïðèîáðåòàåò îðáèòàëüíûé óãëîâîé ìîìåíò, âåëè÷èíó êîòîðîãî ìîæíî ëåãêî èçìå-
íÿòü. Îäíàêî ïðè ñîîòâåòñòâóþùåé îðèåíòàöèè ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò
ìîæíî äîáèòüñÿ óíè÷òîæåíèÿ ýòîãî ÎÓÌ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èçâåñòíî, ÷òî ëó÷åâûå òðàåêòîðèè â ìàêñèìóìå èíòåíñèâ-
íîñòè ïó÷êà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðÿìûå ëèíèè, ëåæàùèå íà ïîâåðõíîñòè ãèïåð-
áîëîèäà âðàùåíèÿ, ÷òî è ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ ÎÓÌ. Î÷åâèäíî, ÷òî ñèñòåìà
äâóõ è áîëåå ñèììåòðè÷íûõ âíåîñåâûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ãàóññîâûõ ïó÷êîâ äîëæ-
íà ïðèîáðåòàòü äîïîë èòåëüíûé óãëîâîé ìîìåíò.

Öåëüþ äàííîé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ñòðóêòóðû ñåìåéñòâà âíåîñåâûõ ãàóñ-
ñîâûõ ïó÷êîâ è èõ îðáèòàëüíîãî óãëîâîãî ìîìåíòà.

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî N ãàóññîâûõ ïó÷êîâ, îñè êîòîðûõ ëåæàò íà ïîâåðõíîñòè
ãèïåðáîëîèäà âðàùåíèÿ [8]. Îðèåíòàöèÿ ïó÷êîâ âûáðàíà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû èõ
îñè ñîâïàäàëè ñ îäíèì èç äâóõ ñåìåéñòâ ïðÿìîëèíåéíûõ îáðàçóþùèõ ãèïåðáîëîè-
äà âðàùåíèÿ. Ñèììåòðè÷íîå ðàñïîëîæåíèå îñåé ïó÷êîâ â ñåìåéñòâå ïðèâåäåíî íà
ðèñóíêå 1,à.

Öåíòð êàæäîãî ïó÷êà ñìåùåí âäîëü ðàäèóñà íà ðàññòîÿíèå r0 îòíîñèòåëüíî
îñè z ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò {x, y, z} (ðèñ. 1, á), à èõ îñè íàêëîíåíû

Ðèñ. 1. Ñåìåéñòâî ãàóññîâûõ ïóñêîâ ñ îñÿìè ðàñïîëîæåííûìè íà ïîâåðõíîñòè ãèïåðáîëîèäà âðà-
ùåíèÿ.

îòíîñèòåëüíî ýòîé îñè íà ìàëûé óãîë α (ðèñ.1,à). Ðàäèóñû ïåðåòÿæåê âñåõ ïó÷êîâ
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ëåæàò â ïëîñêîñòè z = 0 è èìåþò îäèíàêîâóþ ïîëóøèðèíó ρ. Ïðè ýòîì ó÷òåì,
÷òî âñå ïó÷êè ðàñïîëîæåíû ñèììåòðè÷íî è îòñòàþò äðóã îò äðóãà íà óãëîâûå
ðàññòîÿíèÿ ϕ = 2π

N
.

Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî â ïàðàêñèàëüíîì ñëó÷àå óãëû íàêëîíà α ìàëû, òî cos α ≈
1 − α2/2, sin α ≈ α, à êîîðäèíàòû öåíòðà n-ãî ïó÷êà â ïàðàêñèàëüíîì ñëó÷àå
ïðèìóò âèä: 




xn = r cos(ϕ− ϕn)− r0

yn = r sin(ϕ− ϕn)− zα
zn = rα sin(ϕ− ϕn) + z(1− α2/2)

. (1)

Ðàäèàëüíàÿ êîîðäèíàòà rn n-ãî ïó÷êà â ñåìåéñòâå âíåîñåâûõ ïó÷êîâ ñ ó÷åòîì (1)
áóäåò ðàâíà:

r2
n = x2

n + y2
n = r2 + r2

0 − 2rr0 cos(ϕ− ϕn)− 2αrz sin(ϕ− ϕn) + α2z2. (2)

Ïðèñâîèì êàæäîìó ïó÷êó íà÷àëüíóþ ôàçó ∆n = ϕnl = (n2π
N

)l, ãäå l � îðáèòàëüíîå
÷èñëî ñåìåéñòâà, ïîêàçûâàþùåå íàïðàâëåíèå è ðîñò ôàçû ïðè ïåðåõîäå îò ïó÷-
êà ê ïó÷êó. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü l ïîëîæèòåëüíûì íàòóðàëüíûì
÷èñëîì, âî âñåõ ñëó÷àÿõ, åñëè ýòî íå áóäåò îãîâàðèâàòüñÿ îñîáî, ò.å. l = 0, 1, 2, . . . .
Òîãäà â ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ îñüþ ñèììåòðèè ãèïåðáîëîèäà, âîëíîâàÿ
ôóíêöèÿ êàæäîãî ãàóññîâà ïó÷êà áóäåò ðàâíà:

Ψn =
z0

Zn

exp

{
ik

r2
n

2Zn

}
exp [i (kzn −∆n)] , (3)

ãäå Zn = zn − iz0, z0 = kρ2/2 � äëèíà Ðýëåÿ, k = 2π/λ � âîëíîâîå ÷èñëî, λ �
äëèíà âîëíû. Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ âñåãî ñåìåéñòâà çàïèñûâàåòñÿ:

Ψ =
N∑

n=1

Ψn. (4)

Âûðàæåíèå (4) ñ ó÷åòîì (3) äàåò âîçìîæíîñòü ïðîâåñòè êîìïüþòåðíîå ìîäåëè-
ðîâàíèå ñåìåéñòâà ïó÷êîâ. Îäíàêî, îíî íå ïîçâîëÿåò àíàëèòè÷åñêè èçó÷èòü ïî-
âåäåíèå òàêîãî êîìáèíèðîâàííîãî ïó÷êà è îöåíèòü åãî ñâîéñòâà. Ïîýòîìó áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ ìàëûõ óãëîâ íàêëîíà ïó÷êîâ α îáðàòíûå âåëè÷èíû êîìïëåêñíûõ
äëèí 1/Z è 1/Zn ïðèìåðíî îäèíàêîâû:

1

Zn

≈ 1

Z
, (5)

ãäå Z = z−iz0. Òîãäà ñ ó÷åòîì (5) è (2) âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ n-ãî ïó÷êà (3) ïðèíèìàåò

ISSN 0203�3755 Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, âûï. 24 (2008)



102 ß.Â. ÈÇÄÅÁÑÊÀß, À.Â. ÂÎËßÐ, Â.È. ØÎÑÒÊÀ è äð.

âèä:

ψn = z0

Z
exp

{
ik

r2+r2
0−2rr0 cos(ϕ−ϕn)−2rαz sin(ϕ−ϕn)+α2z2

2Z

}
×

× exp
{

ik
(
rα sin(ϕ− ϕn) + z

(
1− α2

2

))}
exp {−i∆n}

= z0

Z
exp

{
ik

r2+r2
0+α2z2

2Z
+ ikz

}
exp

{
−ik 2rr0 cos(ϕ−ϕn)+2rαz sin(ϕ−ϕn)

2Z

}
×

× exp {ikrα sin(ϕ− ϕn)} exp
{
−ikz α2

2

}
exp {−i∆n}

= z0

Z
exp

{
ik

r2+(r2
0−α2z2

0)

2Z

}
exp

{
−2ikr r0 cos(ϕ−ϕn)+iαz0 sin(ϕ−ϕn)

2Z

}
×

× exp {ikz} exp
{
−kz0

α2

2

}
exp {−i∆n} .

(6)

Ïåðåïèøåì ïîñëåäíåå âûðàæåíèå â âèäå:

Ψ = Ψ0

N∑
n=1

exp {A exp (i(ϕ− ϕn)) + B exp (−i(ϕ− ϕn))} exp {−ilϕn} ,

ãäå

Ψ0 = (z0/Z) exp

(
ik

r2 + r2
0 − α2z2

0

2Z
− kz0α

2

2
+ ikz

)
, A = −i

z0

Z
(R0 + ᾱ)(r/ρ),

B = −i[z0r(R0−α)]/ρZ, R0 = r0/ρ � îòíîñèòåëüíîå ñìåùåíèå ïó÷êà, ᾱ = α/αäèô �
íîðìèðîâàííûé óãîë, íà êîòîðûé ïó÷îê îòêëîíåí îòíîñèòåëüíî îñè ñåìåéñòâà,
αäèô = 2/ (kρ) � óãîë äèôðàêöèîííîé ðàñõîäèìîñòè îòäåëüíîãî ïó÷êà. Òîãäà âîë-
íîâóþ ôóíêöèþ ñåìåéñòâà ïó÷êîâ (4) çàïèøåì êàê:

Ψ = Ψ0

N∑
n=1

exp {A exp (i(ϕ− ϕn)) + B exp (−i(ϕ− ϕn))} exp {−i l ϕn} , (7)

Ïðåäñòàâèì âíåøíþþ ýêñïîíåíòó â (7) â âèäå ðÿäà:

exp (a + b) =
∞∑

j=0

(a + b)j

j!
, (8)

ãäå a = A exp (i(ϕ− ϕn)) , b = B exp (−i(ϕ− ϕn)) è âîñïîëüçóåìñÿ áèíîìèíàëüíûì
ðÿäîì:

(a + b) j =

j∑
p=0

(
j
p

)
aj−pbp,

(
j
p

)
=

j!

p! (j − p) !
, (9)

Âîëíîâóþ ôóíêöèþ (7) ñ ó÷åòîì (8) è (9) ïðèâåäåì ê âèäó:

Ψ = Ψ0

∞∑
j=0

1

j!

j∑
p=0

(
p
j

)
Aj−pBp exp [i (j − 2p) ϕ]

N∑
n=1

exp [i (2p− j − l) ϕn] . (10)
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Â òîæå âðåìÿ, ñóììà ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè â âûðàæåíèè (10) ðàâíà:
N∑

n=1

exp

[
i (2p− j − l)

(
n

2π

N

)]
=

{
N, åñëè 2p− j − l = mN, m = 0,±1,±2, . . .
0, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ .

(11)
Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî (11), âûðàæåíèå (6) ïðèìåò âèä:

Ψ = Ψ0 N

∞∑
m=−∞

exp (i (mN − l)ϕ)
∞∑

q=0

1

k!

(
q
q−Lm

2

)
A

q+Lm
2 B

q−Lm
2 , (12)

ãäå Lm = mN − l, l < N . Çíà÷åíèå (q − Lm) /2 â áèíîìèíàëüíîì êîýôôèöèåíòå
â âûðàæåíèè (12) äîëæíî áûòü öåëûì ÷èñëîì. Ýòî òðåáîâàíèå ïðèâîäèò ê äâóì
âîçìîæíûì òèïàì ðÿäà â âûðàæåíèè (12) äëÿ ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ öåëûõ ÷èñåë:

∞∑
q=0

1

(2 q) !

(
2 q
q + s

)
x2 q = I2 s (2 x) , (13)

∞∑
q=0

1

(2 q + 1) !

(
2 q + 1
q + s

)
x

2q+1
2 = I2 s−1

(
2
√

x
)
, (14)

ãäå Is (x) � ìîäèôèöèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà, s = 0, ±1, ±2, ...,
îòêóäà íàõîäèì:

Ψ = Ψ0N

∞∑
m=−∞

(
A

B

)m N−l
2

ImN−l

(
2
√

AB
)

exp [i (mN − l) ϕ] . (15)

Êðîìå òîãî, â ïëîñêîñòè z = 0, ìîæíî âûðàçèòü ïåðåìåííûå AB è A/B ÷åðåç
áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû R0 è ᾱ:

√
AB =

r
√

(R2
0 − ᾱ2)

ρ
è A

B
=

R0 + ᾱ

R0 − ᾱ
. (16)

Ïðè N>l îñíîâíîé âêëàä â âîëíîâóþ ôóíêöèþ äàþò ïåðâûå òðè ÷ëåíà ðÿäà ñ
m = 0,±1, åñëè îòíîøåíèå ñìåùåíèÿ ê ðàäèóñó ïåðåòÿæêè ìàëî r0/ρ < 1 è ïàðà-
ìåòðû R0 è ᾱ ÿâëÿþòñÿ ìàëûìè (R0, ᾱ << 1). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî
ñðàâíèâàòü ïîñëåäóþùèé è ïðåäûäóùèé ÷ëåíû ðÿäà ïðåæäå, ÷åì îáîðâàòü ñóììè-
ðîâàíèå. Îäíàêî, â ðåàëüíûõ ñëó÷àÿõ âêëàä â âîëíîâóþ ôóíêöèþ, êàê ïðàâèëî,
äàåò êîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ ðÿäà. Ïîýòîìó äàííîå ñåìåéñòâî âíåîñåâûõ ãàóññî-
âûõ ïó÷êîâ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êîìáèíèðîâàííûé ïó÷îê Áåññåëÿ-Ãàóññà,
ðàñïðîñòðàíÿþùèéñÿ âäîëü îñè z.

Âûðàæåíèå (15) äàåò âîçìîæíîñòü áîëåå ïîäðîáíî ðàññìîòðåòü ÷àñòíûå ñëó-
÷àè êîìáèíèðîâàííîãî ñåìåéñòâà ãàóññîâûõ ïó÷êîâ, è ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðíîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîàíàëèçèðîâàòü ñòðóêòóðó òàêîãî ñåìåéñòâà ïðè èçìåíåíèè õà-
ðàêòåðíûõ ïàðàìåòðîâ.
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2. Ñàìîïîäîáèå è ñòðóêòóðíàÿ óñòîé÷èâîñòü

Ñåìåéñòâî, ñîñòîÿùåå èç N

Ðèñ. 2. Ñåìåéñòâà âíåîñåâûõ ãàóññîâûõ ïó÷êîâ ïðè z =
0, r0 = 0.3ìì, ρ = 1ìì; à) N = 9, l = 2, α = 6 ×
10−3 ðàä; á) N = 10, l = 3, α = 8× 10−3 ðàä; â) N = 12,
l = 5, α = 8× 10−3 ðàä

âíåîñåâûõ ñèíõðîíèçèðîâàííûõ
ãàóññîâûõ ïó÷êîâ, ôîðìèðóåò
ñåòêó îïòè÷åñêèõ âèõðåé, â êîòî-
ðîé îñîáîå ìåñòî çàíèìàåò îñåâîé
âèõðü. Ðèñóíîê 2 äåìîíñòðèðóåò
ñåìåéñòâà âíåîñåâûõ ïó÷êîâ ñ
ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè N è
l, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ êîì-
ïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Ïðè
ðàñïðîñòðàíåíèè âäîëü îñè z

è ôîêóñèðîâêå ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè ñåìåéñòâà
ïó÷êîâ çàâèñèò îò íåñêîëüêèõ ïàðàìåòðîâ. Ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè ÷èñëà ïó÷êîâ
N , îðáèòàëüíîãî ÷èñëà l è çíàêà óãëà α, òàêèìè ïàðàìåòðàìè ÿâëÿþòñÿ êîîð-
äèíàòà z, âåëè÷èíû ñìåùåíèÿ r0 è óãëà íàêëîíà îñåé ïó÷êîâ α. Ïðè âàðèàöèè
ýòèõ ïàðàìåòðîâ ìîæåò èçìåíÿòüñÿ ÷èñëî è òèï ôàçîâûõ ñèíãóëÿðíîñòåé ïîëÿ.
Ïðèíÿòî ñ÷èòàòü [9], ÷òî ñîñòîÿíèå ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ñòðóêòóðíî
óñòîé÷èâûì îòíîñèòåëüíî ñëàáîé âàðèàöèè íåêîòîðûõ ïàðàìåòðîâ, åñëè ÷èñëî è
òèï êðèòè÷åñêèõ òî÷åê â ñèñòåìå ïðè ýòîì íå èçìåíÿåòñÿ. Êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè
ñèíãóëÿðíûõ ïó÷êîâ ñ âûñîêèìè çíà÷åíèÿìè òîïîëîãè÷åñêîãî çàðÿäà ÿâëÿþòñÿ
ôàçîâûå ñèíãóëÿðíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñåìåéñòâî âíåîñåâûõ
ïó÷êîâ ÿâëÿåòñÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûì, åñëè ïðè ñëàáîì èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ
óãëà α è ñìåùåíèÿ r0 íå èçìåíÿåòñÿ ÷èñëî îïòè÷åñêèõ âèõðåé è âåëè÷èíû èõ
òîïîëîãè÷åñêèõ çàðÿäîâ.

Ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè êîîðäèíàòû z = const è èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ óã-
ëà α è ñìåùåíèÿ r0 âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: 1) ñëàáîå èçìåíåíèå ïàðàìåòðîâ óãëà
α è ñìåùåíèÿ r0ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ ÷èñëà è òèïà îñîáûõ òî÷åê â ñåìåéñòâå;
2) õàðàêòåð îñîáûõ òî÷åê íå ìåíÿåòñÿ. Ïåðâûé ñëó÷àé îòíîñèòñÿ ê ñòðóêòóðíî
íåóñòîé÷èâûì ñåìåéñòâàì [9]. Âòîðîé ñëó÷àé õàðàêòåðèçóåò ñòðóêòóðíî óñòîé÷è-
âîå ñîñòîÿíèå ïîëÿ.

Ïðè ôèêñèðîâàííûõ ïàðàìåòðàõ α = const è r0 = const è ìåíÿþùåéñÿ êîîð-
äèíàòå z (ðàñïðîñòðàíåíèå è ôîêóñèðîâêà ïó÷êà) òàêæå âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ. Â
ïåðâîì ñëó÷àå êàðòèíà ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè ïîëÿ íå ìåíÿåòñÿ ñ òî÷íî-
ñòüþ äî ìàñøòàáíûõ ïðåîáðàçîâàíèé è óãëîâîãî ïîâîðîòà êàðòèíû â öåëîì. Âòî-
ðîé ñëó÷àé, áîëåå îáùèé, õàðàêòåðèçóåòñÿ íåñèíõðîííûì èçìåíåíèåì ïîëîæåíèé
îñîáûõ òî÷åê â ñåìåéñòâå áåç èçìåíåíèÿ èõ ÷èñëà è òèïà. Ïåðâûé ñëó÷àé ñîîòâåò-
ñòâóåò ñàìîïîäîáíûì ïó÷êàì [10]. Âòîðîé ñëó÷àé õàðàêòåðèçóåò íåñàìîïîäîáíûå
ïó÷êè.

Òàêèì îáðàçîì, ñèììåòðè÷íîå ñåìåéñòâî ñôàçèðîâàííûõ ïó÷êîâ ìîæíî ðàçäå-
ëèòü íà ñëåäóþùèå ÷åòûðå òèïà: 1) ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâîå ñàìîïîäîáíîå ñåìåé-
ñòâî ïó÷êîâ; 2) ñòðóêòóðíî íåóñòîé÷èâîå ñàìîïîäîáíîå ñåìåéñòâî; 3) ñòðóêòóðíî
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óñòîé÷èâîå íåñàìîïîäîáíîå ñåìåéñòâî; 4) ñòðóêòóðíî íåóñòîé÷èâîå íåñàìîïîäîá-
íîå ñåìåéñòâî ïó÷êîâ.

Êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå ïîêàçàëî, ÷òî ñåìåéñòâî ñèíõðîíèçèðîâàííûõ
âíåîñåâûõ ãàóññîâûõ ïó÷êîâ ìîæåò ñîõðàíÿòü ñâîå ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè
îòíîñèòåëüíî ðàñïðîñòðàíåíèÿ è ôîêóñèðîâêè ñ òî÷íîñòüþ äî ìàñøòàáíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé è ïîâîðîòà, ò.å. ÿâëÿåòñÿ ñàìîïîäîáíûì, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå:

|ᾱ| = R0 èëè |α| z0 = r0, (17)

ãäå z0 = kρ2/2 � äëèíà Ðýëåÿ.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñàìîïîäîáèÿ ñåìåéñòâà ïó÷êîâ ïðè âûïîëíåíèè óñëî-

âèÿ (17) çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè (15), ðàñêðûâàÿ ïåðåìåííûå
AB è A/B:

Ψ = Ψ0N

∞∑
m=−∞

(
R0 + ᾱ

R0 − ᾱ

)m N−l
2

ImN−l

(
2R

√
R2

0 − ᾱ2

)
exp [i (mN − l) ϕ] ,

ãäå R = r/ρ, Ψ0 = z0

Z
exp

(
ik

r2+ρ2(R2
0−ᾱ2)

2Z
+ ikz

)
. Ýòî âûðàæåíèå çíà÷èòåëüíî óïðî-

ùàåòñÿ ïðè R2
0 − ᾱ2 → 0, òàê êàê lim

ξ→0
ImN−l (2ξ) = ξ|mN−l|:

Ψ = Ψ0N

∞∑
m=−∞

(
R0 + ᾱ

R0 − ᾱ

)m N−l
2

(
R

√
R2

0 − ᾱ2

)|mN−l|
exp [i (m N − l) ϕ] . (18)

Âûðàæåíèå (18) ïðåäñòàâëÿåò ñóïåðïîçèöèþ âîëíîâûõ ôóíêöèé ñàìîïîäîáíûõ îï-
òè÷åñêèõ âèõðåé, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ âäîëü îáùåé îñè. Ñîãëàñíî ðàáîòå [10] ëþ-
áàÿ ñóïåðïîçèöèÿ ñîîñíûõ ñïèðàëüíûõ (ñàìîïîäîáíûõ) ïó÷êîâ òàêæå ÿâëÿåòñÿ
ñïèðàëüíûì (ñàìîïîäîáíûì) ïó÷êîì.

Ðàñêðîåì ñóììó:

Ψ = Ψ0N
−1∑

m=−∞

(
R0+ᾱ
R0−ᾱ

)m N−l
2

R|mN−l| [(R0 − ᾱ) (R0 + ᾱ)]
|mN−l|

2 exp [i (mN − l) ϕ] +

+ Ψ0N
(

R0+ᾱ
R0−ᾱ

)m N−l
2

R|mN−l| [(R0 − ᾱ) (R0 + ᾱ)]
|mN−l|

2 exp [i (mN − l) ϕ]

∣∣∣∣
m=0

+

+ Ψ0N
∞∑

m=1

(
R0+ᾱ
R0−ᾱ

)m N−l
2

R|mN−l| [(R0 − ᾱ) (R0 + ᾱ)]
|mN−l|

2 exp [i (mN − l) ϕ] .

(19)
Â âîëíîâóþ ôóíêöèþ (17) ðàçëè÷íûå ÷ëåíû ðÿäà âíîñÿò ðàçíûå âêëàäû. Ðàññìîò-
ðèì êàæäóþ ñóììó (19) â îòäåëüíîñòè ïðè |ᾱ| → R0 íå çàáûâàÿ, ÷òî N ≥ 2l è
l > 0:

1) Ïåðâîå ñëàãàåìîå â âûðàæåíèè (19) ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ m < 0 è ïðèíè-
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ìàåò âèä:

Ψ0N
−1∑

m=−∞

(
R0+ᾱ
R0−ᾱ

)m N−l
2

R|mN−l| [(R0 − ᾱ) (R0 + ᾱ)]
|mN−l|

2 exp [i (mN − l) ϕ] =

= Ψ0N
∞∑

m=1

(
R0−ᾱ
R0+ᾱ

)mN+l
2

R(mN+l) [(R0 − ᾱ) (R0 + ᾱ)]
mN+l

2 exp [i (−mN − l) ϕ] =

= Ψ0N
∞∑
1

(R0 − ᾱ)mN+l R(mN+l) exp [−i (mN + l) ϕ]

(20)
2) Âòîðîå ñëàãàåìîå â (19) ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ m = 0:

Ψ0N

(
R0 − ᾱ

R0 + ᾱ

) l
2

Rl [(R0 − ᾱ) (R0 + ᾱ)]
l
2 exp [−i l ϕ] = Ψ0N (R0 − ᾱ)l Rl exp [−i l ϕ]

(21)
3) òðåòüå ñëàãàåìîå â (19) ñîîòâåòñòâóåò m > 0 è ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå:

Ψ0N
∞∑

m=1

(
R0+ᾱ
R0−ᾱ

)m N−l
2

R|mN−l| [(R0 − ᾱ) (R0 + ᾱ)]
|mN−l|

2 exp [i (mN − l) ϕ] =

= Ψ0N
∞∑

m=1

(R0 + ᾱ)mN−l RmN−l exp [i (mN − l) ϕ]

(22)
Åñëè R0 − ᾱ = 0, ᾱ > 0, òî âêëàä â âîëíîâóþ ôóíêöèþ âíîñÿò òîëüêî ïîëîæè-
òåëüíûå ÷ëåíû ðÿäà, áåç íóëåâîãî m > 0 (22). Åñëè R0 + ᾱ = 0, ᾱ < 0, òî âêëàä
â îáùóþ ñóììó âíîñÿò êàê îòðèöàòåëüíûå (20), òàê è íóëåâîé (21) ÷ëåíû ðÿäà
m ≤ 0. Îäíàêî, ó÷èòûâàÿ áûñòðóþ ñõîäèìîñòü ðÿäîâ â âèäå ñòåïåííîé ôóíêöèè,
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â ñëó÷àå R0 − ᾱ = 0, ᾱ > 0 îñíîâíîé âêëàä â âûðàæåíèå (19)
âíîñèò ïåðâûé ÷ëåí ðÿäà m = 1, à â ñëó÷àå R0+ᾱ = 0, ᾱ < 0 - íóëåâîé m = 0. Òîãäà
âîëíîâóþ ôóíêöèþ â âûðàæåíèè (19) ìîæíî ñ áîëüøîé òî÷íîñòüþ ïðåäñòàâèòü â
âèäå:

Ψ ≈ Ψ0N
{

(R0 − ᾱ)l Rl exp [−i l ϕ] + (R0 + ᾱ)N−l RN−l exp [i (N − l) ϕ]
}

. (23)

Èç âûðàæåíèÿ (23) ñëåäóåò, ÷òî ïðè óñëîâèè (17) òîïîëîãè÷åñêèé çàðÿä âèõðÿ íà
îñè ñåìåéñòâà Q çàäàåòñÿ ïðîñòûì âûðàæåíèåì è ñâÿçûâàåò ìåæäó ñîáîé îðáè-
òàëüíîå ÷èñëî l è ÷èñëî ïó÷êîâ â ñåìåéñòâå N :

Q =

{
sign(α) (N − |l|) , åñëè |ᾱ| = R0, N > 2l, (α l) > 0
sign(α) (−l) , åñëè |ᾱ| = R0, N ≥ 2l, (α l) ≤ 0

. (24)

Âûðàæåíèå (24) îïèñûâàåò âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè ïîâåäåíèÿ ñåìåéñòâ âíåîñå-
âûõ ãàóññîâûõ ïó÷êîâ ïðè óñëîâèè (17). Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå (17) ñîîòâåòñòâó-
åò óñëîâèþ ñàìîïîäîáèÿ ñåìåéñòâà âíåîñåâûõ ïó÷êîâ [10]. Îäíàêî, àâòîðû ðàáîòû
[10] çàðàíåå ïîñòóëèðóþò óñëîâèå, ïðè êîòîðîì ïó÷îê ñàìîâîñïðîèçâîäèòñÿ ïðè
ðàñïðîñòðàíåíèè, è îïèðàÿñü íà íåãî, ïîëó÷àþò ðåøåíèÿ äëÿ êëàññà ñàìîïîäîá-
íûõ ïó÷êîâ. Íà îñíîâàíèè èõ ïîäõîäà ïðèíöèïèàëüíî íå âîçìîæíî èññëåäîâàòü
ïðåîáðàçîâàíèå ñòðóêòóðû ïó÷êîâ ïðè îòêëîíåíèè ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû îò óñëî-
âèé ñàìîïîäîáèÿ.
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Ðèñ. 3. Ôîðìèðîâàíèå îñåâîãî îïòè÷åñêîãî âèõðÿ è
öåïî÷åê âèõðåé â ñåìåéñòâå òðåõ âíåîñåâûõ íàêîëí-
íûõ ãàóññîâûõ ïó÷êîâ ñ l = 1.

Ìåòîä ôîðìèðîâàíèÿ ñåìåéñòâà
âíåîñåâûõ ïó÷êîâ, ïðåäñòàâëåííûé â
äàííîé ðàáîòå, ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü
íå òîëüêî î ñàìîïîäîáèè êîìáèíèðî-
âàííîãî ïó÷êà ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè,
íî åùå è î òîïîëîãè÷åñêîé óñòîé÷è-
âîñòè ñåìåéñòâà ïó÷êîâ ïðè íåáîëü-
øèõ âàðèàöèÿõ åãî ïàðàìåòðîâ: óãëà
íàêëîíà α, ðàäèóñà ïåðåòÿæêè ρ è
ñìåùåíèÿ r0. Òàê â ñëó÷àå íåáîëüøî-
ãî îòêëîíåíèÿ ïàðàìåòðîâ îò óñëî-
âèÿ (17): |ᾱ| = R0 ± δ, δ → 0 ïðè
(αl) > 0, ïó÷îê îñòàåòñÿ òîïîëîãè÷å-
ñêè ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûì ïðè ðàñ-
ïðîñòðàíåíèè è ôîêóñèðîâêå, ò.å. â
öåíòðå ïó÷êà âñåãäà ñîõðàíÿåòñÿ îï-
òè÷åñêèé âèõðü ñ çàðÿäîì −l.

Åñëè æå (αl) ≤ 0, òî ïó÷îê ñòà-
íîâèòñÿ òîïîëîãè÷åñêè ñòðóêòóðíî
íåóñòîé÷èâûì îòíîñèòåëüíî âàðèàöèè ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû îêîëî ïîëîæåíèÿ |ᾱ| =
R0 (17). Äåéñòâèòåëüíî, íà îñè ñåìåéñòâà ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ ñàìîïîäî-
áèÿ (17) ôîðìèðóåòñÿ âèõðü ñ òîïîëîãè÷åñêèì çàðÿäîì (N − |l|), ãäå N ≥ 2l.
Ìàëåéøåå èçìåíåíèå ïàðàìåòðîâ ïó÷êà |ᾱ| = R0 ± δ, δ → 0 ïðèâîäèò ê ðàñùåï-
ëåíèþ îñåâîãî âèõðÿ íà N ïåðèôåðèéíûõ âèõðåé è îäèí îñåâîé ñ òîïîëîãè÷åñêèì
çàðÿäîì ðàâíûì îðáèòàëüíîìó ÷èñëó −l.

3. Òîïîëîãè÷åñêèå ðåàêöèè, ïðîòåêàþùèå â ñåìåéñòâå
âáëèçè óñëîâèÿ ñàìîïîäîáèÿ

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî âíåîñåâûõ ãàóññîâûõ ïó÷êîâ íà ñòðóêòóðíóþ óñòîé÷è-
âîñòü è íåóñòîé÷èâîñòü ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (17) ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðíîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ. Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ïó÷êîâ ñ N > 2, ãäå òåïåðü
áóäåò èãðàòü âàæíóþ ðîëü ôàçîâûé îáõîä ñåìåéñòâà, à òàêæå ïîëîæèì N > 2l.
Êàæäàÿ ïàðà ïó÷êîâ â ñåìåéñòâå ôîðìèðóåò öåïî÷êó åäèíè÷íûõ îïòè÷åñêèõ âèõ-
ðåé (ðèñ.3), êîòîðûå ëåæàò íà ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ñåðåäèíó îòðåçêà, ñîåäè-
íÿþùåãî öåíòðû ïó÷êîâ îðòîãîíàëüíî ýòîìó îòðåçêó. Ïóñòü N = 3, l = 1 âáëèçè
óñëîâèÿ ñàìîïîäîáèÿ (17), òîãäà ñîãëàñíî (22) ìîæíî âûäåëèòü äâà îñíîâíûõ ñëó-
÷àÿ:

1) (αl) > 0. Â äàííîì ñëó÷àå, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (17) â ñåìåéñòâå ïó÷êîâ
ôîðìèðóåòñÿ îñåâîé âèõðü ðàâíûé ðàçíîñòè ÷èñëà ïó÷êîâ è îðáèòàëüíîãî ÷èñëà
Q = (N − |l|) = 2. Çíàê åãî çàðÿäà ñîâïàäàåò ñî çíàêîì óãëà α. Ïðè ðàñïðî-
ñòðàíåíèè âäîëü îñè z ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè òàêîãî ñåìåéñòâà ïó÷êîâ â
ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè ñîõðàíÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ìàñøòàáíûõ ïðåîáðàçîâàíèé è
ïîâîðîòà, ò.å. ÿâëÿåòñÿ ñàìîïîäîáíûì. Ýòî îò÷åòëèâî âèäíî íà ðèñóíêå 4.
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Ðèñ. 4. Ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè (à�â) è ôàçîâûå ïîðòðåòû (ã�å) ñàìîïîäîáíîãî ñòðóêòóðíî
íåóñòîé÷èâîãî ñåìåéñòâà âíåîñåâûõ ãàóññîâûõ ïó÷êîâ (N = 3, l = 1, α > 0) ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè
âäîëü îñè z.

Ðèñ. 5. Ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè (à,â,ä) è ôàçîâûå ïîðòðåòû (á,ã,å) ñòðóêòóðíî íåóñòîé÷è-
âîãî ñåìåéñòâà âíåîñåâûõ ãàóññîâûõ ïó÷êîâ (N = 3, l = 1, α > 0).
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Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðîàíàëèçèðîâàòü ñåìåéñòâî âíåîñåâûõ ãàóññîâûõ ïó÷êîâ íà
ñòðóêòóðíóþ óñòîé÷èâîñòü è ñòðóêòóðíóþ íåóñòîé÷èâîñòü íåîáõîäèìî ïîñìîò-
ðåòü, êàê ñåáÿ áóäåò âåñòè ñòðóêòóðà ïîëÿ ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ ñåìåéñòâà îò
óñëîâèÿ (17). Â êà÷åñòâå âàðüèðóþùåãîñÿ ïàðàìåòðà âûáåðåì ïàðàìåòð ñìåùåíèÿ
îñåé ïó÷êîâ r0. Òàê, ïðè |α| z0 = r0± δ, δ → 0, äâîéíîé îïòè÷åñêèé âèõðü ðàñïàäà-
åòñÿ íà ÷åòûðå åäèíè÷íûõ îïòè÷åñêèõ âèõðÿ: îñåâîé è òðè ïåðåôåðèéíûõ âèõðÿ
(ðèñ. 5,à,á). Ïðè÷åì, çíàê òîïîëîãè÷åñêîãî çàðÿäà öåíòðàëüíîãî âèõðÿ ïðîòèâîïî-
ëîæåí çíàêó çàðÿäîâ ïåðèôåðèéíûõ âèõðåé. Ò.å. ìàëåéøåå èçìåíåíèå ïàðàìåòðîâ
îò óñëîâèÿ (17) ïðèâîäèò ê ðàñïàäó îñåâîãî îïòè÷åñêîãî âèõðÿ íà (N + |l|) âèõ-
ðåé: N âíåîñåâûõ âèõðåé è îñåâîé âèõðü ðàâíûé îðáèòàëüíîìó ÷èñëó l. Ïðè ýòîì
çàìåòèì, ÷òî ïîëíûé òîïîëîãè÷åñêèé çàðÿä ñèñòåìû, ñ ó÷åòîì çíàêîâ âèõðåé â
ïðîöåññå òîïîëîãè÷åñêèõ ðåàêöèé, îñòàåòñÿ íåèçìåííûì.

Òàêèì îáðàçîì, ðàññìîòðåííîå ñåìåéñòâî âíåîñåâûõ ïó÷êîâ ñîîòâåòñâóåò
ñòðóêòóðíî íåóñòîé÷èâîìó ñëó÷àþ îòíîñèòåëüíî âàðèàöèè ïàðàìåòðîâ ñåìåéñòâà,
òàê êàê ìàëåéøèå èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ â ñåìåéñòâå îò óñëîâèÿ (17) ïðèâîäÿò ê
èçìåíåíèþ òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû ïîëÿ (èçìåíåíèå ÷èñëà è òèï îñîáûõ òî÷åê).

2) (lα) ≤ 0. Â ñåìåéñòâå ñ N = 3, l = 1, α = −5× 10−2 ðàä, íà îñè ôîðìèðóåòñÿ
âèõðü ñ åäèíè÷íûì òîïîëîãè÷åñêèì çàðÿäîì è çíàêîì çàðÿäà, ñîâïàäàþùèì ñî
çíàêîì ïåðèôåðèéíûõ âèõðåé (ðèñ. 6,à,ã). Èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ ñåìåéñòâà, â
êîòîðîì ñîáëþäàåòñÿ óñëîâèå (17), ïîêàçàëî, ÷òî òàêèå ñåìåéñòâà ÿâëÿþòñÿ ñàìî-
ïîäîáíûìè, òàêæå êàê è â ñëó÷àå ñ (αl) > 0, ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè âäîëü îñè z
(ðèñ. 6).

Îäíàêî, äàííûé ñëó÷àé èìååò ñóùåñòâåííîå ïðåèìóùåñòâî â îòëè÷èå îò ïðåäû-
äóùåãî. À èìåííî, ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ ñåìåéñòâà, íàïðèìåð âåëè÷èíû ñìå-
ùåíèÿ r0 èëè óãëà α îò óñëîâèÿ (17), òîïîëîãè÷åñêèå ðåàêöèè íå ïðîèñõîäÿò. Ýòî
îò÷åòëèâî âèäíî íà ðèñóíêå 7.

Íà ðèñ. 8 ïîêàçàíû õàðàêòåðíûå èíòåðôåðåíöèîííûå êàðòèíû äëÿ ñåìåéñòâà,
ñîñòîÿùåãî èç òðåõ ïó÷êîâ ñ ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðà ñìåùåíèÿ r0 è
çíàêà îðáèòàëüíîãî ÷èñëà l, íî ñ çàäàííûì çíà÷åíèåì êîîðäèíàòû z (z = const).

Êðèâûå íà ðèñóíêå 8 ñîîòâåòñâóþò óñëîâèþ |α| kρ2

2
= r0 (17).

Âñÿêèå îòêëîíåíèÿ ïàðàìåòðîâ ñåìåéñòâà ïó÷êîâ îò óñëîâèÿ ñàìîïîäîáèÿ (17)
ïðèâîäÿò ê ðåçêîìó èçìåíåíèþ âåëè÷èíû òîïîëîãè÷åñêîãî çàðÿäà Q îñåâîãî âèõðÿ,
åñëè (lα) > 0 (âåðõíÿÿ êðèâàÿ), à èìåííî òðè ïåðåôåðèéíûõ âèõðÿ ïðèáëèæàþòñÿ
ê îñåâîìó è ñëèâàþòñÿ â îäèí âèõðü ïðè ïåðåñå÷åíèè êðèâîé. Åñëè æå (lα) ≤ 0,
ñòðóêòóðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ â ñåìåéñòâå îòñóòñòâóþò, ÷èñëî è òèï èíòåðôåðåí-
öèîííûõ �âèëîê� íå ìåíÿåòñÿ, ñòðóêòóðíûõ èçìåíåíèé íå ïðîèñõîäèò (íèæíÿÿ
êðèâàÿ).

Êàðòèíû ðàñïàäà îñåâîãî âèõðÿ â ñòðóêòóðíî íåóñòîé÷èâîì ñåìåéñòâå â ñå-
ìåéñòâå ñ áîëüøèì ÷èñëîì ïó÷êîâ ïðèâåäåíû íà ðèñ.9. Ïðè óñëîâèè (17), íà îñè
ñåìåéñòâà ôîðìèðóåòñÿ âèõðü ñ òîïîëîãè÷åñêèì çàðÿäîì ðàâíûì Q = N − |l|,
êîòîðûé â ïðîöåññå ðåàêöèé ñîõðàíÿåòñÿ.

Íàèáîëåå íàãëÿäíî ñòðóêòóðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ â ñåìåéñòâå ïó÷êîâ âáëèçè
óñëîâèÿ (17) ïðè z = const ïðîèëëþñòðèðîâàíû íà ïðèìåðå òðàåêòîðèé îïòè÷å-
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Ðèñ. 6. Ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè (à�â) è ôàçîâûå ïîðòðåòû (ã�å) ñàìîïîäîáíîãî ñòðóêòóðíî
óñòîé÷èâîãî ñàìîïîäîáíîãî ñåìåéñòâà âíåîñåâûõ ãàóññîâûõ ïó÷êîâ (lα ≤ 0) ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè
âäîëü îñè z.

Ðèñ. 7. Ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè (à,â,ä) è ôàçîâûå ïîðòðåòû (á,ã,å) ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâîãî
ñåìåéñòâà âíåîñåâûõ ïó÷êîâ N = 3, l = 1, (lα) ≤ 0 ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ r0, δ = 0.83ìì.
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Ðèñ. 8. Äèàãðàììà ñòðóêòóðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëÿ, âîçíèêàþùèõ âáëèçè óñëîâèÿ (2.24). Êàð-
òèíû èíòåðôåðåíöèè ñîîòâåòñòâóþò ñëàáûì èçìåíåíèÿì ïàðàìåòðà ñìåùåíèÿ r0 ïðè N = 3,
l = 1, ρ = 2× 10−4 ì, α = ±1.7× 10−3 ðàä, z = 0 âáëèçè óñëîâèÿ ñàìîïîäîáèÿ.

Ðèñ. 9. Ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè (à,ä) è ôàçîâûå ïîðòðåòû (á�ã,å�ç) ñòðóêòóðíî íåóñòîé÷è-
âîãî ñåìåéñòâà âíåîñåâûõ ïó÷êîâ ñ (α > 0: (a�ã) ñ N = 4, l = 1 è (ä�ç) N = 5, l = 1 âáëèçè
óñëîâèÿ (17), δ = 0.09.
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ñêèõ âèõðåé, ïîñòðîåííûõ â êîîðäèíàòàõ {x, y, β}, ãäå β = R0/ |α|. Íà ðèñ. 10,à
èçîáðàæåíû òðàåêòîðèè ñåìåéñòâà òðåõ ïó÷êîâ ïðè l = +1. Êàæäàÿ âåòâü òðà-
åêòîðèè äî òî÷êè β = 1, x = y = 0 ëåæèò â îäíîé è òîé æå ïëîñêîñòè. Ïðè
ïðèáëèæåíèè ïàðàìåòðà β ê åäèíèöå, âñå òðàåêòîðèè ñõîäÿòñÿ íà îñåâîé òðà-
åêòîðèè x = y = 0. Â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì (22) â ýòîé òî÷êå çàðÿä âèõðÿ
ðàâåí Q = N − |l| = 2 ñî çíàêîì ïðîòèâîïîëîæíûì èñõîäíîìó îñåâîìó âèõðþ.

Ðèñ. 10. Òðàåêòîðèè îïòè÷åñêèõ âèõðåé â ïðîñòðàíñòâå ñ êîîðäèíàòàìè (x, y, β) ãäå: à) N = 3,
l = 1, α > 0; á) N = 4, l = −1, α > 0.

Ñëàáîå èçìåíåíèå ïàðàìåòðà β (β > 1) ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ íîâûõ (N + |l|)
âèõðåé (N ïåðåôèðèéíûõ, à òàêæå îñåâîé âèõðü, çàðÿä êîòîðîãî ðàâåí l). Äëÿ
äàííîãî ñëó÷àÿ ýòî ñâÿçàíî ñ ïîÿâäåíèåì íîâûõ ÷åòûðåõ âåòâåé òðàåêòîðèé âèõ-
ðåé (ðèñ.10à). Êàæäàÿ âåòâü òðàåêòîðèé ëåæèò â íîâîé ïëîñêîñòè. Çàðÿäû âèõðåé
íà êàæäîé èõ ÷åòûðåõ òðàåêòîðèé ðàâíÿþòñÿ +1. Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà β = 1,
x = y = 0 ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå ñòðóêòóðíî íåóñòîé÷èâîãî ñàìîïîäîáíîãî ñåìåéñòâà
ïó÷êîâ.

Ñîâñåì èíîé õàðàêòåð òðàåêòîðèé ïðèâåäåí íà ðèñóíêå 10,á. Îí ñîîòâåòñòâóåò
ñëó÷àþ N = 4, l = −1, ò.å. (αl) < 0. Â êîìáèíèðîâàííîì ïó÷êå âáëèçè îñè íàáëþ-
äàåòñÿ ÷åòûðå âåòâè òðàåêòîðèé. Âáëèçè óñëîâèÿ β = 1 ïåðèôåðèéíûå òðàåêòî-
ðèè íà÷èíàþò îòòàëêèâàòüñÿ îò îñåâîé òðàåêòîðèè, íî íå èñïûòûâàþò ðàçðûâà.
Äëÿ β > 1, òðàåêòîðèè ñíà÷àëà ïðèáëèæàþòñÿ ê îñåâîé âåòâè, à çàòåì ïîñòå-
ïåííî íà÷èíàþò óäàëÿòüñÿ. Ñòðóêòóðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ â ïó÷êå îòñóòñòâóþò.
Ñåìåéñòâî ïó÷êîâ îêàçûâàåòñÿ ñàìîïîäîáíûì ïðè óñëîâèè, åñëè β = 1. Ïðè ýòîì,
îñåâîé òðàåêòîðèè âñåãäà ñîîòâåòñòâóåò âèõðü, ïåðåíîñÿùèé òîïîëîãè÷åñêèé çà-
ðÿä ðàâíûé îðáèòàëüíîìó ÷èñëó l. Îñåâóþ òðàåêòîðèþ îêðóæàåò N òðàåêòîðèé
ïåðèôåðèéíûõ âèõðåé ñ åäèíè÷íûìè òîïîëîãè÷åñêèìè çàðÿäàìè.
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4. Ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå ñåìåéñòâà ëàçåðíûõïó÷êîâ, ïîëó÷åííûõ ìåòîäîìêîìïüþòåðíî-ñèíòåçèðîâàííûõ ãîëîãðàìì
Äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ ñåìåéñòâà ñèíõðîíèçèðîâàííûõ âíåîñå-

âûõ ïó÷êîâ èñïîëüçîâàëñÿ íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûé ìåòîä ôîðìèðîâàíèÿ ñèí-
ãóëÿðíûõ ïó÷êîâ � ìåòîä êîìïüþòåðíî-ñèíòåçèðîâàííûõ ãîëîãðàìì. Äëÿ èçãî-
òîâëåíèÿ ãîëîãðàôè÷åñêîãî òðàíñïàðàíòà ñåìåéñòâ ïó÷êîâ èçíà÷àëüíî áûëè ïî-
ñòðîåíû èõ ôàçîâûå êàðòèíû â ïëîñêîñòè z = 0. Íà ðèñóíêå 11,à,ã,æ ïðèâåäå-
íû íåñêîëüêî ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ âíåîñåâûõ ñåìåéñòâ ñ ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿ-
ìè N è l. Çàòåì èíòåðôåðîãðàììû ïåðåôîòîãðàôèðîâàëèñü íà ïîëèìåðíóþ ïëåí-
êó ñ ðàçìåðîì 2 × 2ìì. Äàëåå ñâåò îò ïîëóïðîâîäíèêîâîãî ëàçåðà ñ äëèíîé âîë-
íû λ = 0.532ìêì è ìîùíîñòüþ 5ìBò íàïðàâëÿëñÿ íà ãîëîãðàôè÷åñêèé òðàíñ-
ïàðàíò (ðèñ.12). Ãîëîãðàììà ðàñïîëàãàëàñü íà ðàññòîÿíèè 1ì îò ëàçåðà, òàê ÷òî
ðàäèóñ ïåðåòÿæêè ïó÷êà ρ, ïàäàþùåãî íà íåå ðàâåí 0.5ìì. Ãàóññîâ ïó÷îê, ïðîõî-

Ðèñ. 11. Ñåìåéñòâà âíåîñåâûõ ãàóññîâûõ ïó÷êîâ ñ ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè {N, l} ïðè r0 = 2 ×
10−2 ì, α = 1.7 × 10−5 ðàä, ρ = 2 × 10−4 ì: ôàçîâûå ïîðòðåòû (à,ã,æ); òåîðåòè÷åñêèå (á,ä,ç) è
ýêñïåðèìåíòàëüíûå (â,å,è) ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè ïðè z = 2ì.

äÿ ÷åðåç òðàíñïàðàíò, îáðàçîâûâàë äèôðàêöèîííóþ êàðòèíó: ìàêñèìóì, íåñóùèé
îñíîâíîé ãëàäêèé ïó÷îê, íà êîòîðûé ïðèõîäèëàñü îñíîâíàÿ äîëÿ èçëó÷åíèÿ, è
ñëåäóþùèå äèôðàêöèîííûå ïîðÿäêè ñ áîëåå íèçêîé ýíåðãåòè÷åñêîé ýôôåêòèâíî-
ñòüþ, ïåðåíîñÿùèå ñåìåéñòâà âíåîñåâûõ ïó÷êîâ. Ïåðâûé äèôðàêöèîííûé ïîðÿ-
äîê, íåîáõîäèìûé äëÿ èññëåäîâàíèÿ, âûäåëÿëñÿ ñ ïîìîùüþ êðóãëîé äèàôðàãìû
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ñ äèàìåòðîì 2.2ìì. Çàòåì ïîëó÷åííîå èçîáðàæåíèå íà íåîáõîäèìîì ðàññòîÿíèè
(âïëîòü äî 8ì) ïðîåöèðîâàëîñü íà ÑÑD êàìåðó, ñîïðÿæåííóþ ñ êîìïüþòåðîì.

Ðèñ. 12. Ñõåìà ýêñïåðèìåíòàëüíîé óñòàíîâêè: Ls � ëàçåð c λ = 0.532ìêì, G � ãîëîãðàôè÷åñêèé
òðàíñïàðàíò, D � äèàôðàãìà, CCD � CCD êàìåðà, PC � êîìïüþòåð.

Ðèñ. 13. Ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîëó÷åííûå ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè â ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâîì
íåñàìîïîäîáíîì (α = 10−3 ðàä) (à) è ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâîì ñàìîïîäîáíîì (α = 1.7× 10−4 ðàä)
(á) ñåìåéñòâàõ ïðè ñâîáîäíîì ðàñïðîñòðàíåíèè: N = 5, l = −1, ρ = 2× 10−4 ì, r0 = 3.5× 10−4 ì,
λ = 0.63ìêì, z0 = 5ì � äëèíà Ðýëåÿ.

Íà ðèñóíêå 11,â,å,è ïîêàçàíû ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîëó÷åííûå ðàñïðåäåëåíèÿ èí-
òåíñèâíîñòè ñåìåéñòâ âíåîñåâûõ ïó÷êîâ ñ ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè N è l, êîòîðûå
õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ñîîòâåòñâóþùèìè èì, òåîðåòè÷åñêè ïîñòðîåííûìè, ðàñïðå-
äåëåíèÿìè èíòåíñèâíîñòè (ðèñ. 11,á,ä,ç).
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Òèïè÷íîå ïîâåäåíèå ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîëó÷åííûõ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ
íåñàìîïîäîáíûõ è ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ ñàìîïîäîáíûõ ñåìåéñòâ ïðèâåäåíî íà
ðèñ. 13. Ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè (ðèñ. 13,à) ïðåäñòàâëÿþò ñòðóêòóðíî óñòîé-
÷èâîå ñåìåéñòâî èç ïÿòè ïó÷êîâ, â êîòîðîì íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ñàìîïîäî-
áèÿ (17). Ïðè ñâîáîäíîì ðàñïðîñòðàíåíèè ñòðóêòóðà òàêîãî ñåìåéñòâà èçìåíÿåòñÿ,
à èìåííî íàáëþäàåòñÿ íåáîëüøîå èñêàæåíèå â ïåðèôåðèéíûõ òî÷êàõ, îäíàêî äî-
ïîëíèòåëüíûå îñîáûå òî÷êè íå ïîÿâëÿþòñÿ. Ñîâåðøåííî èíà÷å ñåáÿ âåäåò ñòðóê-
òóðíî óñòîé÷èâîå ñàìîïîäîáíîå ñåìåéñòâî. Íà ðèñ. 13,á ïðåäñòàâëåíî ñåìåéñòâî
c N = 5, l = −1, â êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ñàìîïîäîáèÿ (17). Ñåìåéñòâî ïó÷-
êîâ áûëî èññëåäîâàíî ïðè ñâîáîäíîì ðàñïðîñòðàíåíèè âäîëü îñè z âïëîòü äî 7ì
(äëèíà Ðýëåÿ z0 äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ ðàâíà 5ì). Êàê âèäíî èç ðèñóíêà, ðàñïðåäåëå-
íèå èíòåíñèâíîñòè òàêîãî ñåìåéñòâà ïðè ñâîáîäíîì ðàñïðîñòðàíåíèè ñîõðàíÿåòñÿ
ñ òî÷íîñòüþ äî ìàñøòàáíûõ ïðåîáðàçîâàíèé è ïîâîðîòà.

Çàêëþ÷åíèå
Â äàííîé ñòàòüå áûëî ðàññ÷èòàíî è ïðîàíàëèçèðîâàíî ïîëå ñåìåéñòâà ãàóññî-

âûõ ïó÷êîâ, îñè êîòîðûõ ëåæàò íà ïîâåðõíîñòè ãèïåðáîëîèäà âðàùåíèÿ. Ïîêàçàí
ñïîñîá ôîðìèðîâàíèÿ òàêèõ ñåìåéñòâ ìåòîäîì êîìïüþòåðíî-ñèíòåçèðîâàííûõ ãî-
ëîãðàìì.

Ýêñïåðèìåíòàëüíî è òåîðåòè÷åñêè ïîêàçàíî, ÷òî ñåìåéñòâî âíåîñåâûõ ãàóññî-
âûõ ïó÷êîâ ÿâëÿåòñÿ ñàìîïîäîáíûì, ò.å. ñîõðàíÿåò ñâîå ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâ-
íîñòè â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè âäîëü îñè z, åñëè âûïîëíÿåòñÿ
óñëîâèå ðàâåíñòâà íîðìèðîâàííîãî óãëà íàêëîíà ᾱ è íîðìèðîâàííîãî ñìåùåíèÿ R0

îñåé ïó÷êîâ: |ᾱ| = R0. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè äàííîãî óñëîâèÿ âåëè÷è-
íà îñåâîãî âèõðÿ â ñåìåéñòâå îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì ÷èñëà ïó÷êîâ N , îðáè-
òàëüíîãî ÷èñëà l, óãëà íàêëîíà α è ñìåùåíèÿ r0 îñåé ïó÷êîâ îòíîñèòåëüíî îáùåé
îñè ñèììåòðèè, à òàêæå ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò çíàêà ïðîèçâåäåíèÿ îðáèòàëüíî-
ãî ÷èñëà íà óãîë íàêëîíà ïó÷êîâ (lα). Òàê, åñëè (lα) > 0, òî íà îñè ñåìåéñòâà
ôîðìèðóåòñÿ îïòè÷åñêèé âèõðü ñ òîïîëîãè÷åñêèì çàðÿäîì ðàâíûì (N − |l|), çíàê
êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñî çíàêîì óãëà íàêëîíà α. Äàííûé ñëó÷àé ñîîòâåòñâóåò ñòðóê-
òóðíî íåóñòîé÷èâîìó ñåìåéñòâó, òàê êàê ìàëåéøèå îòêëîíåíèÿ îò óñëîâèÿ |ᾱ| = R0

ïðèâîäÿò ê ðàñïàäó îñåâîãî âèõðÿ. Åñëè æå (lα) ≤ 0, òî â ñåìåéñòâå âñåãäà ôîð-
ìèðóåòñÿ îñåâîé âèõðü ñ òîïîëîãè÷åñêèì çàðÿäîì ðàâíûì îðáèòàëüíîìó ÷èñëó l,
âíå çàâèñèìîñòè îò âàðèàöèè ïàðàìåòðîâ ñåìåéñòâà. Òàêîé ñëó÷àé õàðàêòåðèçóåò
ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâîå ñåìåéñòâî.
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