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Анотацiя. Дослiджуються задачi стiйкостi та побудова стабiлiзуючих керувань для систем
лiнiйних диференцiальних рiвнянь другого порядку. Пропонуються новi алгебраїчнi методи
аналiзу стiйкостi та стабiлiзацiї систем, що зводяться до розв’язування матричних нерiвностей
та оцiнки середнiх власних значень гiперболiчної спектральної задачi. Ефективнiсть методiв де-
монструється на прикладi системи стабiлiзацiї обертальної балки.

1. Вступ

В задачах аналiзу стiйкостi i синтезу керування рiзноманiтних фiзичних
об’єктiв значна увага придiляється методам дослiдження математичних моделей,
якi описуються системами лiнiйних диференцiальних рiвнянь другого порядку

C(t)ẍ + B(t)ẋ + A(t)x = f(u, t), t ≥ 0, (1.1)

де x ∈ Rn — вектор узагальнених координат, u ∈ Rr — вектор керування, A, B i
C — матрицi розмiру n×n. В моделях механiки матриця C характеризує iнерцiйнi
властивостi системи, B = D + G — матриця дисипативних i гiроскопiчних сил,
A = K + S — матриця потенцiальних та неконсервативних сил, а вектор-функцiя
f описує вплив зовнiшнiх сил на динамiку системи.

До основних практичних задач стосовно системи (1.1) вiдносяться розробка
критерiїв стiйкостi положення рiвноваги та побудова систем стабiлiзацiї у виглядi
зворотного зв’язку u = −L0(t)x−L1(t)ẋ або динамiчного регулятора типу R0(t)u+
R1(t)u̇ = g(x, t). При цьому замкнута система зводиться до аналогiчного вигляду.

Важливу роль в задачах стiйкостi та стабiлiзацiї диференцiальних систем дру-
гого порядку виконують коефiцiєнтнi критерiї стiйкостi, якi формулюються в тер-
мiнах матриць A, B i C у виглядi систем алгебраїчних рiвнянь i нерiвностей. В
таких дослiдженнях застосовуються методи функцiй Ляпунова та їх матричнi iн-
терпретацiї, яким присвячена велика кiлькiсть робiт (див., наприклад, [1, 2, 3]).

1Робота виконана при частковiй пiдтримцi НДР №0107U002198
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В данiй роботi дослiджуються задачi стiйкостi та побудова стабiлiзуючих керу-
вань для систем лiнiйних диференцiальних рiвнянь другого порядку. Пропонують-
ся новi алгебраїчнi методи аналiзу стiйкостi та стабiлiзацiї систем, що зводяться до
розв’язування матричних нерiвностей та оцiнки середнiх власних значень гiпер-
болiчної спектральної задачi. Ефективнiсть методiв демонструється на прикладi
системи стабiлiзацiї обертальної балки.

2. Про гiперболiчну спектральну задачу

Розглянемо квадратичний пучок матриць (КПМ)

F (λ) = A + λB + λ2C, A = A∗, B = B∗, C = C∗ > 0 (2.1)

та вiдповiдну квадратичну спектральну задачу (КСЗ)

F (λ)z = 0, λ ∈ σ(F ), z 6= 0. (2.2)

Означення 1. КСЗ (2.2) називається гiперболiчною, якщо

δ(z) = (z∗Bz)2 − 4z∗Azz∗Cz > 0, ∀z 6= 0, z ∈ Cn.

КСЗ (2.2) називається майже гiперболiчною, якщо δ(z) ≥ 0, ∀z ∈ Cn.

КПМ (2.1), якому вiдповiдає гiперболiчна (майже гiперболiчна) КСЗ будемо
також називати гiперболiчним (майже гiперболiчним). При додаткових обмежен-
нях B > 0, A ≥ 0 гiперболiчний КПМ (2.1) називається сильно демпфованим.

Вiдомо [4], що наступнi твердження еквiвалентнi:
1) КСЗ (2.2) є гiперболiчною;
2) ∃α ∈ R1 : F (α) < 0;
3) КПМ (2.1) має дiйснi власнi значення λ1 ≤ . . . ≤ λn < λn+1 ≤ . . . ≤ λ2n i
F (α) < 0 при λn < α < λn+1.

По аналогiї можна встановити еквiвалентнiсть наступних тверджень:
1’) КСЗ (2.2) є майже гiперболiчною;
2’) ∃α ∈ R1 : F (α) ≤ 0;
3’) КПМ (2.1) має дiйснi власнi значення λ1 ≤ . . . ≤ λn ≤ λn+1 ≤ . . . ≤ λ2n i
F (α) ≤ 0 при λn ≤ α ≤ λn+1.

Якщо КПМ (2.1) не є гiперболiчним, а лише майже гiперболiчним, то в умовах
3’) λn = λn+1 = α — єдина точка, де F (α) ≤ 0. При цьому [4]

α = − z∗0Bz0

2z∗0Cz0

, min
‖z‖=1

δ(z) = δ(z0) = 0.

Якщо F (λ) – гiперболiчний пучок, то F (λ + α) є сильно демпфованим для
деякого α. Гiперболiчний КМП (2.1) є сильно демпфованим лише тодi, коли λ2n ≤
0, тобто всi його власнi значення знаходяться на пiвосi (−∞, 0].
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3. Коефiцiєнтнi умови стiйкостi

Розглянемо автономну диференцiальну систему другого порядку

Cẍ + Bẋ + Ax = 0, x ∈ Cn, t ≥ 0, (3.1)

де A, B, C ∈ Cn×n — сталi матрицi.

Теорема 1. Нехай C = C∗ > 0 та iснують матрицi H i U ∈ Cn×n, що задоволь-
няють систему матричних нерiвностей

H = H∗ > 0, U + U∗ > 0, (L∗ −H)W (L−H) ≤ E, (3.2)

де

W = (U + U∗)−1, L = A + U∗C−1(B − U), E = A∗C−1(B − U) + (B − U)∗C−1A.

Тодi диференцiальна система (3.1) стiйка за Ляпуновим. Якщо до того ж в
(3.2) остання матрична нерiвнiсть є строгою, то система (3.1) асимптотично
стiйка.

Доведення. Подамо систему (3.1) у виглядi

Ây − B̂ẏ = 0, Â =

[
0 I
−A −B

]
, B̂ =

[
I 0
0 C

]
, y =

[
x
ẋ

]
. (3.3)

За теоремою Ляпунова система (3.3) є стiйкою тодi i тiльки тодi, коли iснують
матрицi X1 = X∗

1 > 0, X2 = X∗
2 > 0 i V , що задовольняють системi нерiвностей

X =

[
X1 V
V ∗ X2

]
> 0, −Â∗XB̂ − B̂∗XÂ = Y ≥ 0. (3.4)

Тут матриця Y має наступну структуру

Y =

[
A∗V ∗ + V A −X1 + A∗X2C + V B

−X1 + C∗X2A + B∗V ∗ B∗X2C + C∗X2B − V C − C∗V ∗

]
.

Спiввiдношення (3.4) у випадку Y > 0 є критерiєм асимптотичної стiйкостi систе-
ми (3.1).

Покладемо

X1 = V X−1
2 V ∗ + H, X2 = C−1, V = B∗X2 − U∗C−1 = (B − U)∗C−1.

Тодi спiввiдношення (3.4) мають вигляд

X =

[
(B − U)∗C−1(B − U) + H (B − U)∗C−1

C−1(B − U) C−1

]
> 0,

Y =

[
E L∗ −H

L−H W−1

]
≥ 0.

(3.5)
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Застосуємо вiдомi критерiї додатної та невiд’ємної визначеностi блочної мат-
рицi у випадку невиродженого дiагонального блока X2:

[
X1 V
V ∗ X2

]
> 0 (≥ 0) ⇐⇒ X2 > 0, X1 − V X−1

2 V ∗ > 0 (≥ 0).

Тодi, як неважко бачити, матричнi нерiвностi (3.5) зводяться до вигляду (3.2).
Отже, виконуються умови (3.4) i система (3.1) стiйка. Якщо в (3.5) всi нерiв-

ностi строгi, то має мiсце асимптотична стiйкiсть системи.

Наслiдок 1. При умовах теореми 1 функцiя Ляпунова для системи (3.1) визна-
чається у виглядi

v(x, ẋ) = x∗[(B − U)∗C−1(B − U) + H]x + x∗(B − U)∗ẋ + ẋ∗(B − U)x + ẋ∗Cẋ.

Отриманий результат випливає iз доведення теореми 1. Функцiю Ляпунова для
еквiвалентної системи (3.3) можна побудувати у виглядi

v(y) = y∗B̂∗XB̂y,

яка на її нетривiальних розв’язках задовольняє спiввiдношення

v(y) > 0, v̇(y) = −y∗Y y ≤ 0.

Наслiдок 2. Нехай C = C∗ > 0 i для деякої матрицi H = H∗ > 0 виконується
одна iз наступних систем спiввiдношень:

B + B∗ > 0, A∗C−1B + B∗C−1A ≥ 0, Tδ(H) ≥ 0, 0 ≤ δ ≤ 1

4
; (3.6)

B + B∗ > 0, A∗C−1B + B∗C−1A ≤ 0, Tδ(H) ≥ 0, δ ≤ 0; (3.7)

B + B∗ < 0, A∗C−1B + B∗C−1A ≥ 0, Tδ(H) ≤ 0, δ < 0; (3.8)

де

Tδ(H) = δ(A∗C−1B+B∗C−1A)−(A∗+δB∗C−1B−H)(B+B∗)−1(A+δB∗C−1B−H).

Тодi система (3.1) стiйка.

Доведення. Покладемо в теоремi 1 U = θB, де θ 6= 0. Тодi умови (3.2) перепишемо
у виглядi

H = H∗ > 0, θ(B + B∗) > 0, (1− θ)(A∗C−1B + B∗C−1A) ≥
≥ 1

θ
[A∗ + θ(1− θ)B∗C−1B −H](B + B∗)−1[A + θ(1− θ)B∗C−1B −H].

(3.9)

Позначимо δ = θ(1− θ) i розглянемо випадки, при яких система (3.9) сумiсна:
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1) якщо B +B∗ > 0, A∗C−1B +B∗C−1A ≥ 0, то необхiдно виконання нерiвностi
0 < θ ≤ 1, тобто 0 ≤ δ ≤ 1

4
;

2) якщо B +B∗ > 0, A∗C−1B +B∗C−1A ≤ 0, то необхiдно виконання нерiвностi
θ ≥ 1, тобто δ ≤ 0;

3) якщо B +B∗ > 0, A∗C−1B +B∗C−1A ≥ 0, то необхiдно виконання нерiвностi
θ < 0, тобто δ < 0.

Якщо B + B∗ < 0, A∗C−1B + B∗C−1A ≤ 0, то необхiдно виконання нерiвностей
θ < 0 i θ ≥ 1, що не можливо.

Отже, у випадках 1)–3) приходимо до умов (3.6)–(3.8), виконання яких забез-
печує стiйкiсть системи (3.1).

Зауваження 1. У випадку θ = 1 отримаємо вiдому систему матричних нерiвностей

C = C∗ > 0, B + B∗ > 0, A = A∗ > 0,

яка забезпечує стiйкiсть системi (3.1).

Теорема 2. Нехай для деякого ξ ∈ R1 виконуються умови

ξ(A + A∗) ≥ 0, B + B∗ > 0, C = C∗ > 0, (3.10)

Γξ = ξ2P + ξR + Q ≥ 0 ( > 0), (3.11)

де
P = −(A + A∗)(B + B∗)−1(A + A∗),

R = 2(A + A∗)(B + B∗)−1A + 2A∗(B + B∗)−1(A + A∗),

Q = A∗C−1B + B∗C−1A− 4A∗(B + B∗)−1A.

Тодi диференцiальна система (3.1) стiйка (асимптотично стiйка).

Доведення. В умовах (3.6) покладемо

H =
ξ

2
(A + A∗) + δB∗C−1B > 0, δ =

1

4
, ξ(A + A∗) ≥ 0.

Тодi
Γξ = 4Tδ(H) = A∗C−1B + B∗C−1A−

−[2A∗ − ξ(A + A∗)](B + B∗)−1[2A− ξ(A + A∗)] = ξ2P + ξR + Q ≥ 0.

Отже, згiдно наслiдку 2, система (3.1) при умовах (3.10) стiйка (асимптотично
стiйка), якщо в (3.11) виконується нерiвнiсть ≥ (> ).

Умови стiйкостi, представленi в теоремi 2, узагальнюють аналогiчнi результати
робiт [3] i [5].
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Наслiдок 3. При умовах теореми 2 функцiя Ляпунова для системи (3.1) визна-
чається у виглядi

v(x, ẋ) = x∗[ξ(A + A∗) + B∗C−1B]x + x∗B∗ẋ + ẋ∗Bx + 2ẋ∗Cẋ, (3.12)

для якої виконуються умови (3.10) i (3.11).

Вигляд функцiї Ляпунова (3.12) випливає з теореми 2 при

H =
ξ

2
(A + A∗) + δB∗C−1B > 0, U = θB, δ =

1

4
.

Приклад 1. Розглянемо систему (3.1) з матричними коефiцiєнтами [6]

A =

[
8 s
−s 9

]
, B =

[
4 1
1 5

]
, C =

[
10 0
0 11

]
,

де s – дiйсний параметр. Скористаємося теоремою 2 для знаходження значення
s, при якому система буде асимптотично стiйкою. У випадку ξ = 1 значення s
знаходиться в iнтервалi [-3.733, 3.688]. Для порiвняння наведемо iнтервал стiйкостi
системи, знайдений в [6]: |s| < 3.078. Максимальне значення s = 3.920, при якому
система втрачає стiйкiсть, можна знайти шляхом обчислення спектра вiдповiдного
квадратичного пучка матриць F (λ).

Наслiдок 4. Якщо C = C∗ > 0, B + B∗ > 0 i виконується одна iз наступних
умов:
1) Q ≥ 0 ( > 0);
2) A + A∗ ≥ 0, A∗C−1B + B∗C−1A− (A∗ − A)(B + B∗)−1(A− A∗) ≥ 0 ( > 0);
3) A + A∗ ≥ 0, A∗C−1B + B∗C−1A− 4A(B + B∗)−1A∗ ≥ 0 ( > 0);
4) A + A∗ ≤ 0, A∗C−1B + B∗C−1A− (3A∗ + A)(B + B∗)−1(3A + A∗) ≥ 0 ( > 0);
то диференцiальна система (3.1) стiйка (асимптотично стiйка).

Останнє твердження з умовами 1)–4) випливає з теореми 2 вiдповiдно при ξ =
0, ξ = 1, ξ = 2 i ξ = −1.

Застосуємо результати п. 2. Якщо A + A∗ — невироджена матриця, то в умо-
вах теореми 2, що забезпечують стiйкiсть (асимптотичну стiйкiсть) системi (3.1),
квадратичний пучок −Γξ є майже гiперболiчним (гiперболiчним). Впорядкуємо
власнi значення γi цього пучка:

γ1 ≤ . . . ≤ γn ≤ γn+1 ≤ . . . ≤ γ2n.

Наслiдок 5. Нехай виконуються умови

A + A∗ > 0, B + B∗ > 0, C = C∗ > 0.

Тодi система (3.1) стiйка (асимптотично стiйка), якщо

Γξ ≥ 0, 0 ≤ γn ≤ ξ ≤ γn+1 (Γξ > 0, 0 ≤ γn < ξ < γn+1).
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Наслiдок 6. Нехай виконуються умови

A + A∗ < 0, B + B∗ > 0, C = C∗ > 0.

Тодi система (3.1) стiйка (асимптотично стiйка), якщо

Γξ ≥ 0, γn ≤ ξ ≤ γn+1 ≤ 0 (Γξ > 0, γn < ξ < γn+1 ≤ 0).

Розглянемо рiвняння руху механiчної системи

ẍ + (D + hG)ẋ + (K + S)x = 0, (3.13)

де D = D∗ — матриця демпфування, а G = −G∗, K = K∗ i S = −S∗ — матри-
цi вiдповiдно гiроскопiчних, консервативних та циркуляторних сил, h — дiйсний
параметр.

Наслiдок 7. Якщо виконуються умови

det G 6= 0, D > 0, G∗K + KG + G∗S + S∗G > 0,

то при достатньо великому h > 0 система (3.13) асимптотично стiйка.

Дiйсно, якщо покласти

C = I, U = D + hG + h−1C∗
1 , H = G∗G− h−2C1C

∗
1 , C1 = (K − S)G−1 + G,

то при достатньо великому h > 0 виконуються умови (3.2) теореми 1.

Наслiдок 8. Якщо D > 0, det G 6= 0 i матрицi K, G∗K−1S + S∗K−1G одночасно
є додатно або вiд’ємно визначеними, то при достатньо великому h > 0 система
(3.13) асимптотично стiйка.

Доведення випливає з теореми 1, якщо покласти

C = I, U = D + hG + h−1C∗
2 ,

H = ±G∗K−1G− h−2C2C
∗
2 , C2 = (K − S)G−1 ±GK−1.

В наслiдках 7 i 8 враховується умова det G 6= 0, яка можлива лише для систем
з парною кiлькiстю ступенiв вiльностi. Твердження наслiдкiв 7 та 8 у випадку
дiйсних матричних коефiцiєнтiв встановленi в роботi [7] iншим способом.

4. Побудова стабiлiзуючого керування. Приклад роторної
системи.

В задачах стабiлiзацiї динамiчних систем застосовуються методи, що зводяться
до розв’язування лiнiйних матричних нерiвностей (див., наприклад, [5, 8, 9, 10]).
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Отриманi в п. 3 результати можна використати при побудовi стабiлiзуючих керу-
вань для вiдповiдних класiв диференцiальних систем другого порядку.

Нехай модель керованої системи має вигляд

Cẍ + Bẋ + Ax = Fu, (4.1)

де x — вектор стану системи розмiру 2n, u — k-вектор керування, A,B i C —
вiдомi матрицi розмiрiв 2n × 2n, F — матриця повного рангу розмiрiв 2n × k.
Задача стабiлiзацiї системи полягає в тому, щоб знайти матричнi коефiцiєнти L0 i
L1 зворотного зв’язку розмiрiв k × 2n

u = −L0x− L1ẋ, (4.2)

що забезпечує асимптотичну стiйкiсть замкнутiй системi

Cẍ + (B + FL1)ẋ + (A + FL0)x = 0.

В [5] запропоновано алгоритм побудови шуканих матриць у виглядi

L0 = −L1V
∗P−1, L1 = τΨF ∗C−1∗∆−1, (4.3)

де τ > 0 — достатньо велике число, а матрицi V, P, Q i Ψ задовольняють систему
спiввiдношень

Ψ + Ψ∗ > 0, V + V ∗ < 0, P = P ∗ > 0, ∆ = Q− V ∗P−1V > 0,

F⊥∗ [BQC∗ + CQB∗ + AV C∗ + CV ∗A∗+

+ (AP − CQ + BV ∗)(V + V ∗)−1(PA∗ −QC∗ + V B∗)] F⊥ > 0.

Тут матриця ортогонального доповнення F⊥ знаходиться з умов

F ∗F⊥ = 0, det [F, F⊥] 6= 0.

В [5] наводиться також оцiнка для найменшого можливого значення τ за до-
помогою максимального власного значення деякого лiнiйного пучка матриць.

Приклад 2. Розглянемо балку довжини l iз закрiпленим твердим диском маси m,
що разом обертаються зi сталою кутовою швидкiстю ω. Вважаємо, що балка є
однорiдна з погонною масою m0 та мало гнучкою з модулем пружностi E. Бал-
ка має моменти iнерцiї J1 i J2 вiдносно вiдповiдних осей x i y. Крiплення балки
дозволяють рухи по осi z та забезпечують вiдновлюючi згиннi моменти i кутовi
вiдхилення з коефiцiєнтами пропорцiйностi k1 i k2 вiдповiдно при z = 0 та z = l
(рис. 1). Внутрiшнє та зовнiшнє демпфування характеризують параметри p i q.
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Рис. 1. Схематична модель обертання балки

Диференцiальнi рiвняння, що описують рух балки, отриманi на основi прин-
ципу Гамiльтона та методу Гальоркiна i мають вигляд [11]

[
M1 0
0 M2

]
ẅ +

[
D1 G
−G D2

]
ẇ +

[
K1 S
−S K2

]
w = f(t). (4.4)

Тут f(t) — вектор зовнiшнiх сил, а матричнi коефiцiєнти задаються наступними
спiввiдношеннями:

M1 = M2 = ‖mij‖n
1 , mij = m0 l δij + 2m sin

iπ

2
sin

jπ

2
,

K1 = ‖k1 ij‖n
1 , k1 ij = EJ1

(
iπ

l

)2 (
jπ

l

)2

lδij − ω2mij + 2(k1 + k2 cos iπ cos jπ)
iπ

l

jπ

l
,

K2 = ‖k2 ij‖n
1 , k2 ij = EJ2

(
iπ

l

)2 (
jπ

l

)2

lδij − ω2mij + 2(k1 + k2 cos iπ cos jπ)
iπ

l

jπ

l
,

G = −2ωM1, D1 = D2 = (p + q) l In, S = −q ω l In, i, j = 1, . . . , n,

де In — одинична матриця порядку n, а δij — символ Кронекера. Вiдхилення балки
в точцi z по осям x i y рухомої системи координат 0xyz представляються у виглядi

x(z, t) =
n∑

i=1

φi(z)wi(t), y(z, t) =
n∑

i=1

φi(z)wn+i(t),

де w1, . . . , w2n — компоненти вектора w, φi(z) =
√

2 sin

(
iπ

l
z

)
, i = 1, . . . , n. Всi

блоки матричних коефiцiєнтiв в (4.4) є симетричними, причому M1 i M2 додатно
визначенi, а D1 i D2 — невiд’ємно визначенi матрицi.

При наступних значеннях параметрiв

n = 3, m = 1, m0 = 1, l = 1, EJ1 =
9l3

5π2
, EJ2 =

4l3

5π2
,
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k1 = k2 =
l2

20
, p = q =

1

4
, ω =

√
21.6π

система (4.4) має спектр

−0.2780 + 40.4328i −0.1588 + 8.7985i
−0.2780− 40.4328i −0.1588− 8.7985i
−0.3509 + 16.8215i −0.3729 + 29.3242i
−0.3509− 16.8215i −0.3729− 29.3242i

0.1878 + 12.3793i 2.5653
0.1878− 12.3793i −2.8195

i є нестiйкою.
Стабiлiзуємо систему (4.4) двома способами за допомогою блоку керування

f = Fu, де F — задана матриця, а u — вектор керування.
Нехай спочатку k = 2n = 6 i F = 0.1Ik. Для знаходження матриць L0 i L1 засто-

суємо наслiдок 5 до замкнутої системи. Скориставшись математичною системою
MATLAB для розв’язання вiдповiдної системи матричних нерiвностей, отримаємо
коефiцiєнти зворотного зв’язку у виглядi

L0 =




7161.8 11.807 −1985.8 123.98 32.95 173.8
8.2546 −32.207 11.796 156.17 −49.263 11.486
−1818.8 2.6459 545.42 21.052 1.3361 −2.3776
5.0872 6.334 3.9653 7005.2 −17.318 −3510.9
10.06 43.527 25.624 142.02 944.36 27.916
8.8179 8.2155 176.47 −3507.5 0.90685 1759.4




,

L1 =




104.87 36.831 38.941 −5.2737 62.186 78.245
−9.8313 143.88 −45.279 −2.5047 132.39 −16.94
22.574 −1.668 293.45 4.1562 −0.29465 137.3
−36.52 −1.0003 42.167 189.9 8.1401 34.468
25.649 −29.341 −41.769 38.766 158.77 −4.2133
−35.06 −15.407 89.468 −18.9 −0.097349 244.71




.

(4.5)

При цьому замкнута система має спектр

−17.8265− 36.0686i −3.2106− 29.2727i
−17.8265 + 36.0686i −3.2106 + 29.2727i
−14.4030− 21.8319i −1.2938− 0.4149i
−14.4030 + 21.8319i −1.2938 + 0.4149i
−5.9670− 8.2660i −0.0614− 0.2190i
−5.9670 + 8.2660i −0.0614 + 0.2190i

i є асимптотично стiйкою, а квадратичний пучок Γξ задовольняє наступним умо-
вам гiперболiчностi:

Γξ > 0, ξ ∈ (γk, γk+1), γk = 0.9973, γk+1 = 1.0217.
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Побудуємо також керування у виглядi (4.3). Покладемо k = n = 3, F =
100 [0, Ik], Ψ = Ik i знайдемо наступнi значення невiдомих матриць:

P =




1.0579 0 0.1756 0.9024 0 −0.8694
0 3.1145 0 0 −1.6408 0

0.1756 0 0.0963 0.0249 0 −0.2817
0.9024 0 0.0249 21.5773 0 0.8733

0 −1.6408 0 0 27.1955 0
−0.8694 0 −0.2817 0.8733 0 25.2229




,

Q =




27.1405 0 14.3194 8.1409 0 −13.8400
0 36.5989 0 0 −11.8329 0

14.3194 0 38.2724 −6.9803 0 −16.4776
8.1409 0 −6.9803 55.2324 0 −12.2951

0 −11.8329 0 0 39.5603 0
−13.8400 0 −16.4776 −12.2951 0 43.4399




,

V =




−2.3975 0 −0.5395 −4.6608 0 3.9125
0 −4.7253 0 0 7.2649 0

−0.4111 0 −0.7321 0.2411 0 0.9470
3.6124 0 −0.2566 −7.5542 0 0.0359

0 −5.6234 0 0 −7.5276 0
−3.0346 0 −0.7717 −0.6221 0 −8.1398




,

При τ = 2.1509 · 103 коефiцiєнти зворотного зв’язку набувають вигляду

L0 = 105




0.3785 0 −1.0776 0.0071 0 0.0171
0 −0.2094 0 0 0.0160 0

0.1433 0 −0.7265 0.0092 0 0.0185


 ,

L1 = 103




1.2011 0 1.0513 6.9626 0 3.9933
0 0.7097 0 0 9.7976 0

0.8498 0 1.9481 4.6739 0 5.9416


 .

(4.6)

При цьому замкнута система асимптотично стiйка i має спектр

−1078846.8571 −5.9963 + 24.6759i
−979753.3415 −5.9963− 24.6759i
−42082.1829 −2.0180 + 5.4608i

−0.3991 −2.0180− 5.4608i
−0.3614 −1.2328 + 3.8221i
−0.3132 −1.2328− 3.8221i

На рисунку 2 зображено графiки функцiй wj(t) та ẇj(t) для нестiйкої розiмкну-
тої системи обертання балки з початковими умовами wj(0) = ẇj(0) = 1 (j = 1, 2, 3),
wj(0) = ẇj(0) = −1 (j = 4, 5, 6). На рисунках 3 i 4 зображено графiки для ста-
бiлiзованої замкнутої системи вiдповiдно з матрицями (4.5) i (4.6) з початковими
умовами wj(0) = ẇj = 1 (j = 1, 2, 3), wj(0) = ẇj = −1 (j = 4, 5, 6).
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Рис. 2. Перехiднi процеси нестiйкої розiмкнутої системи
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Рис. 3. Перехiднi процеси замкнутої системи з матрицями керування (4.5)
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Рис. 4. Перехiднi процеси замкнутої системи з матрицями керування (4.6)
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