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Аннотация. В работе вводится понятие антикомпактного множества (антикомпакта) в пространствах
Фреше. Приведены примеры систем антикомпактов в сепарабельных гильбертовых и банаховых про-
странствах. Детально исследованы общие свойства антикомпактных множеств. Доказано существование
системы антикомпактов во всяком сепарабельном пространстве Фреше. На базе полученных результатов
в классе сепарабельных пространств Фреше доказан аналог теоремы Ула о выпуклости и компактно-
сти замыкания образа безатомной векторной меры ограниченной вариации в некотором пространстве,
порождённом антикомпактом.
Ключевые слова: пространство Фреше, антикомпактное множество, эллипсоиды, безатомная вектор-
ная мера, мера ограниченной вариации, теорема Ула.

Введение

Для отображений в конечномерные пространства хорошо известна теорема
А. А.Ляпунова о выпуклости образа безатомной векторной меры −→µ : Σ −→ Rn, задан-
ной на σ-алгебре подмножеств Σ некоторого пространства Ω [1]. Этот результат имеет
многочисленные приложения в оптимальном управлении, математической экономике,
математической статистике, теории игр [2] — [5]. Ввиду этого известно множество моди-
фикаций и обобщений этого результата в конечномерных пространствах, в том числе и
относительно современных [8] — [14]. В частности, отметим работу с аналогами теоремы
Ляпунова для некоторых специальных подмножеств −→µ (Σ) [14].

Однако, как показывает множество примеров, теорема Ляпунова неверна для вектор-
ных мер со значениями в бесконечномерных пространствах [1, 6, 7]. При этом существу-
ет множество аналогов указанной теоремы Ляпунова для бесконечномерных банаховых
пространств, которые используются, в частности, в работах [4, 5]. Наиболее известный
подход заключается в выделении класса банаховых пространств E с так называемым
свойством Ляпунова. В каждом таком пространстве E для любой счётно-аддитивной
безатомной меры −→µ : Σ −→ E замыкание −→µ (Σ) множества −→µ (Σ) выпукло [6, 7]. Свой-
ством Ляпунова обладают, например, пространства c0, ℓp (p ∈ [1; 2)

∪
(2;+∞)) [7]. Но

указанным свойством не обладает множество важнейших пространств, в т.ч. и сепара-
бельное гильбертово пространство ℓ2. Также известна теорема Ула о выпуклости мно-
жества −→µ (Σ) в случае мер ограниченной вариации со значениями в пространствах со
свойством Радона-Никодима (см. [6], с. 266).

Теорема 1. (Uhl J.J.) Пусть E — банахово пространство со свойством Радона-
Никодима. Для всякой безатомной векторной меры ограниченной вариации −→µ : Σ −→ E
множество −→µ (Σ) выпукло и компактно в E.
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Но, как свойство Ляпунова, так и свойство Радона-Никодима существенно ограничи-
вают класс рассматриваемых пространств (ни тому, ни другому свойству не удовлетво-
ряют, например, пространства L1[a; b] и C[a; b]).

Мы же ставим задачу получить аналог теоремы Ула в бесконечномерном случае без
столь существенных сужений класса пространств. Наш подход к основан на новом поня-
тии антикомпактного множества в пространствах Фреше. Поясним суть этого подхода.
Весьма известно понятие компактного множества в топологических векторных простран-
ствах. Такие множества обладают рядом весьма важных свойств, не присущих ограни-
ченным множествам в бесконечномерных пространствах. Это как раз и приводит ко
многим проблемам бесконечномерного анализа таким, как проблема переноса теоремы
Ляпунова о выпуклости образа векторной меры (описана выше), проблема переноса тео-
ремы Радона-Никодима о представимости абсолютно непрерывного отображения в виде
интеграла Бохнера, проблема Крейна-Мильмана существования крайних точек ограни-
ченных замкнутых множеств, не являющихся компактными и др. Ввиду этого возникла
идея «сделать» ограниченные замкнутые множества компактами, но в другом простран-
стве (причём важно, чтобы это пространство было достаточно удобным). Аппаратом для
реализации отмеченной идеи как раз и служит понятие антикомпактного множества, ко-
торому в частности и посвящена настоящая работа. На базе этой системы антикомпактов
как раз и удаётся, в некотором смысле, решить проблему, связанную с переносом теоре-
мы Ула в классе сепарабельных пространств Фреше.

Работа состоит из введения и трёх основных разделов. В первом разделе вводится
понятие антикомпактного множества в пространствах Фреше, приведены два примера
систем антикомпактов — системы эллипсоидов в сепарабельных гильбертовых простран-
ствах, а также системы эллипсоидов в пространстве непрерывных функций C[0; 1].

Второй раздел посвящён исследованию свойств антикомпактных множеств. Основной
результат раздела 2 — существование системы антикомпактов во всяком сепарабельном
пространстве Фреше E (теорема 2).

И, наконец, в третьем разделе работы получен аналог теоремы Ула о выпуклости в
классе сепарабельных пространств Фреше — показана выпуклость и компактность замы-
кания в некотором пространстве EC множества значений векторной меры ограниченной
вариации (теорема 4).

1. Определение и примеры антикомпактов

Обозначим через Ωac(E) набор всех замкнутых абсолютно выпуклых подмножеств
пространства Фреше Е.

Определение 1. Назовем множество C ∈ Ωac антикомпактным в E, если:

(i) pC(a) = 0 ⇐⇒ a = 0 в Е (или
∩
λ>0

λ · C = {0});

(ii) любое ограниченное подмножество E содержится и предкомпактно в пространстве
EC = (span C, pC(·)). Здесь под pC(·) мы понимаем функционал Минковского аб-
солютно выпуклого множества C ⊂ E и считаем что EC пополнено относительно
нормы ∥ · ∥C = pC(·). Примем обозначение: C(E) — набор антикомпактных под-
множеств пространства Фреше E.
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Приведём примеры антикомпактных множеств (или, сокращённо, антикомпактов) в
некоторых пространствах.

Пример 1. Пусть E = H ∼= ℓ2 — сепарабельное гильбертово пространство. В таких про-
странствах существует система так называемых эллипсоидов [15]. Пусть
ε = (ε1, ε2, ..., εn, ...) — последовательность положительных чисел. Для каждой такой
последовательности ε эллипсоидом называется следующее множество

Cε =

{
x = (x1, x2, ..., xn, ...) ∈ ℓ2 |

∞∑
k=1

|xk|2

ε2k
< ∞

}
.

Доказано, что Cε компактно тогда и только тогда, когда ε → 0 (см. [15]). Отметим,
что множество Cε абсолютно выпукло. Норма ∥ · ∥Cε , порождённая Cε в пространстве
HCε = span Cε, имеет вид

∥x∥ =

( ∞∑
k=1

|xk|2

ε2k

) 1
2

.

Лемма 1. Если ε → ∞, то Cε — антикомпакт.

Доказательство. Действительно, поскольку любое ограниченное множество
B ⊂ H поглощается единичным шаром, то, не уменьшая общности рассуждений, вместо
B достаточно рассмотреть единичный шар

B =

{
x = {xk} ∈ ℓ2 |

∞∑
k=1

x2k = 1

}
.

Ясно, что pB(·) = ∥ · ∥ℓ2 . Так как

∥x∥2ℓ2 =
∞∑
k=1

|xk|2 =
∞∑
k=1

ε2k ·
|xk|2

ε2k
=

∞∑
k=1

|x̃2k|2

ε̃2k
,

где ε̃k = 1
εk

и x̃ = (x̃1, x̃2, ..., x̃n, ...) ∈ HCε , x̃k = x
εk

(ε → +∞), то ввиду ε̃k → 0 при k → ∞
имеем, что — B компакт в ECε , т.е. Cε антикомпактно в H.

Замечание 1. Предыдущий пример позволяет объяснить смысл термина «антикомпакт-
ность». Дело в том, что условие компактности эллипсоида ε → 0 в некотором смысле
есть противопоставление условию антикомпактности эллипсоида ε → +∞.

Теперь покажем, как можно строить примеры антикомпактов в банаховых простран-
ствах. Для этого рассмотрим пример в «типичном» банаховом пространстве непрерыв-
ных функций C[0; 1] в том смысле, что по теореме Банаха-Мазура, всякое сепарабельное
банахово пространство изометрически изоморфно подпространству Ẽ ⊂ C[0; 1].

Пример 2. Для произвольной числовой последовательности ε = (εk > 0)∞k=1 назовём
(невырожденным) δ-эллипсоидом в Ẽ ⊂ C[0; 1] множество

Cε =

{
φ ∈ Ẽ | |φ(0)|2 +

∞∑
k=1

ω2
φ(δk)

ε2k
≤ 1

}
,
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где ωφ(δ) = sup
|x1−x2|≤δ

|φ(x1) − φ(x2)| — δ-модуль непрерывности функции φ (при δ > 0),

δ = {δk}∞k=1 — последовательность положительных чисел, сходящаяся к нулю.
Ясно, что множество Cε абсолютно выпукло. Норма ∥ · ∥Cε , порождённая Cε в

ECε = span Cε, имеет вид

∥φ∥Cε :=

(
|φ(0)|2 +

∞∑
k=1

ω2
φ(δk)

ε2k

) 1
2

. (1.1)

Отметим, что если последовательность ε → 0, то Cε — компакт в Ẽ (отметим, что об-
ратное утверждение неверно). Действительно, в таком случае ωφ(δk) → 0 при lim

k→∞
δk = 0

равномерно по φ. Замкнутость Cε в пространстве Ẽ следует из непрерывной зависимости
|φ(0)| и ωφ(δ) от ∥φ∥. Компактность Cε вытекает из теоремы Арцела-Асколи об описании
компактов в пространстве C[0; 1].

Покажем, что возможно выбрать последовательность ε → ∞ так, чтобы получить
антикомпактное множество.

Лемма 2. Cуществует последовательность ε → ∞ такая, что множество Cε анти-
компактно в Ẽ.

Доказательство. Выберем такую последовательность ε0 = (ε01, ε02, ..., ε0n, ...), чтобы

ряд
∞∑
k=1

1
ε20k

был сходящимся и рассмотрим гильбертово пространство ECε0
, порождён-

ное эллипсоидом Cε0 . Так как |φ(0)| ≤ ∥φ∥ и ωφ(δk) ≤ 2∥φ∥, то (здесь ∥φ∥ = max
t∈[0;1]

|φ(t)|)

∥φ∥Cε0
≤ 2∥φ∥ ·

(
1 +

∞∑
k=1

1

ε20k

) 1
2

.

Следовательно, Cε0 содержит некоторый шар в Ẽ с центром в нуле. Далее, согласно
предыдущему примеру, в пространстве ECε0

можно построить систему антикомпактов
Cε·ε0 , где ε → +∞.

Отметим, что результат леммы 2 является базовым для одного из основных резуль-
татов работы — существования системы антикомпактов в произвольном сепарабельном
пространстве Фреше (теорема 2).

2. Общие свойства антикомпактов

Данный пункт посвящён детальному исследованию свойств антикомпактных мно-
жеств. Начнём с очевидных свойств антикомпактов в произвольных пространствах Фре-
ше.

Предложение 1. Если множество C ∈ C(E) и A ∈ L(E;F ), где E и F — пространства
Фреше, то A(C) ∈ C(F ).

Предложение 2. Если последовательность {xn}∞n=1 ⊂ E сходится в E, то она сходится
и в EC для произвольного C ∈ C(E).
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Доказательство. Отметим лишь, что для любой непрерывной полунормы ∥ · ∥ и для
некоторого числа K > 0 верно неравенство ∥ · ∥C ≤ K · ∥ · ∥ для всякого антикомпактного
множества C ∈ C(E).

Переходим к свойствам шкалы пространств, порождённых антикомпактами. Начнём
с очевидного свойства.

Предложение 3. Если C ∈ C(E), C ′ ∈ Ωac(E),
∩
λ>0

λ ·C ′
= {0} и C ⊂ C

′
=⇒ C

′ ∈ C(E).

Переходим к изложению основного результата раздела — доказательству существо-
вания антикомпактного множества во всяком сепарабельном пространстве Фреше.

Теорема 2. В любом сепарабельном пространстве Фреше существует антикомпакт-
ное подмножество.

Доказательство. 1) Начнём со случая банахова пространства E. По теореме Банаха-
Мазура, всякое сепарабельное банахово пространство E ∼= Ẽ, где Ẽ — некоторое подпро-
странство пространства непрерывных функций C[0; 1]. В качестве искомого антиком-
пакта можно взять любой антикомпактный δ-эллипсоид в Ẽ ⊂ C[0; 1] (их существование
доказано в лемме 2).

2) Перейдём теперь к случаю, когда E — пространство Фреше. Напомним, что любое
пространство Фреше E со счётной определяющей системой полунорм {∥·∥j}∞j=1 является
проективным пределом последовательности банаховых пространств Êj , где Êj являются
пополнениями по фактор-нормам фактор-пространств Ej = E/ker∥ · ∥j (j ∈ N).

В силу п.1 настоящего доказательства ∀j ∈ N существует антикомпакт Ĉj , т.е.
Ej ↪→↪→ E

Ĉj
. Не уменьшая общности рассуждений, систему антикомпактов

{
Ĉj

}∞

j=1

можно выбрать неубывающей (если нужно, рассмотрев вместо этого систему множеств

{
∞∪
j=1

Ĉj}∞N=1, которые антикомпактны в силу предложения 3). При таком соглашении:

∥ · ∥
Ĉj

≥ ∥ · ∥
Ĉk

∀k ≥ j. (2.1)

Пусть Ê =
∏̂
Cj

E
Ĉj

— прямое произведение пространств E
Ĉj

. Рассмотрим множество

Ĉ :=

x ∈ Ê |
∞∑
j=1

∥x∥
Ĉj

j2
< ∞.


Поскольку E — проективный предел пространств Êj и поэтому E может быть плотно

и непрерывно вложено в
∏
j∈N

Êj , то всякое ограниченное множество C ⊂ E может быть

инъективно (ввиду отделимости пространства E) и непрерывно вложено в произведение∏
j∈N

j2Ĉj , которое компактно в Ê по теореме Тихонова в топологии прямого произведе-

ния. Далее, в силу (2.1) и сходимости ряда
∞∑
j=1

1
j2

можно проверить компактность C в
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пространстве E
Ĉ
, порождённом и пополненном относительно нормы

∥x∥
Ĉ
=

∞∑
j=1

∥x∥
Ĉj

j2
.

Поэтому C — непустой абсолютно выпуклый компакт в Ê, т.е. Ĉ — антикомпакт в E.

3. Аналог теоремы Ула в пространствах Фреше

Данный пункт посвящён основному результату работы — аналогу теоремы о выпук-
лости множества векторной меры ограниченной вариации в произвольных сепарабель-
ных пространствах Фреше. Перед изложением основных результатов раздела приведём
некоторые вспомогательные понятия и результат из работы [17]. Пусть Σ — некоторая
σ-алгебра подмножеств S (эти обозначения будем использовать далее). Напомним ([18],
стр. 104), что полной вариацией векторной меры ν : Σ → E относительно некоторой
непрерывной полунормы ∥ · ∥ в E называется отображение | ν |: Σ → [0;+∞], которое
определяется равенством

|ν|(A) = sup
n∑

k=1

∥ν(Ak)∥ ∀A ∈ Σ, (3.1)

где супремум берётся по всем конечным наборам {A1, A2, ..., An} ⊂ Σ таким, что
n∪

k=1

Ak ⊂ A. Легко проверить, что отображение | ν | — конечная счётно-аддитивная

положительная мера на Σ (см. [18], стр. 104). Обозначим через V (S,E) множество всех
векторных мер ν : Σ → E, которые имеют конечную полную вариацию | ν | (S) < ∞
относительно некоторой непрерывной полунормы ∥ ·∥ на E (см. (3.1)). Будем обозначать
через EC = (span C, ∥ · ∥C) банаховы пространства с нормами ∥ · ∥C , равными функцио-
налам Минковского абсолютно выпуклых компактов C ∈ C(E). Эти пространства были
введены и детально изучались И.В. Орловым (см., например [15, 16]).

Определение 2. Будем говорить, что ν имеет (сильную) компактную вариацию на S,
если существует компакт C ∈ C(E) такой, что ν : Σ → EC и ν ∈ V (S,EC). Примем
обозначения: ν ∈ VK(S,E), | ν |C — полная вариация векторной меры ν относительно
нормы ∥ · ∥C .

Для того, чтобы сформулировать необходимый результат из [17], нам потребуется
новая характеристика для мер ν ∈ VK(S,E), а именно — (сильная) компактная абсо-
лютная непрерывность относительно конечной числовой меры µ на Σ. Обозначим через
AC(S,E) множество всех зарядов ν ∈ V (S,E), обладающих свойством обычной абсолют-
ной непрерывности векторной меры относительно µ, то есть таких, что мера |ν| ≪ µ
(µ(A) = 0 ⇒ |ν|(A) = 0 или ∀ε > 0 ∃δ > 0 : (µ(A) < δ) ⇒ |ν|(A) < ε).

Определение 3. Будем говорить, что векторная мера ν ∈ VK(S,E) (сильно) компактно
абсолютно непрерывна на S относительно µ, если существует такой компакт C ∈ C(E),
что ν : Σ → EC и ν ∈ AC(S,EC). Примем обозначение: ν ∈ ACK(S,E). Приведём важный
вспомогательный результат из [17].
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Теорема 3. Если ν ∈ ACK(S,E), то найдётся такое интегрируемое по Бохнеру отоб-
ражение f : S → E, что ∀A ∈ Σ верно

ν(A) = (B)

∫
A

f(t)dµ(t). (3.2)

Переходим к финальному результату работы — аналогу теоремы Ула в произволь-
ных сепарабельных пространствах Фреше (мы не используем ограничение на класс про-
странств, но замыкание множества берём не в исходном пространстве, а а в некотором
пространстве, порождённом антикомпактом). Этот результат утверждает выпуклость и
компактность замыкания в некотором пространстве EC (C ∈ C(E)) множества значений
векторной меры в сепарабельных пространствах Фреше.

Теорема 4. Пусть — сепарабельное пространство Фреше, −→µ : Σ → E — безатомная
векторная мера ограниченной вариации. Тогда замыкание множества

−→µ (Σ) = {−→µ (A) | A ∈ Σ}

выпукло и компактно в некотором пространстве EC , C ∈ C(E).

Доказательство. Из теоремы 2 вытекает, что в любом сепарабельном пространстве Фре-
ше существует антикомпакт C. Тогда из условия −→µ ∈ V (S,E) следует, что −→µ имеет
компактную вариацию в EC . Более того, если обозначить через |−→µ (·)|C полную ва-
риацию векторной меры −→µ в пространстве EC , то несложно понять, что векторная
мера −→µ абсолютно непрерывна относительно числовой меры |−→µ (·)|C . Следовательно,
−→µ ∈ ACK(Σ, EC) и поэтому −→µ представима в виде в виде неопределённого интеграла
Бохнера по теореме 3. Доказываемое утверждение теперь вытекает из выпуклости образа
векторной меры, представимой в виде интеграла Бохнера (см. [6], стр. 266, доказатель-
ство теоремы 10).
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