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Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à èçëó÷åíèÿ óïðóãèõ âîëí ïðè íîðìàëüíîì îäíîðîäíîì
ãàðìîíè÷åñêîì íàãðóæåíèè êðóãîâîãî êîëüöà íà ïîâåðõíîñòè öèëèíäðè÷åñêîé ïîëîñòè â óïðóãîé
ñðåäå. Ïîëå ïåðåìåùåíèé ïðåäñòàâëÿåòñÿ êîíòóðíûìè èíòåãðàëàìè. Ïðîâåäåí àíàëèç êîëåáàíèé
è âîëí íà ïîâåðõíîñòè ïîëîñòè. Ìåòîäîì ñåäëîâîé òî÷êè ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ
äëÿ ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé â äàëüíåì ïîëå. Ââåäåíà îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò, â
êîòîðîé P -âîëíàì îòâå÷àþò ðàäèàëüíûå êîìïîíåíòû ïåðåìåùåíèé, à SV -âîëíàì � îêðóæíûå
êîìïîíåíòû. Ïðèâåäåíû äèàãðàììû íàïðàâëåííîñòè P - è SV -âîëí â äàëüíåì ïîëå è ïîêàçàíû
èõ çàâèñèìîñòè îò ÷àñòîòû è ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ èñòî÷íèêà.

Ââåäåíèå
Çàäà÷è èçëó÷åíèÿ âîëí, àíàëèç èõ íàïðàâëåííîñòè è ýíåðãåòè÷åñêèõ õàðàê-

òåðèñòèê âûçûâàåò áîëüøîé íàó÷íûé è ïðèêëàäíîé èíòåðåñ â ýëåêòðîäèíàìèêå,
àêóñòèêå, äèíàìè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè è äðóãèõ ðàçäåëàõ ôèçèêè. Â ìåõàíèêå
ñïëîøíîé ñðåäû íàèáîëåå èçó÷åíû çàäà÷è îá èçëó÷åíèè è ðàññåÿíèè àêóñòè÷åñêèõ
(çâóêîâûõ) âîëí. Òàê â ìîíîãðàôèÿõ [10, 18, 23] äàåòñÿ äîñòàòî÷íî ïîëíîå ïðåä-
ñòàâëåíèå î òàêèõ çàäà÷àõ è ïðèâåäåíà îáøèðíàÿ áèáëèîãðàôèÿ.

Çàäà÷è èçëó÷åíèÿ âîëí â òâåðäûõ äåôîðìèðóåìûõ ñðåäàõ òàêæå äîñòàòî÷íî
õîðîøî èçó÷åíû. Îäíàêî, â ïîñëåäíèõ çàäà÷à èçëó÷åíèÿ óñëîæíÿåòñÿ, òàê êàê
êðîìå äåôîðìàöèé ñæàòèÿ (êàê â àêóñòèêå), èìååò ìåñòî äåôîðìàöèÿ ñäâèãà,
÷òî ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ íå òîëüêî ïðîäîëüíûõ, íî è ïîïåðå÷íûõ (ñäâè-
ãîâûõ) óïðóãèõ âîëí. Âïåðâûå çàäà÷ó îá èçëó÷åíèè óïðóãèõ âîëí âûçâàííûõ ñî-
ñðåäîòî÷åííûì èñòî÷íèêîì íà ïîâåðõíîñòè ïîëóïðîñòðàíñòâà ðåøèë Ëýìá [25].
Ýòà çàäà÷à â ðàçëè÷íûõ ïîñòàíîâêàõ ñ óñëîæíåíèåì ðàñïðåäåëåíèÿ íàãðóçêè ïî
ïîâåðõíîñòè ïîëóïðîñòðàíñòâà ïîçäíåå òðàíñôîðìèðîâàëàñü â áîëåå ñëîæíûå �
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ñìåøàííûå (êîíòàêòíûå) çàäà÷è è íå ïîòåðÿëà èíòåðåñ äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè.
Ñîîòâåòñòâóþùàÿ áèáëèîãðàôèÿ ïî äàííûì çàäà÷àì îáøèðíà.

Îñòàíîâèìñÿ íà çàäà÷å Ëýìáà, îáñòîÿòåëüíî èññëåäîâàííîé àíàëèòè÷åñêè â
ìîíîãðàôèè Â. Ò. Ãðèí÷åíêî è Â. Â. Ìåëåøêî [9]. Â ìîíîãðàôèè ðàññìîòðåíî
èçëó÷åíèå óïðóãèõ âîëí, âûçâàííûõ íîðìàëüíîé ãàðìîíè÷åñêîé íàãðóçêîé áåñêî-
íå÷íîé ïîëîñû |x| ≤ a íà ïîâåðõíîñòè z = 0 ïîëóïðîñòðàíñòâà z > 0, â òî âðåìÿ
êàê íà îñòàëüíîé ÷àñòè ãðàíèöû íàïðÿæåíèÿ îòñóòñòâóþò. Â òàêîé ïîñòàíîâêå
ïîëó÷åíî ôîðìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è, óäîâëåòâîðÿþùåå óðàâíåíèþ Ëàìý è ãðà-
íè÷íûì óñëîâèÿì. Äàëåå ïðîâåäåíû êîíòóðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëó÷åííûõ èí-
òåãðàëîâ â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñ ó÷åòîì óñëîâèé èçëó÷åíèÿ è ïåðåíîñà ýíåðãèè
ïîâåðõíîñòíîé âîëíû Ðýëåÿ îò ìåñòà ïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè. Ìåòîäîì íàèáûñòðåé-
øåãî ñïóñêà ïîëó÷åíî ïðåäñòàâëåíèå âîëíîâîãî ïîëÿ â äàëüíåé çîíå. Îðèãèíàëü-
íûìè ñïåöèàëüíûìè ìåòîäàìè ïîëó÷åíî ðàçäåëåíèå ýíåðãèè èçëó÷åíèÿ ïî òèïàì
âîëí. Ïðîâåäåííûé äåòàëüíûé àíàëèç ñòðóêòóðû âîëíîâîãî ïîëÿ, åãî íàïðàâëåí-
íîñòè è ýíåðãåòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê, ñâÿçàííûõ ñ ïàðàìåòðàìè íàãðóçêè, äàåò
áîëüøèå âîçìîæíîñòè ïðàêòè÷åñêîãî ïîëüçîâàíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Ïîäîáíûå çàäà÷è â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðåäñòàâëÿþò òàêæå ïðàêòè÷åñêóþ öåí-
íîñòü â íåôòåäîáûâàþùåé è ãàçîäîáûâàþùåé ïðîìûøëåííîñòè. Äàâíî èçâåñòíî,
÷òî âèáðàöèîííî-ñåéñìè÷åñêèå ïðîöåññû ðàçëè÷íîé ïðèðîäû îêàçûâàþò âëèÿíèå
íà íåôòåãàçîâûå çàëåæè. Íà îñíîâå ìíîãî÷èñëåííûõ íàáëþäåíèé çà ñåéñìè÷åñêîé
àêòèâíîñòüþ ðàçëè÷íûõ ó÷àñòêîâ Çåìëè áûëà òåîðåòè÷åñêè îáîñíîâàíà öåëåñî-
îáðàçíîñòü ñåéñìîàêóñòè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ íà íåôòÿíûå ïëàñòû ñ öåëüþ óâå-
ëè÷åíèÿ èõ íåôòåîòäà÷è. Òàêèå èññëåäîâàíèÿ ïðîâîäèëèñü â Èíñòèòóòå ôèçèêè
Çåìëè ÀÍ ÑÑÑÐ è Êóáàíñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå åùå â 70�80-å ãîäû,
äðóãèìè ÍÈÈ, à òàê æå â ÑØÀ [11]. Â êà÷åñòâå âèáðîèñòî÷íèêîâ èñïîëüçîâàëèñü
ñïåöèàëüíûå âèáðîïëàòôîðìû, ïðåäíàçíà÷åííûå äëÿ âèáðîïðîñâå÷èâàíèÿ Çåìëè.
Ñ öåëüþ óâåëè÷åíèÿ íåôòåîòäà÷è ïðèìåíÿëèñü òàêæå âîçäåéñòâèÿ óïðóãèìè êî-
ëåáàíèÿìè íà ïðèçàáîéíóþ çîíó ïëàñòà ñ ïîìîùüþ ñïóñêàåìûõ â ñêâàæèíó ñïåöè-
àëüíûõ óñòðîéñòâ. Î ïîëîæèòåëüíûõ ïðàêòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòàõ è ýôôåêòèâíîñòè
âîçäåéñòâèÿ óïðóãèõ êîëåáàíèé äëÿ ïîâûøåíÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòè è ðåàíèìèðî-
âàíèÿ ñêâàæèí ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â [11].

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî âîçäåéñòâèå óïðóãèìè êîëåáàíèÿìè íà óãîëüíûå ïëàñòû
ïðèâîäèò ê èõ äåãàçàöèè, ÷òî óìåíüøàåò âåðîÿòíîñòü âíåçàïíûõ âûáðîñîâ â øàõ-
òàõ è îäíîâðåìåííî ïîçâîëÿåò óòèëèçèðîâàòü øàõòíûé ìåòàí. Ïîñëåäíèé ôàêò
àêòóàëåí äëÿ ñîçäàíèÿ ñîâðåìåííûõ ýíåðãîñáåðåãàþùèõ êîìïëåêñîâ ñ êîãåíåðà-
öèåé íà áàçå ãàçîïîðøíåâûõ äâèãàòåëåé [6].

Ýôôåêòèâíîñòü îáðàáîòêè ïëàñòîâ óïðóãèìè êîëåáàíèÿìè â çíà÷èòåëüíîé ñòå-
ïåíè îïðåäåëÿåòñÿ êà÷åñòâîì ïåðåäà÷è êîëåáàòåëüíîé ýíåðãèè â ñèñòåìå ñêâàæèíà-
ïëàñò. Òàê ïîâûøåíèå ýôôåêòèâíîñòè ââîäà ýíåðãèè íà íèçêèõ ÷àñòîòàõ ñâÿçàíî
ñ èçìåíåíèåì õàðàêòåðèñòèê âîçáóæäåíèÿ (ïàðàìåòðîâ èñòî÷íèêà � èçëó÷àòåëÿ
óïðóãèõ âîëí) è îïòèìàëüíûì èñïîëüçîâàíèåì ðåçîíàíñíûõ ñâîéñòâ ñêâàæèíû è
ïëàñòîâûõ ñèñòåì.

Âîïðîñû ýôôåêòèâíîñòè ââîäà ýíåðãèè óïðóãèõ êîëåáàíèé â ñðåäó è íàïðàâ-

ISSN 0203�3755 Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, âûï. 20 (2006)



70 À.Ð. ÑÍÈÖÅÐ

ëåííîãî âèáðîñåéñìè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ íà íåãëóáîêî çàëåãàþùèå çàëåæè íàè-
áîëåå èçó÷åíû ïðè âîçäåéñòâèÿõ ñèëîâîé íàãðóçêîé íà ïîâåðõíîñòü Çåìëè [1, 5,
16]. Â ñåðèè ðàáîò [2�4, 7, 8] ñòàâèòñÿ è ðåøàåòñÿ çàäà÷à ðàçðàáîòêè ýôôåêòèâíî-
ãî ìåòîäà ôîðìèðîâàíèÿ îñòðîíàïðàâëåííîãî èçëó÷åíèÿ â ñòðàòèôèöèðîâàííîì
óïðóãîì ïîëóïðîñòðàíñòâå ïîñðåäñòâîì âàðüèðîâàíèÿ õàðàêòåðèñòèê ïîâåðõíîñò-
íûõ âèáðîèñòî÷íèêîâ.

Ïåðåäà÷à ýíåðãèè â ñðåäó äëÿ ãëóáîêî çàëåãàþùèõ ïëàñòîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ
ïðè ðàçìåùåíèè èñòî÷íèêà èçëó÷åíèÿ â ñêâàæèíå. Ïîýòîìó ïðèêëàäíîé èíòåðåñ
ïðèîáðåòàþò çàäà÷è î öèëèíäðè÷åñêèõ èçëó÷àòåëÿõ è èñòî÷íèêàõ, ðàñïîëîæåííûõ
â ñêâàæèíàõ. Ïðèâåäåì íåêîòîðûå èçâåñòíûå ðàáîòû òàêîãî íàïðàâëåíèÿ.

Ïðîöåññû ïåðåäà÷è ýíåðãèè â ñðåäó ÷åðåç ñêâàæèíó ïðè íèçêî÷àñòîòíîì èçëó-
÷åíèè ñîïðÿæåíû ñ òðóäíîñòÿìè, ñâÿçàííûìè ñ "ìàëîñòüþ"ñêâàæèíû êàê èçëó÷à-
òåëÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèííîé âîçáóæäàåìîé âîëíû. Åñëè èñòî÷íèê óïðóãèõ âîëí
èçëó÷àåò èç ñêâàæèííîé æèäêîñòè, òî ïîëå, ñîçäàâàåìîå â îêðóæàþùåì ïëàñòå,
ýêâèâàëåíòíî ïîëþ áåñêîíå÷íîãî öèëèíäðà, íà ïîâåðõíîñòè êîòîðîãî âîçáóæäåíà
îäíà èç âîçìîæíûõ êîëåáàòåëüíûõ ìîä. Ðåøåíèå òàêîé çàäà÷è ïðèâîäèòüñÿ â [18].

Ðåøåíèÿ çàäà÷ èçëó÷åíèÿ áåñêîíå÷íîãî è êîíå÷íîãî öèëèíäðîâ äëÿ àêóñòè÷åñ-
êèõ ñðåä ïîëó÷åíî â ìîíîãðàôèè E. Ë. Øåíäåðîâà [23]. Çàäà÷à èçëó÷åíèÿ çâóêà
öèëèíäðîì êîíå÷íîé äëèííû ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà òîðöàõ ðàññìîòðåíà
â [10]. Â ìîíîãðàôèè Â. Íîâàöêîãî [15] ðàññìîòðåíà çàäà÷à îá èçëó÷åíèè âîëí
â óïðóãîé ñðåäå ïðè íîðìàëüíîì ãàðìîíè÷åñêîì íàãðóæåíèè âñåé ïîâåðõíîñòè
áåñêîíå÷íîé öèëèíäðè÷åñêîé ïîëîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ýòîì â ñðåäå âîçáóæäàåò-
ñÿ òîëüêî ðàäèàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ âîëíû ïåðåìåùåíèé, ò. å. ïðîäîëüíàÿ âîëíà.
Â [17] ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è î öèëèíäðè÷åñêîì èçëó÷àòåëå,
êîòîðûé ìîäåëèðóåòñÿ ãàðìîíè÷åñêè íàãðóæåííûì (ïî íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè)
êîëüöåâûì ó÷àñòêîì ïîâåðõíîñòè áåñêîíå÷íîé öèëèíäðè÷åñêîé ïîëîñòè â óïðóãîé
ñðåäå. Ïðèâîäÿòñÿ ÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè ïåðåìåùåíèé â òî÷êàõ, ëåæàùèõ íà
ïðÿìîé ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè öèëèíäðà.

Çàäà÷à î ñîñðåäîòî÷åííîì òîðñèîííîì íàãðóæåíèè ïîâåðõíîñòè ñêâàæèíû â
áåñêîíå÷íîé óïðóãîé ñðåäå èññëåäîâàëàñü â [27]. Çäåñü ïîëó÷åíû çàâèñèìîñòè îê-
ðóæíûõ ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé êàê ôóíêöèé ðàññòîÿíèÿ îò èñòî÷íèêà ïðè
çàäàííîé åãî ÷àñòîòå, ðàñïðåäåëåíèå ïåðåìåùåíèé âäîëü ïîâåðõíîñòè ïîëîñòè, à
òàêæå ÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè îòíîñèòåëüíûõ ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé â
çàäàííîé òî÷êå ñðåäû. Â ðàáîòå [21] ðàññìîòðåíà àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ ïîëó-
ïðîñòðàíñòâà ñ ïîëîñòüþ. Ïðîâåäåí àíàëèç âîëíîâîãî ïîëÿ â çàâèñèìîñòè îò êî-
îðäèíàòû òî÷êè íàáëþäåíèÿ è îò ãëóáèíû èñòî÷íèêà. Ïðåäñòàâëåíû ÷àñòîòíûå
çàâèñèìîñòè âîëí íàïðÿæåíèé è ïåðåìåùåíèé. Çàäà÷à î íîðìàëüíîì ãàðìîíè÷å-
ñêîì íàãðóæåíèè êîíå÷íîé ÷àñòè ïîâåðõíîñòè öèëèíäðè÷åñêîé ïîëîñòè â óïðóãîé
ñðåäå èçó÷àëàñü â [20, 26].

Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòàõ î öèëèíäðè÷åñêîì èçëó÷àòåëå â óïðóãîé ñðåäå (ñ îòëè÷-
íûì îò íóëÿ ìîäóëåì ñäâèãà) ìàëî èçó÷åííûìè ÿâëÿþòñÿ âîïðîñû íàïðàâëåííîñòè
èçëó÷åíèÿ, çàâèñèìîñòè ñòðóêòóðû è çíà÷åíèé âîëíîâîãî ïîëÿ îò ïàðàìåòðîâ èñ-
òî÷íèêà, è îñîáî âàæíûé àñïåêò � ýíåðãèÿ èçëó÷åíèÿ, ïåðåäàâàåìàÿ â ñðåäó, è
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âàðüèðîâàíèå åå ðàñïðåäåëåíèÿ ïî òèïàì âîëí. Òàêèå âàæíûå äëÿ ïðàêòèêè àñ-
ïåêòû çàäà÷è èçëó÷åíèÿ èçó÷åíû â ïëîñêîì ñëó÷àå â óïîìÿíóòîé âûøå ðàáîòå [9].
Ïðåäëàãàåìàÿ â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàáîòà ïîñâÿùàåòñÿ èññëåäîâàíèþ óêàçàííûõ
àñïåêòîâ äëÿ öèëèíäðè÷åñêîãî èñòî÷íèêà, ò. å. èññëåäîâàíèþ íàïðàâëåííîñòè âîë-
íîâîãî ïîëÿ åãî ýíåðãåòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê è èõ âçàèìîñâÿçü ñ ïàðàìåòðàìè
èñòî÷íèêà è óïðóãîé ñðåäû.

Áîëüøîé îáúåì ìàòåðèàëà ïîòðåáîâàë åãî ëîãè÷åñêîãî è ôèçè÷åñêîãî ðàçäåëå-
íèÿ íà äâå ÷àñòè, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþòñÿ â äâóõ ïóáëèêàöèÿõ. Â ïåðâîé ÷àñòè
èññëåäóåòñÿ ñòðóêòóðà âîëíîâîãî ïîëÿ íà ïîâåðõíîñòè ïîëîñòè è â äàëüíåé çîíå, à
òàêæå ïðèâîäÿòñÿ äèàãðàììû íàïðàâëåííîñòè èçëó÷åíèÿ è àíàëèç èõ çàâèñèìîñòè
îò ïàðàìåòðîâ âèáðîèçëó÷àòåëÿ. Â ïîñëåäóþùåì âûïóñêå áóäóò ïîëó÷åíû ýíåð-
ãåòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè öèëèíäðè÷åñêîãî èçëó÷àòåëÿ: ðàçäåëåíèå îáùåé, ïðî-
âîäèìîé îò âíåøíåãî èñòî÷íèêà, ìîùíîñòè èçëó÷àòåëÿ ïî òèïàì ðàñïðîñòðàíÿþ-
ùèõñÿ âîëí è ïðîàíàëèçèðîâàíû çàâèñèìîñòè èõ âêëàäîâ îò ôèçè÷åñêèõ è ãåîìåò-
ðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ èçëó÷àòåëÿ.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â äàííîé ðàáîòå ðåøàåòñÿ çàäà÷à î öèëèí-

Ðèñ. 1.

äðè÷åñêîì èçëó÷àòåëå, ðàñïîëîæåííîì íà ÷àñ-
òè ïîâåðõíîñòè áåñêîíå÷íîé êðóãîâîé öèëèí-
äðè÷åñêîé ïîëîñòè â óïðóãîé ñðåäå. Â öèëèí-
äðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñðåäà çàíèìàåò
îáëàñòü−∞ < z < +∞, r ≥ a. Óïðóãèå ñâîéñòâà
ñðåäû îïðåäåëÿþòñÿ ïëîòíîñòüþ ρ, êîýôôèöè-
åíòîì Ïóàñîíà ν è êîíñòàíòàìè Ëàìý Λ, µ.

Öèëèíäðè÷åñêèé èçëó÷àòåëü ìîäåëèðóåòñÿ
êîëüöåâîé îáëàñòüþ |z| ≤ h íà ïîâåðõíîñòè ïî-
ëîñòè r = a, ê êîòîðîé ïî íîðìàëè ïðèëîæåíà
îñåñèììåòðè÷íàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ íàãðóçêà ÷àñòîòû ω � ðèñ. 1. Îñòàëüíàÿ ïîâåðõ-
íîñòü ïîëîñòè ñâîáîäíà îò íàïðÿæåíèé, òàê ÷òî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðèíèìàþò
âèä:

σrr(r, z)

2µ
= f(z) exp(iωt), f(z) ≡ 0, |z| > h, r = a; (1.1)

τrz(r, z) = 0, |z| <∞, r = a. (1.2)

Òàêèì îáðàçîì, íàãðóçêà (1.1) ïîðîæäàåò âîëíû ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé â
ñðåäå è, êàê äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, îñîáûå âîëíû íà ïîâåðõíîñòè öèëèíäðè÷åñêîé
ïîëîñòè. Íàõîæäåíèå âîëíîâîãî ïîëÿ ñìåùåíèé è íàïðÿæåíèé äëÿ òàêîãî èñòî÷-
íèêà ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ êðàåâîé çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàìý:

c22∇2~U + (c21 − c22)grad div~U =
∂2~U

∂t2
−

~X

ρ
, (1.3)
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ãäå ~U(r, z) � âåêòîð ïåðåìåùåíèé, ~X � âåêòîð ìàññîâûõ ñèë, c1 =
√

(Λ + 2µ)/ρ,
c2 =

√
µ/ρ � ñêîðîñòè ïðîäîëüíûõ è ïîïåðå÷íûõ óïðóãèõ âîëí.

Ïåðåéäåì ê ïîòåíöèàëàì Ëàìý [15]:

~U = gradψ0 + rot~ψ, div ~ψ = 0; (1.4)

ãäå ψ0, ~ψ � ñêàëÿðíûé è âåêòîðíûé ïîòåíöèàëû, ïðè÷åì:

~ψ = ψ1~er + ψ2~eϕ + ψ3~ez. (1.5)

Ãàðìîíè÷åñêèé âðåìåííîé ìíîæèòåëü exp(iωt) çäåñü è äàëåå îïóñêàåòñÿ.
Çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé îñåñèììåòðè÷íîé äåôîðìàöèè â ñèëó ÷åãî ψ1 =

ψ3 ≡ 0, Uϕ = τrϕ = τzϕ ≡ 0. Â èòîãå óðàâíåíèå Ëàìý â îòñóòñòâèè ìàññîâûõ ñèë
ñâîäèòñÿ ê äâóì óðàâíåíèÿì Ãåëüìãîëüöà äëÿ ïîòåíöèàëîâ ψ0, ψ2:

[ ∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

∂2

∂z2
+ k2

1δj0 +
(
k2

2 −
1

r2

)
δj2

]
ψj(r, z) = 0, (1.6)

ãäå j = 0; 2, δjk � ñèìâîë Êðîíåêêåðà; k1,2 = ω/c1,2 � âîëíîâûå ÷èñëà ïðîäîëüíûõ
è ïîïåðå÷íûõ óïðóãèõ âîëí.

2. Ôîðìàëüíûå ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è
Ïîòåíöèàëû, óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèÿì (1.6) ðàçûñêèâàåì â âèäå:

ψ0(r, z) =
1

2π

∞∫

−∞

A0(ξ)H
(2)
0 (rβ1) exp(iξz)dξ,

ψ2(r, z) =
1

2π

∞∫

−∞

A2(ξ)H
(2)
1 (rβ2) exp(iξz)dξ,

(2.1)

òàê, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíûå âûðàæåíèÿ â (2.1) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì èçëó÷åíèÿ
Çîììåðôåëüäà íà áåñêîíå÷íîñòè [12] ïî ïåðåìåííîé r ïðè 0 < ξ < k1,2:

lim
r→∞

r1/2
(∂ψ0,2

∂r
+ iβ1,2ψ0,2

)
= 0, β1,2 =

√
k2

1,2 − ξ2, (2.2)

è çàòóõàþò êîãäà r → +∞ ïðè ξ > k1,2. Ýòî äîñòèãàåòñÿ, åñëè âûáðàòü ïîëîæè-
òåëüíûå çíà÷åíèÿ ìíîãîçíà÷íûõ ôóíêöèé β1,2(ξ). Â (2.1) H(2)

0,1 (rβ1,2) � ôóíêöèè
Õàíêåëÿ. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (1.1), (1.2) â ïðåäñòàâëåíèè Ëàìý èìåþò âèä:

[
2
(1

r

∂

∂r
+

∂2

∂z2

)
+ k2

2

]
ψ0 + 2

∂2ψ2

∂r∂z
= −2f(z),

2
∂2ψ0

∂r∂z
−

(
2
∂2

∂z2
+ k2

2

)
ψ2 = 0.

(2.3)
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Óäîâëåòâîðÿÿ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (2.3), èñïîëüçóÿ îáðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ôóðüå, ïîëó÷èì ïëîòíîñòè èíòåãðàëîâ (2.1):

A0(ξ) = −2f̄(ξ)
2ξ2 − k2

2

ξβ1H
(2)
1 (aβ1)∆0(ξ)

, A2(ξ) =
−4if̄(ξ)

H
(2)
1 (aβ2)∆0(ξ)

. (2.4)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî f(z) ïðåäñòàâèìà èíòåãðàëîì Ôóðüå:

f(z) =
1

2π

∞∫

−∞

f̄(ξ)eiξzdξ, f̄(ξ) =

∞∫

−∞

f(z)e−iξzdz. (2.5)

Â (2.3), ∆0(ξ) � îïðåäåëèòåëü Áèî [15, 24, 29]:

∆0(ξ) = 4ξβ2

[
1

aβ2

−H2

]
− 2ξ2 − k2

2

ξ

[
2

a
+

(2ξ2 − k2
2)

β1

H1

]
, (2.6)

ãäå Hj =
H

(2)
0 (βja)

H
(2)
1 (βja)

, j = 1, 2.

Âûðàæàÿ ~U ÷åðåç ïîòåíöèàëû Ëàìý ñîãëàñíî (1.4), ïîëó÷èì:

Ur =
1

π

∞∫

−∞

f̄(ξ)

ξ∆0(ξ)

[
(
2ξ2 − k2

2

)H(2)
1 (β1r)

H
(2)
1 (β1a)

− 2ξ2H
(2)
1 (β2r)

H
(2)
1 (β2r)

]
eiξzdξ, (2.7)

Uz =
−i
π

∞∫

−∞

f̄(ξ)

β1∆0(ξ)

[
(
2ξ2 − k2

2

)H(2)
0 (β1r)

H
(2)
1 (β1a)

+ 2β1β2
H

(2)
0 (β2r)

H
(2)
1 (β2r)

]
eiξzdξ. (2.8)

×àñòíûé ñëó÷àé: îäíîðîäíàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ íàãðóçêà ïî âñåé ïîâåðõíîñòè ïîëî-
ñòè.

Ïîëîæèì â ãðàíè÷íîì óñëîâèè (1.1) ôóíêöèþ íàãðóæåíèÿ íåçàâèñèìîé îò z è
äåéñòâóþùåé ïî âñåé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðè÷åñêîé ïîëîñòè, ò. å.:

f(z) = −p0/2µ = const, z ∈ (−∞,+∞).

Òîãäà òðàíñôîðìàíòà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå èìååò âèä: f̄(ξ) = −πp0δ(ξ)/µ, è
èç (2.6) ïîëó÷àåì ðåøåíèå, ïðåäñòàâëåííîå â ìîíîãðàôèè Â. Íîâàöêîãî [15]:

Ur =
p0

µ

H
(2)
1 (k1r)

k2
2k
−1
1 H

(2)
0 (k1a)− 2a−1H

(2)
1 (k1a)

, Uz ≡ 0. (2.9)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå öèëèíäðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü èçëó÷àåò â ðà-
äèàëüíîì íàïðàâëåíèè (ïåðïåíäèêóëÿðíî îñè öèëèíäðà) â îêðóæàþùóþ ñðåäó
òîëüêî ëèøü ïðîäîëüíûå óïðóãèå âîëíû.
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3. Ïðåäñòàâëåíèÿ ñìåùåíèé êîíòóðíûìè èíòåãðàëàìè.
Êîëåáàíèÿ è âîëíû íà ïîâåðõíîñòè ïîëîñòè

Ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ (2.7), (2.8) äëÿ ïåðåìåùåíèé � ôîðìàëüíû, ò. ê., íå-
ñìîòðÿ íà âûáîð âåòâåé äâóçíà÷íûõ ðàäèêàëîâ β1,2, îíè îñòàþòñÿ íåîäíîçíà÷íûìè
èç-çà íàëè÷èÿ îñîáåííîñòè ξ = ±ξ0, ÿâëÿþùåéñÿ âåùåñòâåííûì êîðíåì äèñïåðñè-
îííîãî óðàâíåíèÿ (2.6): ∆0(ξ) = 0. Ýòîò êîðåíü ïîðîæäàåò ïîâåðõíîñòíóþ âîëíó
íà ïîëîñòè, êîòîðóþ íåîáõîäèìî äîáàâèòü ê ïîëó÷åííîìó ðåøåíèþ. Äëÿ ïîëíîé
êîíêðåòèçàöèè ðåøåíèÿ çàäà÷è, ïîìèìî óñëîâèé èçëó÷åíèÿ, ó÷òåííûõ äëÿ ïðî-
äîëüíûõ è ïîïåðå÷íûõ âîëí, íåîáõîäèìî íå òîëüêî äîáàâèòü ïîâåðõíîñòíóþ âîëíó,
íî è ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû åå ïîòîê ýíåðãèè áûë íàïðàâëåí îò ìåñòà ïðèëîæåíèÿ
íàãðóçêè.

Äëÿ ïðàâèëüíîãî ó÷åòà íàïðàâëåííîñòè ïîâåðõíîñòíîé âîëíû Áèî, à òàêæå
ýôôåêòèâíîãî ñïîñîáà âû÷èñëåíèÿ ñîäåðæàùèõ îñöèëëèðóþùèå ôóíêöèè èíòåã-
ðàëîâ (2.7), (2.8), ïåðåéäåì ê èõ ïðåäñòàâëåíèþ êîíòóðíûìè èíòåãðàëàìè â êîìï-
ëåêñíîé ïëîñêîñòè. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå òàêæå ïîíàäîáèòñÿ â äàëüíåéøåì äëÿ
àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ â äàëüíåé çîíå.

Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà îò ïðîôèëÿ íàãðóçêè f(z) ñóùåñòâåííî çàâèñèò ðåçóëüòàò
ïîëó÷àåìûõ íàìè âûðàæåíèé, ìû áóäåì ÿâíî çàäàâàòü åå âèä. Â äàííîé ðàáîòå
áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîôèëü íàãðóçêè íà ïîâåðõíîñòè r = a, íåçàâèñèìûé îò
êîîðäèíàò ϕ è z öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò:

f(z) = f0 = const, |z| ≤ h; f(z) ≡ 0, |z| > h. (3.1)

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå òàêîé ôóíêöèè èìååò âèä:

f̄(ξ) = 2f0
sin(ξh)

ξ
. (3.2)

Ïðîâåäåì êîíòóðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ èíòåãðàëà (2.7) äëÿ ðàäèàëüíîé êîìïî-
íåíòû âåêòîðà ïåðåìåùåíèé. Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì ïîäûíòåãðàëüíûå âûðàæå-
íèÿ â (2.7) êàê ôóíêöèè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé ζ = ξ + iη, îïðåäåëåííûå íà 4-õ
ëèñòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè. Ñëåäóÿ ïðèíöèïó ïðåäåëüíîãî ïîãëîùåíèÿ [14],
ââåäåì ìàëîå çàòóõàíèå â ñðåäó, òàê ÷òî: k̂1,2 = k1,2 − ik′1,2, ãäå (0 < k′1,2 ¿ k1,2).
Òîãäà òî÷êè âåòâëåíèÿ ξ = ±k1,2 ñìåùàþòñÿ â êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü. Êîìï-
ëåêñíûìè ñòàíîâÿòñÿ è ïîëþñà, ñîîòâåòñòâóþùèå êîðíÿì óðàâíåíèÿ Áèî (2.6):
ζ0 = ±(ξ′0 − iη′0). Ëèñòû ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè ñêëååíû ïî ðàçðåçàì, ïðîâåäåí-
íûì èç 4-õ òî÷åê âåòâëåíèÿ ζ = ±(k1,2 − ik′1,2) äâóçíà÷íûõ ôóíêöèé β1,2 =

√
k̂1,2 − ζ2

â òî÷êè ζ = ∓i∞±0. Çàäàííûå âûøå âåòâè äâóçíà÷íûõ ðàäèêàëîâ çàäàþòñÿ íåðà-
âåíñòâàìè:

Imβ1,2 < 0, Reβ1,2 > 0.

Óêàçàííûé âûáîð âåòâåé îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå óñëîâèé èçëó÷åíèÿ è çàòóõàíèÿ
ðåøåíèé íà áåñêîíå÷íîñòè ïî êîîðäèíàòå r. Ðàçðåçû ïðîâîäèëèñü âäîëü ëèíèé:
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Imβ1,2 = 0, ÷òî ýêâèâàëåíòíî óñëîâèÿì:

Reβ2
1,2 > 0, Imβ2

1,2 = 0

è ñîîòâåòñòâåííî óðàâíåíèÿìè äëÿ ðàçðåçîâ áóäóò:

k2
1,2 − (k′1,2)

2 > ξ2 − η2, ξ · η = −k1,2 · k′1,2.

Ðèñ. 2.

Âûáåðåì ëèñò ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè, íà êîòîðîì Imβ1 < 0, Imβ2 < 0. Âûðà-
çèì ðàäèàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè ïîëîñòè r = a äëÿ ôèêñèðîâàííîãî
íàïðàâëåíèÿ z > h. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñ ó÷åòîì (3.2) ïîä-
ûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â (2.7) óäîâëåòâîðÿåò ëåììå Æîðäàíà ïðè |ζ| → ∞ äëÿ
Imζ > 0, ïîýòîìó áóäåì çàìûêàòü êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ â âåðõíåé ïîëóïëîñêî-
ñòè. Òîãäà èíòåãðàë (2.7) ïî âåùåñòâåííîé îñè çàìåíÿåòñÿ â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè
èíòåãðàëàìè ïî ïåòëÿì L+

1 è L+
2 , âû÷åòîì â òî÷êå ζ = −ζ0 è èíòåãðàëîì ïî äóãå

áîëüøîãî ðàäèóñà (R+), êîòîðûé â ñèëó ëåììû Æîðäàíà èñ÷åçàåò ïðè |ζ| → ∞.
Êîíòóðû èíòåãðèðîâàíèÿ, ïîëþñà è çíàêè Reβ1,2 íà áåðåãàõ ðàçðåçîâ ïîêàçàíû íà
ðèñ. 2.
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Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ìíîæèòåëü − sin(ξh)

ξ2∆0(ξ)
, âõîäÿùèé â ïîäûíòåãðàëüíîå âû-

ðàæåíèå (2.7), íå äàåò îñîáåííîñòè â òî÷êå ξ = 0. Ýòî ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì ïîñëå
âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëîâ:

lim
ξ→0

ξ∆0(ξ) = k2
2

[
2a−1 − k2

2k
−1
1 H

(2)
0 (k1a)/H

(2)
1 (k1a)

] 6= 0, (3.3)

lim
ξ→0

[
sin(ξh)/ξ

]
= h. (3.4)

Â èòîãå, ïîñëå êîíòóðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé è ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà k′1,2 → 0,
ïîëó÷èì:

Ur(a, z) =
2ik2

2 f̄(ξ0)e
−iξ0z

ξ0∆′
0(ξ0)

+
2ik2

2

π

[ k1∫

0

f̄(ξ)e−iξz

ξ|∆+
0 (ξ)|2 (α1V1 + α2V2)dξ+

+

k2∫

k1

f̄(ξ)e−iξz

ξ|∆̃+
0 (ξ)|2

α2V2dξ + i

∞∫

0

f̄(η)e−ηz

η|∆+
0 (iη)|2 (ᾱ1V̄1 + ᾱ2V̄2)dη

]
(3.5)

ãäå

∆′
0(ξ) = (2ξ2 − k2

2)
2(1 +H2

1 )/β2
1 − 4aξ2(1 +H2

2 ) + 8(2ξ2 − k2
2)(H2/β2 −H1/β1), (3.6)

|∆+
0 (ξ)|2 = (α1u1 + α2u2 − c)2 + (α1V1 + α2V2)

2, (3.7)
|∆̃+

0 (ξ)|2 = (α̃1K + α2u2 − c)2 + α2
2V

2
2 , (3.8)

α1 = (2ξ2 − k2
2)

2/ξβ1, α2 = 4ξβ2, c = 2k2
2/ξa, α̃1 = (2ξ2 − k2

2)
2/ξκ1,

κ1 =
√
ξ2 − k2

1, H1,2 = H
(2)
0 (aβ1,2)/H

(2)
1 (aβ1,2), K = K0(aκ1)/K1(aκ1),

uj = uj(βj) =
[
J0(βja)J1(βja) + Y0(βja)Y1(βja)

]∣∣H(2)
1 (βja)

∣∣−2
, (3.9)

Vj = Vj(βj) = 2/πaβj

∣∣H(2)
1 (βja)

∣∣2, (3.10)

Jj(x), Yj(x), H(1,2)
1 (x) � öèëèíäðè÷åñêèå ôóíêöèè 1-ãî, 2-ãî, è 3-ãî ðîäà. Kj(x) �

ôóíêöèè Ìàêäîíàëüäà.

|∆+
0 (iη)|2 = (ᾱ1ū1 − ᾱ2ū2 − c̄)2 + (ᾱ1V̄1 − ᾱ2V̄2)

2, (3.11)

ūj = uj(β̄j), V̄j = Vj(β̄j), β̄j =
√
η2 + k2

j ,

ᾱ1 = (2η2 + k2
2)

2/ηβ̄1, ᾱ2 = 4ηβ̄2, c̄ = 2k2
2/ηa.

Ïðîàíàëèçèðóåì ñòðóêòóðó ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ (3.5) äëÿ ðàäèàëüíîé ñîñ-
òàâëÿþùåé âåêòîðà ïåðåìåùåíèé íà ïîâåðõíîñòè ïîëîñòè â îáëàñòè z ∈ (h,+∞).
Ïåðâûé ÷ëåí â (3.5) ïðåäñòàâëÿåò áåãóùóþ âäîëü ïîëîæèòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ
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îñè oz, ñ ôàçîâîé ñêîðîñòüþ V = ω/ξ0, ïîâåðõíîñòíóþ âîëíó (âîëíó Áèî). Äâà
ïîñëåäóþùèõ ÷ëåíà ñîîòâåòñòâóþò èíòåãðàëüíîé ñóïåðïîçèöèè áåãóùèõ âîëí ñ
âîëíîâûìè ÷èñëàìè ξ ∈ (0, k2). Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå � èíòåãðàëüíàÿ ñóïåðïîçè-
öèÿ ñòîÿ÷èõ âîëí ñ êîìïëåêñíîé àìïëèòóäîé ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàþùèõ âäîëü
ïîëîæèòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ îñè oz.

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå z ∈ (−h,−∞) êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ ñëåäóåò çàìûêàòü
â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè (ðèñ. 2). Ïðîâåäÿ àíàëîãè÷íûå êîíòóðíûå ïðåîáðàçî-
âàíèÿ èíòåãðàëà (2.7), ìû ïîëó÷èì êà÷åñòâåííî àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò. Òåïåðü
áåãóùèå ïî ïîâåðõíîñòè âîëíû áóäóò ðàñïðîñòðàíÿòñÿ ïðîòèâ ïîëîæèòåëüíîãî
íàïðàâëåíèÿ îñè oz, ò. å., êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, îò èñòî÷íèêà âîëí.

Ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ ðàäèàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé âåêòîðà ïåðåìåùåíèé íà
ïîâåðõíîñòè êîëüöåâîé îáëàñòè |z| ≤ h. Íà ïîâåðõíîñòè òàêîé îáëàñòè ïîäûíòåã-
ðàëüíîå âûðàæåíèå èíòåãðàëà (2.7) ñ ó÷åòîì âèäà òðàíñôîðìàíòû Ôóðüå (3.2)
íå óäîâëåòâîðÿåò ëåììå Æîðäàíà ïðè |ζ| → ∞ íè â âåðõíåé, íè â íèæíåé ïîëó-
ïëîñêîñòÿõ. Ïîýòîìó äëÿ êîíòóðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé èíòåãðàëà (2.7) íåîáõîäèìî
ñïåöèàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå åãî ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ. Ìîæíî ïîêàçàòü,
÷òî ïðè ÷åòíîé ôóíêöèè íàãðóæåíèÿ f(−z) = f(z) òðàíñôîðìàíòà Ôóðüå f̄(ξ)
ïðåäñòàâèìà â âèäå [9]:

f̄(ξ) = f1(ξ) exp(iξh) + f ∗1 (ξ) exp(−iξh), (3.12)

f1(ξ) = f0/iξ, f ∗1 (ξ) = −f0/iξ. (3.13)

Ïîäñòàâèì ïðåäñòàâëåíèå (3.12), (3.13) â âûðàæåíèå (2.7) äëÿ Ur(r, z) íà ïîâåðõ-
íîñòè ïîëîñòè r = a è ðàçîáüåì åãî íà äâà èíòåãðàëà:

Ur(a, z) = −k
2
2f0

iπ

[ ∞∫

−∞

eiξ(z+h)

ξ2∆0(ξ)
dξ −

∞∫

−∞

eiξ(z−h)

ξ2∆0(ξ)
dξ

]
. (3.14)

Äàííîå ïðåäñòàâëåíèå ïîçâîëÿåò ïðè êîíòóðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ èíòåãðàëîâ óäîâ-
ëåòâîðèòü ëåììå Æîðäàíà äëÿ 1-ãî èíòåãðàëà â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, äëÿ 2-ãî
� â íèæíåé. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ z > h â ïîäûíòåãðàëüíûõ âûðà-
æåíèÿõ (3.14) ïîÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ îñîáåííîñòü â òî÷êå ξ = 0, ò. ê. òåïåðü
ëèøü ïðåäåë (3.3) äàåò êîíñòàíòó, à åùå îäíà ïåðåìåííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ξ â
çíàìåíàòåëå â òî÷êå íîëü íè÷åì íå êîìïåíñèðóåòñÿ.

Îïèøåì êîíòóðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ èíòåãðàëîâ (3.14). Ïåðâûé èíòåãðàë â (3.14)
çàìåíÿåòñÿ â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè èíòåãðàëàìè ïî ïåòëÿì L+

1 è L+
2 , âû÷åòîì â

òî÷êå ζ = −ζ0, èíòåãðàëîì ïî äóãå áîëüøîãî ðàäèóñà R+ è èíòåãðàëîì ïî äóãå
ïîëóîêðóæíîñòè ìàëîãî ðàäèóñà ε ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò (îáõîä íóëÿ íå
ïîêàçàí íà ðèñ. 2.). Ïîñëå ïðåäåëüíûõ ïåðåõîäîâ |ζ| → ∞ è ε→ 0 èíòåãðàë ïî äóãå
R+ èñ÷åçàåò â ñèëó ëåììû Æîðäàíà, à èíòåãðàë ïî äóãå ðàäèóñà ε äàåò ïîëîâè-
íó âû÷åòà â òî÷êå ξ = 0 ñî çíàêîì, ñîîòâåòñòâóþùèì íàïðàâëåíèþ îáõîäà. Âòîðîé
èíòåãðàë â (3.14) ïðåîáðàçóåòñÿ àíàëîãè÷íî â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè è çàìåíÿåòñÿ
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â ðåçóëüòàòå èíòåãðàëàìè ïî ïåòëÿì L−1 è L−2 , âû÷åòîì â òî÷êå ζ = ζ0 è ïîëîâè-
íîé âû÷åòà â òî÷êå ξ = 0 ñ ñîîòâåòñòâóþùèì çíàêîì. Â èòîãå ïîñëå ïðåäåëüíûõ
ïåðåõîäîâ |ζ| → ∞, ε→ 0 è k′1,2 → 0 âìåñòî èíòåãðàëîâ (3.14) ïîëó÷èì:

Ur(a, z) = 2k2
2f0

e−iξ0h

ξ2
0∆

′
0(ξ0)

cos(ξ0z)− 2k2
2f0

ξ∆0(ξ)

∣∣∣∣∣
ξ=0

+

+
2k2

2f0

π

[ k1∫

0

(α1V1 + α2V2)

ξ2|∆+
0 (ξ)|2 e−iξh cos(ξz)dξ +

k2∫

k1

α2V2

ξ2|∆̃+
0 (ξ)|2

e−iξh cos(ξz)dξ

]
, (3.15)

ãäå âñå âåëè÷èíû è îáîçíà÷åíèÿ îïèñàíû âûøå â (3.6)�(3.10).
Ïðîàíàëèçèðóåì ñòðóêòóðó ðàäèàëüíûõ ïåðåìåùåíèé íà ïîâåðõíîñòè êîëüöå-

âîé îáëàñòè (ïîâåðõíîñòü íàãðóæåíèÿ ïîëîñòè).
Ïåðâûé ÷ëåí â ïîëó÷åííîì âûðàæåíèè (3.15) ïðåäñòàâëÿåò ñòîÿ÷óþ ïîâåðõ-

íîñòíóþ âîëíó (âîëíó Áèî) ñ êîìïëåêñíîé àìïëèòóäîé, çàâèñÿùåé îò êîîðäèíàòû
z ïî êîñèíóñîèäàëüíîìó çàêîíó.

Âòîðîå ñëàãàåìîå â âûðàæåíèè (3.15) îáÿçàíî âû÷åòó â òî÷êå ξ = 0 è ñîîò-
âåòñòâóåò âûíóæäåííûì êîëåáàíèÿì êîëüöåâîé îáëàñòè |z| ≤ h ñ ïîñòîÿííûì, íå
çàâèñÿùèì îò z ìîäóëåì êîìïëåêñíîé àìïëèòóäû:

M =

∣∣∣∣∣
2k2

2f0

ξ∆0(ξ)

∣∣∣∣∣
ξ=0

= 2f0

∣∣∣∣∣
H

(2)
1 (k1r)

k2
2k
−1
1 H

(2)
0 (k1a)− 2a−1H

(2)
1 (k1a)

∣∣∣∣∣
r=a

. (3.16)

Âûðàæåíèå (3.16) ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî êîýôôèöèåíòà ñîâïàäàåò ñ ìîäóëåì
êîìïëåêñíîé àìïëèòóäû êîëåáàíèé ïîâåðõíîñòè áåñêîíå÷íîé öèëèíäðè÷åñêîé ïî-
ëîñòè â çàäà÷å î ïîñòîÿííîì íîðìàëüíîì ãàðìîíè÷åñêîì íàãðóæåíèè âñåé ïîâåðõ-
íîñòè ïîëîñòè −∞ < z < +∞, ðàññìîòðåííîé Â. Íîâàöêèì â [15]. Â íàøåì ñëó÷àå
êîëåáëåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé àìïëèòóäîé ïîâåðõíîñòü òîé ÷àñòè ïîëîñòè êîëüöåâîé
ïîâåðõíîñòè |z| ≤ h, ê êîòîðîé ïðèëîæåíà íàãðóçêà. Îòìåòèì, ÷òî â íå îáëàñòè
íàãðóæåíèÿ ïîëîñòè (|z| > h) òàêàÿ êîëåáàòåëüíàÿ ìîäà â ðàäèàëüíîé êîìïîíåí-
òå (3.5) ïåðåìåùåíèÿ ïîâåðõíîñòè ïîëîñòè îòñóòñòâîâàëà.

Òðåòüå è ÷åòâåðòîå ñëàãàåìûå â âûðàæåíèè (3.15) ïðåäñòàâëÿþò èíòåãðàëüíóþ
ñóïåðïîçèöèþ ñòîÿ÷èõ âîëí (ñ àìïëèòóäîé, çàâèñÿùåé îò z) íà êîëüöåâîé ïîâåðõ-
íîñòè, êîòîðûå îòâå÷àþò çà èçëó÷åíèå â óïðóãóþ ñðåäó îáúåìíûõ âîëí.

Àíàëîãè÷íî ïðåîáðàçîâàíèÿì èíòåãðàëîâ â (2.7) � Ur(a, z), ïðåîáðàçóåòñÿ âû-
ðàæåíèå (2.8) � êîìïîíåíòà ïåðåìåùåíèé Uz(a, z), êîòîðàÿ èìååò ïîäîáíóþ ñòðóê-
òóðó è â ñèëó ýòîãî, à òàêæå èç-çà ãðîìîçäêîñòè çäåñü íå ïðèâîäèòñÿ.

Ñ öåëüþ ïðîâåðêè ïîëó÷åííûõ íàìè ðåçóëüòàòîâ áûëè âû÷èñëåíû ïðåäåëû
âûðàæåíèé (3.5) è (3.15) ðàäèàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ ïåðåìåùåíèé íà ïîëîñòè ïðè
óñòðåìëåíèè ðàäèóñà ïîëîñòè ê áåñêîíå÷íîñòè: a→∞. Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à îá
èçëó÷åíèè âîëí íîðìàëüíûì íàãðóæåíèåì êîëüöåâîé ïîëîñû íà ïîâåðõíîñòè ñêâà-
æèíû â áåñêîíå÷íîé óïðóãîé ñðåäå ïåðåõîäèò â çàäà÷ó Ëýìáà, î äåéñòâèè íà ïî-
ëóïðîñòðàíñòâî íîðìàëüíîé íàãðóçêè ïî áåñêîíå÷íîé ïîëîñå êîíå÷íîé øèðèíû,
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èññëåäîâàííîé â ìîíîãðàôèè [9]. Ïðè ýòîì ïîâåðõíîñòíàÿ âîëíà Áèî ïåðåõîäèò â
âîëíó Ðýëåÿ [28]:

lim
a→∞

∆0(ξ) = i∆R(ξ)/ξβ1, lim
a→∞

∆′
0(ξ0) = −∆′

R(ξR)/ξR

√
ξ2
R − k2

1,

ãäå ∆R(ξ) � îïðåäåëèòåëü Ðýëåÿ. Âûðàæåíèÿ (3.5) è (3.15) ïåðåõîäÿò â âûðàæåíèÿ
äëÿ íîðìàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ âåêòîðà ïåðåìåùåíèé íà ïîâåðõíîñòè ïîëóïðîñò-
ðàíñòâà âíå îáëàñòè íàãðóæåíèÿ è ïåðåìåùåíèé íà ïîâåðõíîñòè áåñêîíå÷íîé ïî-
ëîñû íàãðóæåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî [9].

4. Âûðàæåíèÿ äëÿ ñìåùåíèé â äàëüíåì ïîëå
Âû÷èñëåíèå ïåðåìåùåíèé â äàëüíåì ïîëå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ äëÿ èçó÷åíèÿ

äèàãðàìì íàïðàâëåííîñòè èçëó÷åíèÿ è â ñâÿçè ñ âîïðîñîì î ðàñïðåäåëåíèè ýíåð-
ãèè èçëó÷åíèÿ ïî òèïàì âîëí. Â äàëüíåì ïîëå (èç-çà áîëüøèõ çíà÷åíèé àðãóìåí-
òîâ öèëèíäðè÷åñêèõ ôóíêöèé) ñèëüíî îñöèëèðóþò ïîäûíòåãðàëüíûå âûðàæåíèÿ
â èíòåãðàëàõ, âîçíèêàþùèõ â ðåçóëüòàòå òî÷íûõ êîíòóðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, îïè-
ñàííûõ âûøå, ÷òî îñëîæíÿåò âû÷èñëåíèå êîìïîíåíò ïåðåìåùåíèé. Èñïîëüçîâàíèå
àñèìïòîòè÷åñêîãî ìåòîäà íàèáûñòðåéøåãî ñïóñêà ïðè âû÷èñëåíèè êîíòóðíûõ èí-
òåãðàëîâ â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ýôôåêòèâíûå âûðàæåíèÿ
äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé â äàëüíåì ïîëå. Â óïîìÿíóòîé âûøå
çàäà÷å Ëýìáà äëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà áûëè ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ
ñìåùåíèé â äàëüíåì ïîëå, ÷òî ïîçâîëèëî ðàçäåëèòü è îöåíèòü âêëàäû ýíåðãèé ïî
òèïàì âîëí. Ïðîâåäåì òàêîé àíàëèç äëÿ ñëó÷àÿ íàãðóæåíèÿ ïîâåðõíîñòè öèëèíä-
ðè÷åñêîé ïîëîñòè â áåñêîíå÷íîé óïðóãîé ñðåäå.

Ñëåäóÿ ìåòîäó íàèáûñòðåéøåãî ñïóñêà [22], äëÿ îöåíêè ïåðåìåùåíèé â äàëüíåì
ïîëå áóäåì ïðåäñòàâëÿòü Ur(r, z), Uz(r, z) â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ζ êîíòóðíûìè
èíòåãðàëàìè âèäà:

Ðèñ. 3.

I(R) =

∫

L

Φ(ζ) exp[Rq(ζ)]dζ, (4.1)

ãäå Φ(ζ) è q(ζ) � àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè êîìï-
ëåêñíîé ïåðåìåííîé ζ âäîëü ïóòè èíòåãðèðî-
âàíèÿ L, óõîäÿùåãî êîíöàìè â áåñêîíå÷íîñòü;
R � áîëüøîé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð. Ñ öå-
ëüþ òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ çàìåíèì â (2.7), (2.8)
ôóíêöèè Õàíêåëÿ ïåðåìåííîé r èõ àñèìïòîòè-
÷åñêèìè âûðàæåíèÿìè ïðè r →∞:

H
(2)
1 (βr) ∼

√
2/πβr exp[−i(βr − 3π/4)],

H
(2)
0 (βr) ∼

√
2/πβr exp[−i(βr − π/4)]. (4.2)
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Ïåðåéäåì îò öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (r, ϕ, z) � ê îðòîãîíàëüíîé ñèñ-
òåìå êîîðäèíàò (R,ϕ, ϑ):

r = a+R cosϑ, ϕ = ϕ, z = R sinϑ; (4.3)

R =
√

(r − a)2 + z2, ϕ = ϕ, ϑ = arcsin(z/
√

(r − a)2 + z2). (4.4)

Ïåðåìåùåíèå â äàëüíåì ïîëå áóäåì õàðàêòåðèçîâàòü êîîðäèíàòàìè (R, ϑ) � ðèñ. 3.
Çàâèñèìîñòü îò óãëîâîé êîîðäèíàòû ϕ, â ñèëó îñåâîé ñèììåòðèè, ïî-ïðåæíåìó
îòñóòñòâóåò. Â ñèëó ñêàçàííîãî, ïðåäñòàâèì ðàäèàëüíîå ïåðåìåùåíèå (2.7) â âèäå
èíòåãðàëà òèïà (4.1) íà âåùåñòâåííîé îñè â êîîðäèíàòàõ (R, ϑ):

Ur(R, ϑ) =
( 2

π

) 3
2 f0√

a+R cosϑ

2∑
j=1

∞∫

−∞

Φj(ξ) exp[Rqj(ξ)]dξ (4.5)

Φ1(ξ) = −(2ξ2 − k2
2)ϕ1(ξ), Φ2(ξ) = 2ξ2ϕ2(ξ),

ϕj(ξ) =
sin(ξh) exp[i(3π/4− βja)]

ξ2
√
βj∆0(ξ)H

(2)
1 (βja)

,

qj(ξ) = i(ξ sinϑ− βj cosϑ), βj =
√
k2

j − ξ2. (4.6)

Ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âåùåñòâåííîé îñè â (4.5) çàìåíÿåì ïóòÿìè ïî ïåòëÿì
L+

1 è L+
2 â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ζ (ðèñ. 2). Çàìåòèì, ÷òî â äàëüíåì ïîëå �

R =
√

(r − a)2 + z2 À h, z > h òàê, ÷òî äëÿ âûïîëíåíèÿ ëåììûÆîðäàíà ïðè êîí-
òóðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ èíòåãðàëîâ (4.5) íå íàäî ïîëüçîâàòüñÿ ïðåäñòàâëåíè-
åì (3.12) è èíòåãðèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè.

Èñïîëüçóÿ òåõíèêó ìåòîäà ïåðåâàëà [22], íàéäåì ñåäëîâûå òî÷êè ζñåäj ôóíêöèé
qj(ζ), à çàòåì çíà÷åíèÿ ýòèõ ôóíêöèé è èõ âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ â ñåäëîâûõ òî÷êàõ:

q′j(ζ) = 0 → ζñåäj = ±kj sinϑ,

qj(ζ
ñåä
j ) = −ikj, q′′j (ζ

ñåä
j ) = i/kj cos2 ϑ, j = 1, 2.

(4.7)

Ïðè âû÷èñëåíèè 1-ãî èíòåãðàëà â (4.5) (j = 1) ïî ïåòëå L+
1 âîêðóã òî÷êè âåòâ-

ëåíèÿ k1, îáùåé äëÿ ôóíêöèé q1(ζ) è Φ1(ζ), âîñïîëüçóåìñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì ïðåä-
ñòàâëåíèåì èíòåãðàëîâ òèïà (4.1) [22]:

I(R) ≈ ±
√

2π

R|q′′1(ζñåä1 )|Φ1(ζ
ñåä
1 ) exp

{
Rq1(ζ

ñåä
1 ) + i

π

4
sign[Imq′′1(ζ

ñåä
1 )]

}
, (4.8)

îòêóäà âèäíî, ÷òî Ur(R), ñ ó÷åòîì âûðàæåíèÿ (4.5) óáûâàåò êàê 1/
√
R(a+R cosϑ).

Ïðè âû÷èñëåíèè ýòîãî æå èíòåãðàëà ïî ïåòëå L+
2 , âîêðóã òî÷êè âåòâëåíèÿ k2,

ôóíêöèÿ q1(ζ) � ðåãóëÿðíà, â òî âðåìÿ êàê ôóíêöèÿ −∆0(ζ) (à âìåñòå ñ íåé è
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Φ1(ζ)) èìååò òî÷êó âåòâëåíèÿ k2. Â òàêîì ñëó÷àå ïðàâîìåðíà äðóãàÿ àñèìïòîòè-
÷åñêàÿ îöåíêà [22]:

I(R) ≈ ± 2
√
π√

R3|q′1(ζâ)|3
[
(ζ − ζâ)

1/2
]
Φ′(ζâ)× exp

{
Rq1(ζâ)− i

3

2
arg[−q′1(ζâ)]

}
(4.9)

Â ýòîì ñëó÷àå Ur(R) áóäåò óáûâàòü êàê 1/
√
R3(a+R cosϑ), ïîýòîìó, îãðàíè÷èâà-

ÿñü ãëàâíûìè ÷ëåíàìè àñèìïòîòèêè, èíòåãðàëîì ïî ïåòëå L+
2 ïðåíåáðåãàåì. Ïðè

âû÷èñëåíèè âòîðîãî èíòåãðàëà â (4.5) j = 2 äëÿ ôóíêöèé q2(ζ) è Φ2(ζ) îáùåé òî÷-
êîé âåòâëåíèÿ áóäåò ζ = k2 è ðàññóæäåíèÿ, ïîäîáíûå èçëîæåííûì âûøå, ïðèâîäÿò
ê îòáðàñûâàíèþ èíòåãðàëà ïî ïåòëå L+

1 . Â èòîãå àñèìïòîòè÷åñêîå âûðàæåíèå èí-
òåãðàëîâ (4.5), ñ ó÷åòîì ëèøü ãëàâíûõ ÷ëåíîâ àñèìïòîòèêè, ïðèíèìàåò âèä:

Ur(R, ϑ) ∼ 1√
R(R cosϑ+ a)

{γ1 cosϑ exp[−ik1(R + a cosϑ)]−

− γ2 sinϑ exp[−ik2(R + a cosϑ)]}. (4.10)

Ïðåäñòàâëÿÿ z-êîìïîíåíòó âåêòîðà ïåðåìåùåíèé â äàëüíåì ïîëå â ôîðìå êîí-
òóðíîãî èíòåãðàëà òèïà (4.1) ïîñðåäñòâîì àñèìïòîòè÷åñêîé çàìåíû ôóíêöèé Õàí-
êåëÿ ïî ôîðìóëàì (4.2) è ïåðåõîäà ê êîîðäèíàòàì (R,ϕ, ϑ), äëÿ Uz(R, ϑ) ïîëó÷èì
âûðàæåíèå àíàëîãè÷íîå (4.5), êîòîðîå çäåñü íå ïðèâîäèì. Äàëåå, ïîâòîðÿÿ ïóòü
àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêè ïîëó÷åííûõ èíòåãðàëîâ, êàê ýòî äåëàëîñü äëÿ ðàäèàëü-
íîé êîìïîíåíòû (4.5), äëÿ Uz(R, ϑ) ïîëó÷èì àñèìïòîòè÷åñêîå âûðàæåíèå:

Uz(R, ϑ) ∼ 1√
R(R sinϑ+ a)

{γ1 sinϑ exp[−ik1(R + a cosϑ)]+

+ γ2 cosϑ exp[−ik2(R + a cosϑ)]}. (4.11)

Â (4.10), (4.11) êîýôôèöèåíòû γ1, γ2 èìåþò âèä:

γ1 =
2

π

k1f̄(k1 sinϑ)(2 sin2 ϑ− k2)

sinϑ
√

cosϑ∆0(k1 sinϑ)H
(2)
1 (k1a sinϑ)

, k = k2/k1,

γ2 =
2

π

2k2f̄(k2 sin θ)
√

cosϑ

∆0(k2 sinϑ)H
(2)
1 (k2a sinϑ)

.

(4.12)

5. Ïîëå ñìåùåíèé ïî íàïðàâëåíèÿì êîîðäèíàòíûõ îñåé R, ϑ

Ñòðóêòóðà âîëíîâîãî ïîëÿ â äàëüíåì ïîëå ñòàíîâèòñÿ áîëåå ÿñíîé, åñëè îò
êîìïîíåíò ïî íàïðàâëåíèÿì öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ~er,~eϕ,~ez ïåðåéòè
ê îðòàì ~eR, ~eϕ, ~eϑ îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (R,ϕ, ϑ):

∥∥∥∥∥∥

UR

Uϕ

Uϑ

∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥

cosϑ 0 sinϑ
0 1 0

− sinϑ 0 cosϑ

∥∥∥∥∥∥
·
∥∥∥∥∥∥

Ur

0
Uz

∥∥∥∥∥∥
(5.1)
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Ïî íàïðàâëåíèÿì ēR, ēϕ, ēϑ êîìïîíåíòû âåêòîðà ïåðåìåùåíèé ïðèíèìàþò âèä:

UR(R, ϑ) =
γ1√

R(R cosϑ+ a)
exp[−ik1(R + a cosϑ)], Uϕ = 0, (5.2)

Uϑ(R, ϑ) =
γ2√

R(R cosϑ+ a)
exp[−ik2(R + a cosϑ)]. (5.3)

Èç ôîðìóë (5.2), (5.3) âèäíî, ÷òî íà áîëüøîì ðàññòîÿíèè îò ïðèëîæåííîé ê ïî-
ëîñòè íàãðóçêè, ïðîäîëüíûå âîëíû âûçûâàþò ïðåèìóùåñòâåííî ðàäèàëüíûå ñìå-
ùåíèÿ UR, à ïîïåðå÷íûå âîëíû � ïåðïåíäèêóëÿðíûå ê UR ñìåùåíèÿ Uϑ.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè ∆0(k2 sinϑ) â (5.3) íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü çíàêè
Reβ2 íà âûáðàííîì ëèñòå ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè. Àñèìïòîòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ
(5.2), (5.3) ñïðàâåäëèâû íà ðàññòîÿíèÿõ áîëüøèõ ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé óïðóãèõ
âîëí (RÀ λ1,2) è ðàçìåðîâ îáëàñòè íàãðóæåíèÿ (RÀ 2h), à òàêæå â ïðåäïîëîæå-
íèè k1,2R(1− sinϑ) À 1 (óñëîâèå îòíîñèòåëüíîé îòäàëåííîñòè òî÷åê âåòâëåíèÿ è
ñåäëîâûõ òî÷åê [9, 22]). Àñèìïòîòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ (5.2), (5.3) íåïðèãîäíû äëÿ
âû÷èñëåíèÿ äàëüíåãî ïîëÿ â òî÷êàõ ïîâåðõíîñòè ïîëîñòè (r = a, z À h). Â ýòîì
ñëó÷àå íàäî îòäåëüíî ïîëó÷àòü àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû.

6. Âûðàæåíèÿ äëÿ íàïðÿæåíèé â äàëüíåì ïîëå â
êîîðäèíàòàõ R, ϑ

Íàéäåì íåêîòîðûå êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé â êîîðäèíàòàõ (R,ϕ, ϑ) â
äàëüíåì ïîëå, êîòîðûå ïîíàäîáÿòñÿ äàëåå. Äëÿ ýòîãî íàéäåì äèàãîíàëüíûå ýëå-
ìåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà:

gi,j =
∑

k

∂xk

∂αi

∂xk

∂αj

, (6.1)

îïðåäåëÿþùèå ïåðåõîä îò äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò: x1 = r cosϕ = (a+R cosϑ) cosϕ,
x2 = r sinϕ = (a+R cosϑ) sinϕ, x3 = z = R sinϑ ê êîîðäèíàòàì α1 = R, α2 = ϕ,
α3 = ϑ. Ïîëàãàÿ ïî-ïðåæíåìó, â ñèëó îñåâîé ñèììåòðèè, ∂/∂ϕ ≡ 0, ïîëó÷èì:

g11 = 1, g22 = (a+R cosϑ)2, g33 = R2. (6.2)

Èñõîäÿ èç çàêîíà Ãóêà â ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò [13], çàïèñûâàÿ åãî â
êîîðäèíàòàõ αj, äëÿ êîìïîíåíò σRR è τRϑ ïîëó÷èì:

σRR = µk2∂Ur

∂R
+

2νµ

1− 2ν

[
1

R

(
∂Uϑ

∂ϑ
+UR

)
+

1

a+R cosϑ

(
UR cosϑ− Uϑ

R
sinϑ

)
]
, (6.3)

τRϑ = µ

[
∂Uϑ

∂R
+

1

R

(
∂Uϑ

∂ϑ
− Uϑ

)]
. (6.4)
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Ïîäñòàâëÿÿ â (6.3), (6.5) àñèìïòîòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ (5.2), (5.3) äëÿ UR, Uϑ è
îãðàíè÷èâàÿñü ãëàâíûìè ÷ëåíàìè àñèìïòîòèêè, ïîëó÷èì:

σRR(R, ϑ) = −ik1µk
2 γ1√

R(R cosϑ+ a)
exp[−ik1(R + a cosϑ)], (6.5)

τRϑ(R, ϑ) = −ik2µ
γ2√

R(R cosϑ+ a)
exp[−ik2(R + a cosϑ)]. (6.6)

Êàê âèäíî èç (6.5), (6.6) äëÿ äàííûõ êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé èìååò ìåñòî
ðàçäåëåíèå ïî òèïàì âîëí: σRR ñîîòâåòñòâóåò P -âîëíå, τRϑ � S-âîëíå.

7. Íàïðàâëåííîñòü èçëó÷åíèÿ. Äèàãðàììû íàïðàâëåííîñòè
Íà îñíîâå ïðîâåäåííîãî íàìè àñèìïòîòè÷åñêîãî àíàëèçà ðåøåíèé è ââåäåíèÿ

ñèñòåìû êîîðäèíàò (R,ϕ, ϑ) íàì óäàëîñü ðàçäåëèòü âîëíû â äàëüíåé çîíå íà ïðî-
äîëüíûå è ïîïåðå÷íûå. Âäîëü ðàäèàëüíîãî íàïðàâëåíèÿ R îñíîâíîé âêëàä â ñìå-
ùåíèÿ äàþò ïðîäîëüíûå âîëíû UR(R, ϑ)�(5.2), à â ïåðïåíäèêóëÿðíîì åìó íàïðàâ-
ëåíèè � ïîïåðå÷íûå âîëíû Uϑ(R, ϑ)�(5.3). Èç âûðàæåíèé (5.2), (5.3) î÷åâèäíî,
÷òî íàïðàâëåííîñòü èçëó÷åíèÿ (çàâèñèìîñòü ìîäóëÿ ñìåùåíèé îò óãëà ϑ ìåæäó
íîðìàëüþ ê ïîâåðõíîñòè ñêâàæèíû è ðàäèàëüíûì íàïðàâëåíèåì R) ñóùåñòâåííî
çàâèñèò îò ðàñïðåäåëåíèÿ íàãðóçêè f(z) ïî êîëüöåâîé ïîâåðõíîñòè |z| ≤ h ïîëîñòè.
Â äàííîé ñòàòüå ìû ïðîàíàëèçèðóåì ñëó÷àé ïîñòîÿííîãî ïðîôèëÿ íàãðóçêè êîëü-
öà (3.1), äëÿ êîòîðîé ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå èìååò âèä (3.2), òàê ÷òî â âûðàæåíè-
ÿõ (5.1) ñîîòâåòñòâóþùèå òðàíñôîðìàíòû ïðèìóò âèä:

f̄(k1,2 sinϑ) = 2f0 sin(k1,2h sinϑ)/(k1,2 sinϑ). (7.1)

Íàìè áóäåò òàêæå ðàññìîòðåí ïðåäåëüíûé ñëó÷àé ñîñðåäîòî÷åííîé íàãðóçêè, êî-
ãäà h→ 0. Òîãäà òðàíñôîðìàíòà (3.2) ïðèíèìàåò âèä:

lim
h→0

f̄(k1,2 sinϑ) = 2f0h = Q (7.2)

è íàïðàâëåííîñòü èçëó÷åíèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ ìîäóëÿìè êîìïîíåíò ñìåùåíèé:

U(0)
R =

k1|2 sin2 ϑ− k2
2/k

2
1|

sinϑ
√
R cosϑ(R cosϑ+ a)|∆0(k1 sinϑ)H

(2)
1 (k1a sinϑ)|

, (7.3)

U(0)
θ =

k2

√
cosϑ√

R(R cosϑ+ a)|∆0(k2 sinϑ)H
(2)
1 (k2a sinϑ)|

. (7.4)

Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíî óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå ìîäóëåé êîìïîíåíò ïåðåìåùåíèé â
äàëüíåé çîíå óïðóãîé ñðåäû ñ êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà ν = 0.25 ïðè ñîñðåäîòî-
÷åííîì âîçäåéñòâèè íà ïîâåðõíîñòü ñêâàæèíû. Â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè ïîêàçàíî
ðàñïðåäåëåíèå ñìåùåíèé äëÿ ðàäèàëüíûõ êîìïîíåíò (P -âîëíû), â ëåâîé � äëÿ
îêðóæíûõ (S-âîëíû). Ëèíèè 1, 2, 3 îòâå÷àþò áåçðàçìåðíûì ÷àñòîòàì ÷àñòîòàì
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Ω = k2a = 1.7; 10; 30. Èç äèàãðàìì âèäíî, ÷òî ñ ðîñòîì Ω íàïðàâëåííîñòü èçëó÷å-
íèÿ P -âîëí íå èçìåíÿåòñÿ, à ðàñòåò ëèøü èõ àìïëèòóäà. Íàïðàâëåííîñòü èçëó÷å-
íèÿ S-âîëí èìååò ñâîåîáðàçíûé õàðàêòåð: îòñóòñòâóåò â íîðìàëüíîì íàïðàâëåíèè
è íàõîäèòñÿ ïðèáëèçèòåëüíî â ïðåäåëàõ óãëîâ π/4 < |ϑ| < π/2, à èõ àìïëèòóäà,
êàê è äëÿ P -âîëí ðàñòåò ñ ÷àñòîòîé.

Ðèñ. 4. Äèàãðàììû íàïðàâëåííîñòè èçëó÷åíèÿ ñîñðåäîòî÷åííîãî êðóãîâîãî èñòî÷íèêà íà ïî-
âåðõíîñòè ñêâàæèíû äëÿ ÷àñòîò íàãðóæåíèÿ Ω = 1.7; 10; 30 è êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ñðåäû
ν = 0.25. Ïðàâàÿ ïîëóïëîñêîñòü � ðàäèàëüíûå êîìïîíåíòû(P -âîëíû), ëåâàÿ ïîëóïëîñêîñòü �
îêðóæåííûå êîìïîíåíòû(S-âîëíû).

Äëÿ ýôôåêòèâíîé çàêà÷êè ýíåðãèè óïðóãèõ âîëí â îïðåäåëåííûå îáëàñòè ñðå-
äû íåîáõîäèìî ñóæàòü äèàãðàììó íàïðàâëåííîñòè. Êàê ïîêàçàëè ðàñ÷åòû, ýòè
òðåáîâàíèÿ ìîæíî âûïîëíèòü ïîäáèðàÿ ÷àñòîòó è øèðèíó êîëüöà íàãðóæåíèÿ.
Äëÿ ñëó÷àÿ ãàðìîíè÷åñêîé íàãðóçêè, ðàñïðåäåëåííîé ïî ïîâåðõíîñòè êîëüöà |z| ≤ h,
ôîðìóëû, õàðàêòåðèçóþùèå ðàñïðåäåëåíèå ìîäóëÿ ñìåùåíèé, ïðèíèìàþò âèä:

UR(R, ϑ) = (πµ)−1U(0)
R |f̄(k1 sin θ)|, (7.5)

Uθ(R, ϑ) = (πµ)−1U(0)
θ |f̄(k2 sin θ)| (7.6)

ãäå U(0)
R è U(0)

θ îïðåäåëÿþòñÿ ñîãëàñíî (7.3), (7.4).
Â äèàãðàììàõ íàïðàâëåííîñòè, íà ðèñ. 5, ëèíèè 1, 2, 3 îòâå÷àþò áåçðàçìåðíîé

øèðèíå íàãðóæåíèÿ H = h/a = 0; 0.5; 3.8 ïðè ÷àñòîòå Ω = 3.7. Èç äèàãðàììû âèä-
íî, ÷òî ñ ðîñòîì H íàïðàâëåííîñòü èçëó÷åíèÿ ëîêàëèçóåòñÿ (ñóæàåòñÿ), à âêëàä
â èçëó÷åíèå S-âîëí ïðàêòè÷åñêè èñ÷åçàåò.
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Îòìåòèì, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ êîìïîíåíò σRR è τRϑ òåíçîðà íà-
ïðÿæåíèé, âûðàæåííûå ÷åðåç çàêîí Ãóêà, îêàçûâàþòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíûìè êîì-
ïîíåíòàì ñìåùåíèé UR è Uϑ ñîîòâåòñòâåííî. Â ñèëó ýòîãî äèàãðàììû íàïðàâëåí-
íîñòè, ïðèâåäåííûå íà ðèñ. 4 è ðèñ. 5, îòíîñÿòñÿ òàêæå è ê óêàçàííûì êîìïîíåíòàì
òåíçîðà íàïðÿæåíèé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îòìå÷åííàÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòü ïåðåìå-
ùåíèé è íàïðÿæåíèé ïîçâîëÿåò ðàçäåëèòü ïîòîêè ýíåðãèè èçëó÷åíèÿ ïî òèïàì
âîëí, ÷òî áóäåò îïèñàíî â ñëåäóþùåé ïóáëèêàöèè.

Ðèñ. 5. Äèàãðàììû íàïðàâëåííîñòè èçëó÷åíèÿ èñòî÷íèêà äëÿ øèðèíû êîëüöåâîé îáëàñòè íà-
ãðóæåíèÿ H = 0; 0.5; 3.8 ïðè ÷àñòîòå íàãðóçêè Ω = 3.7 è êîýôôèöèåíòå Ïóàññîíà ñðåäû ν = 0.25.
Ïðàâàÿ ïîëóïëîñêîñòü � ðàäèàëüíûå êîìïîíåíòû (P -âîëíû), ëåâàÿ ïîëóïëîñêîñòü � îêðóæíûå
êîìïîíåíòû (S-âîëíû).

8. Çàêëþ÷åíèå
Â äàííîé ðàáîòå ðåøåíà êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàìý î íîðìàëüíîì

ãàðìîíè÷åñêîì îäíîðîäíîì íàãðóæåíèè êîëüöåâîé îáëàñòè íà ïîâåðõíîñòè öèëèí-
äðè÷åñêîé ñêâàæèíû â áåñêîíå÷íîé óïðóãîé ñðåäå. Ìåòîäîì êîíòóðíîãî èíòåãðè-
ðîâàíèÿ â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ïîëó÷åíû òî÷íûå âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò
âåêòîðà ïåðåìåùåíèé. Ïðîâåäåí àíàëèç äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ íà ïîâåðõíîñòè
ïëîñêîñòè.

Ïîêàçàíî, ÷òî îò èñòî÷íèêà ïî ïîâåðõíîñòè ïîëîñòè ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïîâåðõ-
íîñòíàÿ âîëíà, ôàçîâàÿ ñêîðîñòü êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ êîðíÿìè äèñïåðñèîííîãî
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óðàâíåíèÿ Áèî è âîëíû ñ íåïðåðûâíûì ñïåêòðîì âîëíîâûõ ÷èñåë îò 0 äî k2. Âíå
îáëàñòè íàãðóæåíèÿ ñóùåñòâóþò òàêæå ñòîÿ÷èå âîëíû, çàòóõàþùèå ïðè óäàëåíèè
îò èñòî÷íèêà.

Êîëåáàíèÿ ïîâåðõíîñòè êîëüöà îáóñëîâëåíû ñòîÿ÷åé âîëíîé Áèî, ñ âîëíîâûì
÷èñëîì, îïðåäåëÿåìûì èç ñîîòâåòñòâóþùåãî äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ è ñóïåðïî-
çèöèåé ñòîÿ÷èõ âîëí ñ íåïðåðûâíûì ñïåêòðîì âîëíîâûõ ÷èñåë îò 0 äî k2, ïðè÷åì ó
âñåõ ñòîÿ÷èõ âîëí àìïëèòóäà çàâèñèò îò îñåâîé êîîðäèíàòû ïîëîñòè ïî êîñèíóñîè-
äàëüíîìó çàêîíó. Êðîìå ýòîãî ïîâåðõíîñòü êîëüöà íàãðóæåíèÿ èìååò ïîñòîÿííóþ
ñîñòàâëÿþùóþ êîëåáàíèé, íåçàâèñèìóþ îò îñåâîé êîîðäèíàòû ïîëîñòè. Ýòà ñîñ-
òàâëÿþùàÿ ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì êîëåáàíèÿ ïîâåðõíîñòè ïîëîñòè â èçâåñòíîé ðàáîòå
î íîðìàëüíîì îäíîðîäíîì ãàðìîíè÷åñêîì íàãðóæåíèè âñåé ïîâåðõíîñòè áåñêîíå÷-
íîé öèëèíäðè÷åñêîé ïîëîñòè â óïðóãîé ñðåäå.

Áûëî òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî ïðè óñòðåìëåíèè ðàäèóñà ïîëîñòè ê áåñêîíå÷íîñòè
ðàññìîòðåííàÿ çàäà÷à ïåðåõîäèò â ïëîñêóþ çàäà÷ó Ëýìáà î äåéñòâèè íà óïðóãîå
ïîëóïðîñòðàíñòâî íîðìàëüíîé îäíîðîäíîé íàãðóçêè, ïðèëîæåííîé ïî ïîëîñå êî-
íå÷íîé øèðèíû. Ïðè ýòîì ïîâåðõíîñòíûå âîëíû Áèî ïåðåõîäÿò â âîëíû Ðýëåÿ,
à âñå âûðàæåíèÿ, õàðàêòåðèçóþùèå ñìåùåíèÿ íà ïîëîñòè, ïåðåõîäÿò â ñîîòâåòñò-
âóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ ïåðåìåùåíèé ïîâåðõíîñòè ïîëóïðîñòðàíñòâà.

Ìåòîäîì ïåðåâàëà â ðàáîòå ïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðà ïåðå-
ìåùåíèé è òåíçîðà íàïðÿæåíèé â äàëüíåì ïîëå. Â ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèÿõ äëÿ
êîìïîíåíò ñìåùåíèé, çàïèñàííûõ â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ïðîäîëü-
íûå è ïîïåðå÷íûå âîëíû íå ðàçäåëÿþòñÿ. Îäíàêî, â âåäåííîé ñïåöèàëüíîé îðòî-
ãîíàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (ïîäîáíîé ïîëÿðíîé ñèñòåìå) ñòðóêòóðà âîëíîâîãî
ïîëÿ òàêîâà, ÷òî ïðîäîëüíûå âîëíû âûçûâàþò â îñíîâíîì ðàäèàëüíûå ñìåùåíèÿ,
à ïîïåðå÷íûå âîëíû � îêðóæíûå (ïåðïåíäèêóëÿðíûå ðàäèàëüíûì). Òàêîå æå ðàç-
äåëåíèå â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïîëó÷åíî â äàëüíåì ïîëå äëÿ ðàäèàëüíûõ è
îêðóæíûõ êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé. Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé ïî-
ñòðîåíû äèàãðàììû íàïðàâëåííîñòè ïðîäîëüíûõ è ïîïåðå÷íûõ âîëí ñìåùåíèé â
äàëüíåé çîíå è ïðîâåäåí àíàëèç èõ çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ èñòî÷íèêà, ÷òî ïîç-
âîëÿåò ñîçäàâàòü èñòî÷íèêè óïðóãèõ âîëí ñ çàäàííîé çàðàíåå íàïðàâëåííîñòüþ è
íåîáõîäèìûì êîëè÷åñòâåííûì âêëàäîì â èçëó÷åíèå êàæäîãî òèïà âîëí.

Ðåøåííàÿ çäåñü çàäà÷à äëÿ îäíîðîäíîãî ïðîôèëÿ íàãðóæåíèÿ êîëüöåâîé îáëàñ-
òè íà ïîëîñòè ïîçâîëÿåò ðåøàòü áîëåå ñëîæíûå çàäà÷è, ñ íåîäíîðîäíîé ôóíêöèåé
ïðîôèëÿ íàãðóçêè, äàþùèå äîïîëíèòåëüíûå âîçìîæíîñòè ñîçäàíèÿ íåîáõîäèìûõ
âîëíîâûõ ïîëåé èçëó÷åíèÿ.

Íà îñíîâå ïîëó÷åííîãî ðàçäåëåíèÿ âîëí âî âòîðîé ÷àñòè èññëåäîâàíèÿ áóäåò
ïîëó÷åíî ðàçäåëåíèå ïîòîêîâ ýíåðãèè â âîëíîâîì äâèæåíèè ïî òèïàì âîëí è ïðî-
âåäåí àíàëèç çàâèñèìîñòè ýíåðãèè îò ïàðàìåòðîâ èñòî÷íèêà.
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