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Àííîòàöèÿ. Â ðàìêàõ ìîäåëè Áèî èññëåäóåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à î ãàðìîíè÷åñêîì
âîçäåéñòâèè íà ïîâåðõíîñòü öèëèíäðè÷åñêîé ñêâàæèíû â ïîðèñòî-óïðóãîé íàñûùåííîé æèäêî-
ñòüþ ñðåäå. Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèÿì Ãåëüìãîëüöà äëÿ òðåõ ñêàëÿðíûõ ïîòåíöèàëîâ îïðå-
äåëÿþùèõ âåêòîðà ïåðåìåùåíèé æèäêîé è òâåðäîé ôàç ñðåäû, òåíçîð íàïðÿæåíèé òâåðäîé ôàçû
è äàâëåíèå ïîðîâîé æèäêîñòè. Èññëåäóåòñÿ äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå, îïðåäåëÿþùåå çàâèñèìî-
ñòè ñêîðîñòè ïîâåðõíîñòíûõ âîëí îò ñîîòíîøåíèÿ èõ äëèíû è äèàìåòðà ïîëîñòè ïðè ðàçëè÷íûõ
çíà÷åíèÿõ ïîðèñòîñòè.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìîäåëü Áèî, ïîðèñòî-óïðóãàÿ íàñûùåííàÿ æèäêîñòüþ ñðåäà, äèñïåðñèîííîå
óðàâíåíèå, ðåàíèìàöèÿ íåôòÿíûõ ñêâàæèí, öèëèíäðè÷åñêèé èçëó÷àòåëü, ãàðìîíè÷åñêîå âîçäåé-
ñòâèå.

Ââåäåíèå
Ýêîëîãè÷åñêîå ñîñòîÿíèå îêðóæàþùåé ñðåäû òåñíî ñâÿçàíî ñ óñòîé÷èâîñòüþ

ãðóíòîâûõ ìàññèâîâ, â îñîáåííîñòè, â ãîðíûõ ðàéîíàõ. Äåôîðìàöèîííûå ïðîöåññû
â ãðóíòàõ ìîãóò áûòü ñâÿçàíû ñ ïðîñàäêàìè, â ñèëó íàëè÷èÿ ïîëîñòåé èëè ñòðîå-
íèé â îêðåñòíîñòè ìàññèâà, ñ êàðñòîïðîÿâëåíèÿìè, çåìëåòðÿñåíèÿìè, ôèëüòðàöè-
åé àòìîñôåðíûõ îñàäêîâ íà ñêëîíå è äðóãèìè ÿâëåíèÿìè. Èçìåíåíèÿ â ãðóíòàõ,
ïðîèñõîäÿùèå â ðåçóëüòàòå óêàçàííûõ ïðîöåññîâ, ïðèâîäÿò ê îïîëçíåâûì ÿâëå-
íèÿì è ïðîâàëàì â ìàññèâàõ. Ñ öåëüþ îöåíêè ñîñòîÿíèÿ ãðóíòà (îñóùåñòâëåíèÿ
åãî ìîíèòîðèíãà) èñïîëüçóåòñÿ âèáðàöèîííîå ïðîñâå÷èâàíèå ìàññèâà. Òàêîé àíà-
ëèç ãðóíòà ïðåäïîëàãàåò èññëåäîâàíèå ïðîèñõîäÿùèõ â íåì ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ
ïðîöåññîâ è ñâîéñòâ, è ðåàëèçóåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ìåòîäàìè êîíòèíóàëüíîé ìåõà-
íèêè [3].

Îòìåòèì, ÷òî âèáðàöèîííûå âîçäåéñòâèÿ íà ñðåäó èñïîëüçóþòñÿ íå òîëüêî ñ öå-
ëüþ å¼ èçó÷åíèÿ, íî òàêæå è äëÿ èçìåíåíèÿ å¼ ñâîéñòâ. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè äèíàìè-
÷åñêèõ âîçäåéñòâèÿõ ðûõëûå ïåñ÷àíûå ãðóíòû (îñîáåííî âîäîíàñûùåííûå) ìîãóò
ïðåòåðïåâàòü çíà÷èòåëüíûå äåôîðìàöèè, èç-çà ÷åãî ïðîèñõîäèò âèáðîóïëîòíåíèå
ñêåëåòà ïåñêà è ôèëüòðàöèÿ ïîðîâîé âîäû (âèáðîêîíñîëèäàöèÿ). Òàêèå ïðåâðà-
ùåíèÿ ìåíÿþò êóëîíîâñêîå òðåíèå ìåæäó ñëîÿìè ãðóíòà è ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì
âîçäåéñòâèè èñêëþ÷àþò âîçìîæíîñòü îïîëçíåé.
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Øèðîêîå ïðèìåíåíèå ïîëó÷èëè âèáðàöèîííûå âîçäåéñòâèÿ äëÿ ïîâûøåíèÿ
ïðîäóêòèâíîñòè è ðåàíèìàöèè íåôòÿíûõ, ãàçîâûõ è àðòåçèàíñêèõ ñêâàæèí [3].
Âîëíîâûå ïîëÿ è çàêîíîìåðíîñòè ïåðåäà÷è ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè ÷åðåç ïî-
âåðõíîñòü ñêâàæèíû â óïðóãèõ ñðåäàõ èññëåäîâàëèñü â ÷àñòíîñòè â ðàáîòàõ
[7,8,13,16]. Îäíàêî, ïðèíèìàÿ â êà÷åñòâå ìîäåëè ñðåäû óïðóãîå ïðîñòðàíñòâî, ìû
íå ó÷èòûâàåì íåêîòîðûå ïðîöåññû, ïðîèñõîäÿùèå â ðåàëüíîé ñðåäå ïðè óêàçàí-
íûõ âîçäåéñòâèÿõ. Ïðè àíàëèçå âîëíîâûõ ïðîöåññîâ ïðîèñõîäÿùèõ â ãðóíòå ïðè
çåìëåòðÿñåíèÿõ, âèáðàöèîííûõ è äðóãèõ âîçäåéñòâèÿõ ñëåäóåò ó÷èòûâàòü ñâÿçü
ìåæäó äåôîðìàöèåé òâåðäîãî ñêåëåòà ãðóíòà èëè ãîðíîé ïîðîäû è äâèæåíèåì
ïîðîâîé æèäêîñòè, ôèëüòðàöèîííûå ñâîéñòâà ñðåäû. Îäíà èç òåîðèé ðàñïðîñòðà-
íåíèÿ âîëí â ïîðèñòî-óïðóãîé íàñûùåííîé æèäêîñòüþ ñðåäå ïðåäëîæåíà Ì. Áèî
[12].

Çäåñü íàìè èññëåäóåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à î ãàðìîíè÷åñêîì âîçäåéñòâèè íà ïî-
âåðõíîñòü ñêâàæèíû â ãðóíòå. Ãðóíò îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ïîðèñòî-óïðóãîé íàñû-
ùåííîé æèäêîñòüþ ñðåäîé, îïèñûâàåìîé ìîäåëüþ Áèî. Äàííàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê
ðåøåíèþ óðàâíåíèé Ãåëüìãîëüöà äëÿ òðåõ ïîòåíöèàëîâ, ÷åðåç êîòîðûå âûðàæà-
åòñÿ âîëíîâîå ïîëå ñðåäû.

1. Î ìîäåëè Áèî

Â 1956 ãîäó Ì. Áèî ïðåäñòàâèë òåîðèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â ïîðèñòî-
óïðóãîé íàñûùåííîé æèäêîñòüþ äâóõôàçíîé ñðåäå [12]. Ýòà ìîäåëü, àäåêâàòíî
îòðàæàþùàÿ ôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà ãðóíòîâ è ïðåäñòàâëÿþùàÿ îáîáùåíèå òåîðèè
óïðóãîñòè íà ñëó÷àé äâóõôàçíîé ñðåäû, ïîëó÷èëà øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå è
óñïåøíî ïðèìåíÿåòñÿ ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷, âîçíèêàþùèõ â ýêîëîãèè,
ñòðîèòåëüñòâå, ñåéñìîëîãèè. Ñ ïîäðîáíûì îïèñàíèåì ìîäåëè ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ
â [5]. Â ìîäåëè Ì. Áèî ãðóíò ïðåäïîëàãàåòñÿ ñîñòîÿùèì èç äâóõ óñëîâíî ñïëîø-
íûõ âçàèìîïðîíèêàþùèõ ôàç: ñêåëåòà ãðóíòà (òâåðäûå ìèíåðàëüíûå ÷àñòèöû) è
ãàçèðîâàííîé ïîðîâîé æèäêîñòè. Â ðàìêàõ äàííîé ìîäåëè îáîñíîâàíî ñóùåñòâî-
âàíèå ïîïåðå÷íîé è ïðîäîëüíîé óïðóãèõ âîëí, à òàêæå ïðåäñêàçàíà òàê íàçûâà-
åìàÿ ìåäëåííàÿ ïðîäîëüíàÿ âîëíà, ôîðìàëüíî îïèñûâàþùàÿ ïåðåòîêè æèäêîñòè
îòíîñèòåëüíî óïðóãîãî ñêåëåòà [10]. Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ òåîðèè Ì. Áèî è ñóùå-
ñòâîâàíèå ìåäëåííîé âîëíû íàøëè ýêñïåðèìåíòàëüíîå ïîäòâåðæäåíèå [8].

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è: óðàâíåíèÿ è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î âîçáóæäåíèè âîëí â ïîðèñòî-óïðóãîé íàñûùåííîé
æèäêîñòüþ äâóõôàçíîé ñðåäå (ÏÓÍÆÑ)1. Âîëíû ãåíåðèðóþòñÿ ïîñðåäñòâîì ãàð-
ìîíè÷åñêîãî íàãðóæåíèÿ ïîâåðõíîñòè ñêâàæèíû ðàäèóñà r = a ïî âñåé åå ïðîòÿ-
æåííîñòè −∞ < z < +∞. Çàäà÷à ðåøàåòñÿ â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
r, ϕ, z.

1Äàííàÿ àááðåâèàòóðà ââåäåíà â ìîíîãðàôèè [9].
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Äèíàìèêó ÏÓÍÆÑ ìîæíî îïèñàòü äâóìÿ âåêòîðíûìè óðàâíåíèÿìè îòíîñè-
òåëüíî âåêòîðîâ ïåðåìåùåíèé ñêåëåòà ~u è ïîðîâîé æèäêîñòè ~U [5]:

N ∇2~u+ grad
[
(A+N) div ~u +Qdiv ~U

]
=

∂2

∂t2

(
ρ11~u+ ρ12

~U
)

+ b
∂

∂t

(
~u− ~U

)
, (1)

grad
(
Q div ~u +R div ~U

)
=

∂2

∂t2

(
ρ12 ~u+ ρ22

~U
)

+ b
∂

∂t

(
~U − ~u

)
. (2)

Âõîäÿùèå â (1), (2) êîíñòàíòû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà ñðåäû:
N = µ, A = λ + K0a

2
0S0/m, R = mK0S0, Q = a0K0S0, λ, µ � óïðóãèå êîíñòàíòû

Ëàìý ïîðèñòîãî óïðóãîãî ñêåëåòà; K0 � ìîäóëü îáúåìíîé ñæèìàåìîñòè æèäêîñòè;
a0 = 1−m−Ks/Kr, S0 = mKr/(mKr+a0K0),Ks = λ+2µ/3 � ìîäóëü âñåñòîðîííåãî
ñæàòèÿ ïîðèñòîãî ñêåëåòà ñ ïóñòûìè ïîðàìè, Kr � èñòèííûé ìîäóëü ñæèìàåìî-
ñòè òâåðäîé ôàçû, m � êîýôôèöèåíò ïîðèñòîñòè ñðåäû; ρ11 = (1 − m)ρs − ρ12,
ρ22 = (mρf − ρ12) � ýôôåêòèâíûå ìàññû ôàç; ρ12 � êîýôôèöèåíò äèíàìè÷åñêîé
ñâÿçè â ìîäåëè Áèî; b =

m2θ0

Kpr

F (ω) � äèññèïàòèâíûé ÷ëåí äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ
âîëí, θ0 � êîýôôèöèåíò äèíàìè÷åñêîé âÿçêîñòè æèäêîñòè, Kpr � êîýôôèöèåíò
ïðîíèöàåìîñòè, ôóíêöèÿ F (ω) çàäàåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò ÷àñòîòû.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ äàííîé çàäà÷è ïðè r = a è |z| < ∞ ñôîðìóëèðóåì â
âèäå:

τ s
rz (a, z) = 0 , (3)

σrr(a, z) = σs
rr(a, z) + qσf (a, z) = −p1 (z) exp(iω t), (4)

σf (a, z) = −mp2 (z) exp(iω t). (5)
Çäåñü è äàëåå èíäåêñ s îòíîñèòñÿ ê òâåðäîé ôàçå, f � ê æèäêîé; q = (m − 1)/m;
ôóíêöèè íàãðóæåíèÿ p1 (z), p2 (z) � ñ÷èòàþòñÿ çàäàííûìè; âðåìåííîé ìíîæè-
òåëü exp(iω t) â äàëüíåéøåì áóäåì îïóñêàòü.

Âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäñòàâëåíèÿìè Ëàìý äëÿ âåêòîðîâ ïåðåìåùåíèé òâåðäîé ~u è
æèäêîé ~U ôàç:

~u = gradϕs + rot ~ψs, div ~ψs = 0; (6)
~U = gradϕf + rot ~ψf , div ~ψf = 0. (7)

Âûðàæàÿ ñêàëÿðíûå ϕs, ϕf è âåêòîðíûå ~ψs, ~ψf ïîòåíöèàëû â âèäå ëèíåéíîé êîì-
áèíàöèè ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé Φ0, Φ1, ψs:

ϕs = Φ0 + Φ1, ϕf = M0Φ0 +M1Φ1, (8)
~ψs = ψs ~eϕ, ~ψf = M2

~ψs, (9)
îò óðàâíåíèé äâèæåíèÿ Áèî ïðèõîäèì ê 3-ì óðàâíåíèÿì Ãåëüìãîëüöà2:

(∇2 + k
2

i ) Φi = 0, i = 0, 1. (10)
2Çäåñü è äàëåå ÷åðòà íàä ñèìâîëàìè îçíà÷àåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå âåëè÷èíû îòíîñÿòñÿ ê

ïîðèñòî-óïðóãîé íàñûùåííîé æèäêîñòüþ ñðåäå (òàêèå æå ñèìâîëû áåç ÷åðòû îçíà÷àþò èõ îò-
íîøåíèå ê óïðóãîé ñðåäå).
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(∇2 − r−2 + k
2

2)ψs = 0, ∇2 =
∂2

∂ r2
+

1

r

∂

∂ r
+

∂2

∂ z2
. (11)

Êîýôôèöèåíòû Mj â (8), (9) è âîëíîâûå ÷èñëà kj â óðàâíåíèÿõ (10), (11) âûðàæà-
þòñÿ ÷åðåç ïàðàìåòðû ñðåäû:

Mj =
Vj + (q22 + q12) b/(iρω)

q12γ22 − q22γ12 + (q22 + q12) b/(iρω)
, j = 0; 1 (12)

M2 =
b/iω − ρ12

b/iω + ρ22

, (13)

Vj = q22γ11 − q12γ12 −
(
q11q22 − q2

12

)
zj, (14)

ãäå ∥∥∥∥
q11 q12

q21 q22

∥∥∥∥ =
1

H

∥∥∥∥
A+ 2µ Q

0 R

∥∥∥∥ , H = A+ 2N +R + 2Q; (15)

γij =
ρij

ρ
, ρ = ρ11 + ρ22 + 2ρ12. (16)

k
2

j =
ω2

c2
zj, j = 0, 1; k

2

2 =
ω2

c2
γ11 + γ12M2 − iγb(1−M2)

N/H
, (17)

A2 =
H

ρ
, ci =

ω

ki

, i = 0, 1, 2; γb =
b

ρω
. (18)

z0, z1 � êîðíè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ:

α z2 − β z + γ = 0, (19)

α =
(
q11q22 − q2

12

)
, β = q11γ22 + q22γ11 − 2q12γ12 + b/ (iρω) ,

γ = γ11γ22 − γ2
12 + b/ (iρω) . (20)

Â óðàâíåíèè (10) âîëíîâîå ÷èñëî k0 è ïîòåíöèàë Φ0 îòâå÷àþò ìåäëåííîé ïðî-
äîëüíîé âîëíå; k1, Φ1 � áûñòðîé ïðîäîëüíîé âîëíå; k2, ψs � ïîïåðå÷íîé âîëíå.
Áûñòðàÿ ïðîäîëüíàÿ è ïîïåðå÷íàÿ âîëíû àíàëîãè÷íû âîëíàì â óïðóãîì òåëå, ìåä-
ëåííàÿ ïðîäîëüíàÿ âîëíà îïèñûâàåò ïåðåòîêè æèäêîñòè îòíîñèòåëüíî óïðóãîãî
ñêåëåòà [1,5,9].

Ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (10), (11) ðàçûñêèâàåì â âèäå èíòåãðàëüíûõ ðàçëîæåíèé
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ èçëó÷åíèÿ Çîììåðôåëüäà:

Φj (r, z) = 1
2π

∫ ∞

−∞
A j (ξ)H

(2)
0

(
rβj

)
exp (iξ z) dξ, j = 0, 1. (21)

ψs (r, z) = 1
2π

∫ ∞

−∞
A 2 (ξ)H

(2)
1

(
rβ2

)
exp (iξ z) dξ, (22)

ãäå
βi =

√
k

2

i − ξ2, i = 0, 1, 2. (23)
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Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (3)�(5) íà ïîâåðõíîñòè ïîëîñòè â òåðìèíàõ ïîòåíöèàëîâ ïðè-
íèìàþò âèä:

τ s
rz(r, z) = N

[
2
∂2 ϕ s

∂r ∂z
− (2

∂2

∂z2
+ k

2

2)ψs

]
= 0 , r = a, (24)

σrr(r, z) = 2N
∂

∂r

(
∂ϕs

∂r
− ∂ψs

∂z

)
+

+A∆ϕs +Q∆ϕf + q(Q∆ϕs +R∆ϕf ) = −p1 (z) , r = a, (25)
σf (r, z) = Q∆ϕs +R∆ϕf = −mp2 (z) , r = a. (26)

Ïîäñòàâëÿÿ ïîòåíöèàëû (8), (9), âûðàæåííûå ÷åðåç (21), (22) â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
(24)�(26), è îáðàùàÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðà-
è÷åñêèõ óðàâíåíèè äëÿ îòûñêàíèÿ èíòåãðàëüíûõ ïëîòíîñòåé Aj(ξ):

∥∥∥∥∥∥

a10 a11 a12

a20 a21 a22

a30 a31 a32

∥∥∥∥∥∥
×

∥∥∥∥∥∥

A0(ξ)
A1(ξ)
A2(ξ)

∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥

0

−p1(ξ)
2µ

mp2(ξ)

∥∥∥∥∥∥
, (27)

a1j = 2iξβjH
(2)
1 (aβj), a2j = EjH

(2)
1 (aβj), a3j = Tjk

2

jH
(2)
0 (aβj), j = 0; 1.

a12 = −(2ξ2 − k
2

2)H
(2)
1 (aβ2),

a22 = iξβ2 [H
(2)
1 (aβ2)/(aβ2) −H

(2)
0 (aβ2)], a32 = 0, (28)

ãäå

Ej =
βj

a
+ (ξ2 − α2

j )
H

(2)
0 (aβj)

H
(2)
1 (aβj)

, (29)

α2
j = k

2

j

[
1 +

A+QMj + qTj

2N

]
, (30)

Tj = Q+RMj. (31)
Â (27), pj(ξ) � ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå çàäàííûõ íàãðóçîê pj(z):

pj(ξ) =

∫ ∞

−∞
pj (z) exp (−iξ z) dz.

Ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé ïðîíèöàåìîé ãðàíèöû ñêâàæèíû, ïîëàãàÿ p2(z) = 0. Òîãäà
â ñèëó (26), ñëàãàåìîå â âûðàæåíèè (25), ñîäåðæàùåå ìíîæèòåëü q îáðàùàåòñÿ â
íóëü, âñëåäñòâèå ÷åãî (30) ïðèíèìàåò âèä:

α2
j = k̄2

j [1 + (A+QMj)/2N ].

Ðåøàÿ ñèñòåìó (27) ïîëó÷èì:

A0(ξ) =
a12a31

D
P (ξ), A1(ξ) = −a12a30

D
P (ξ), A2(ξ) =

a11a30 − a10a31

D
P (ξ), (32)
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ãäå
P (ξ) = −(2µ)−1p1(ξ), (33)

D � ãëàâíûé îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû:

D = a12(a20a31 − a21a30)

[
1−

(
a10a31 − a11a30

a20a31 − a21a30

)
· a22

a12

]
(34)

Â èòîãå ÷åðåç íàéäåííûå ïëîòíîñòè âûðàæàåì ïîëÿ ïåðåìåùåíèé òâåðäîé è æèä-
êîé ôàç, íàïðÿæåíèÿ â óïðóãîì ñêåëåòå è ïîëå äàâëåíèé ïîðîâîé æèäêîñòè.

Ïðèâåäåì çäåñü âûðàæåíèÿ ñîñòàâëÿþùèõ âåêòîðà ïåðåìåùåíèé òâåðäîé ôà-
çû ur(r, z), uz(r, z) è äàâëåíèÿ ïîðîâîé æèäêîñòè ppor(r, z).

ur(r, z) = − 1

2πµ

∫ ∞

−∞

p (ξ)

ξD (ξ)

[
(2ξ2 − k

2

2)
A1(r)

N (ξ)
− 2ξ2 B(r)

N (ξ)

]
eiξ zdξ, (35)

uz(r, z) =
i

2πµ

∫ ∞

−∞

p (ξ)

β0D (ξ)

[
(2ξ2 − k

2

2)
A0(r)

N (ξ)
− 2β0β2

B(r)

N (ξ)

]
eiξ zdξ, (36)

σf =
k

2

1T1

4πµ

∫ ∞

−∞
p(ξ)

[
(2ξ2 − k

2

2)
H1H(0)(β0r)−H0H(0)(β1r)

Tχ0H1 − χ1H0

]
eiξ zdξ, (37)

ppor(r, z) = −m−1σf (r, z), (38)
ãäå

D(ξ) = 4ξβ2

[
1

aβ2

−H2

] B(a)

N (ξ)
− 2ξ2 − k

2

2

ξ

[
2

a
+

2ξ2 − 2α2
0

β0

H0

]
(39)

Ai(r) = TH1H(i)(β0r)−BiH0H(i)(β1r), (40)

B(r) = (TH1 −BH0)H(1)(β2r), (41)

N (ξ) = TH1 − EH0, (42)

H(i)(βjr) =
H

(2)
i (βjr)

H
(2)
1 (βja)

, Hj =
H

(2)
0 (βja)

H
(2)
1 (βja)

, i = 0, 1; j = 0, 1, 2. (43)

B = β1

β0
, E = E1

E0
, T = T1k

2
1

T0k
2
0

; (44)

χi = 2ξ2βi(β2H2 − a−1) + (2ξ2 − k
2

2)Ei, i = 0, 1, (45)
Ej è Tj îïðåäåëåíû â (29), (31).

×èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ äàííîé çàäà÷è è ïîëó÷åíèå åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ, îò-
âå÷àþùåãî ôèçè÷åñêîìó ñìûñëó, òðåáóåò àíàëèçà è ñïåöèàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé
èíòåãðàëîâ (35), (36) â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñ ó÷åòîì îñîáåííîñòåé ñâÿçàííûõ
ñ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ (39).
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3. Ïîâåðõíîñòíûå âîëíû íà ïîëîñòè â ÏÓÍÆÑ

Â ðàññìîòðåííîé çàäà÷å ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (3)�(5) ïðèâîäÿò ê íåîäíîðîäíîé
ñèñòåìå óðàâíåíèé (27) äëÿ îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàëüíûõ ïëîòíîñòåé Aj(ξ). Ýòà ñè-
ñòåìà èìååò ðåøåíèå, åñëè åå ãëàâíûé îïðåäåëèòåëü D � (34), ïîðîæäàþùèé
äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå (39), îòëè÷åí îò íóëÿ. Îäíàêî, íàëè÷èå íóëåé ñîîò-
íîøåíèÿ (39) ïîçâîëÿåò äîáàâèòü ê ðåøåíèþ íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû (27) åùå è
ðåøåíèå âèäà C(ξ0)δ(ξ− ξ0), ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû. Ïðè ýòîì èí-
òåãðàëû (35), (36), ñîäåðæàùèå â çíàìåíàòåëå D(ξ), ñëåäóåò ïîíèìàòü â ñìûñëå
Êîøè, ñ îñîáåííîñòüþ â òî÷êå ξ = ξ0. Çäåñü C(ξ0) � íåîïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ, δ �
äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà, ξ0 � êîðåíü äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ (39): D(ξ0) = 0.
Óêàçàííîå îäíîðîäíîå ðåøåíèå îïðåäåëÿåò êîìïîíåíòû ïåðåìåùåíèé ïîâåðõíîñò-
íîé âîëíû (ÏÂ) Áèî íà ïîëîñòè â ÏÓÍÆÑ. Ó÷åñòü îäíîðîäíîå ðåøåíèå ñèñòå-
ìû (27), ñíÿòü ïðè ýòîì ïðîáëåìó îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè C(ξ0), è
îñóùåñòâèòü ýôôåêòèâíóþ ÷èñëåííóþ ðåàëèçàöèþ çàäà÷è ìîæíî òàêæå ïîñðåä-
ñòâîì êîíòóðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé èíòåãðàëîâ (35)�(37) â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.
Ïðè ýòîì âêëàä ÏÂ áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ âû÷åòîì, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò ïîëþ-
ñó ïîäûíòåãðàëüíûõ ôóíêöèé â (35), (36) â òî÷êå ξ = ξ0. Òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ
òàêæå ïîçâîëÿþò ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå âåòâåé ðàäèêàëîâ βi =

√
k

2

i − ξ2

ïîëó÷èòü îäíîçíà÷íûå ðåøåíèÿ, îòâå÷àþùèå ôèçè÷åñêîìó ñìûñëó çàäà÷è.

4. Äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå

Âîïðîñû ðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè èçëó÷åíèÿ ïî òèïàì âîëí, âîçíèêàþùèõ ïðè
êîëåáàíèÿõ öèëèíäðè÷åñêîé ïîëîñòè â ÏÓÍÆÑ, òðåáóåò äåòàëüíîãî àíàëèçà âîë-
íîâîãî ïîëÿ, âêëþ÷àþùåãî â ñåáÿ, â ÷àñòíîñòè, ÏÂ Áèî. Âêëàä òàêîé âîëíû
îïðåäåëÿåòñÿ êîðíåì âûðàæåíèÿ (39), ÷åðåç êîòîðûé âûðàæàåòñÿ ñêîðîñòü ÏÂ
â ÏÓÍÆÑ.

Êàê èçâåñòíî, â ñëó÷àå ïëîñêîé ãðàíèöû è â îòñóòñòâèè äèññèïàöèè ñêîðîñòü
ÏÂ â ÏÓÍÆÑ íå çàâèñèò îò ÷àñòîòû âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ � äèñïåðñèÿ îòñóò-
ñòâóåò [9]. Â ñëó÷àå öèëèíäðè÷åñêîé ãðàíèöû â óïðóãîé ñðåäå áåç äèññèïàöèè
ýíåðãèè, ñêîðîñòü ÏÂ Áèî çàâèñèò îò îòíîøåíèÿ äëèíû ÏÂ � Λ ê äèàìåòðó ïîëî-
ñòè [6,11,15]. Àíàëîãè÷íàÿ äèñïåðñèÿ ñêîðîñòè ÏÂ Áèî íà öèëèíäðè÷åñêîé ïîëî-
ñòè èìååò ìåñòî è â ñëó÷àå ïîðèñòî-óïðóãîé íàñûùåííîé æèäêîñòüþ ñðåäû
äàæå áåç ó÷åòà äèññèïàöèè ýíåðãèè.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ÏÂ íà öèëèíäðè÷åñêîé
ïîëîñòè â ÏÓÍÆÑ, ââåäåì â (39) áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû. Â êà÷åñòâå ïîñëåäíèõ
ïðèìåì: ζj � îòíîøåíèå ñêîðîñòè ÏÂ ê ñêîðîñòÿì ìåäëåííîé è áûñòðîé ïðîäîëü-
íûõ âîëí è ïîïåðå÷íîé âîëíû â ÏÓÍÆÑ; x � îòíîøåíèå äëèíû ïîâåðõíîñòíîé
âîëíû â ÏÓÍÆÑ ê äèàìåòðó öèëèíäðè÷åñêîé ïîëîñòè:

ζj =
kj

ξ
=
V

cj
, j = 0, 1, 2; x = Λ/D. (46)
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ãäå V � ñêîðîñòü ïîâåðõíîñòíûõ âîëí íà ïîëîñòè; c̄0 =
√

H
ρz0

, c̄1 =
√

H
ρz1

, c̄2 =√
µ

ρ11+ρ12M2
� ñêîðîñòè ìåäëåííîé è áûñòðîé ïðîäîëüíûõ è ïîïåðå÷íîé âîëí â

ÏÓÍÆÑ. Ââåäåì îòíîøåíèÿ σj = c̄2/c̄j, j = 0, 1, 2, òîãäà

σj =

√
µρzj

H(ρ11 + ρ12M)
, j = 0, 1; σ2 = 1; ζj = σjζ, ζ2 = ζ. (47)

Ïåðåõîäÿ â (39)�(45) îò βi =

√
k

2

i − ξ2 ê κi =

√
ξ2 − k

2

i , âûáèðàÿ âåòâü Jmβi <

0, òàê ÷òî βi = −iκi, èñïîëüçóÿ ñâÿçü ôóíêöèé Õàíêåëÿ ìíèìîãî àðãóìåíòà ñ
ôóíêöèåé Ìàêäîíàëüäà [2], è ó÷èòûâàÿ (46), (47), äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå
(39) ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó:

D(ξ) = a−2
(π
x

)2

∆0(ζ, x), (48)

∆0(ζ, x) = 4
[x
π

+
√

1− ζ2K2

] B(a)

N(ζ)
− 2(2− ζ2)

[
x

π
+

1− r0σ
2
0ζ

2

√
1− σ2

0ζ
2
K0

]
. (49)

Çäåñü

B(a) =

√
1− σ2

1ζ
2

√
1− σ2

0ζ
2
K0 − τ

z1

z0

K1, N (ξ) =
e1(ζ)

e0(ζ)
K0 − τ

z1

z0

K1, (50)

ej(ζ) =
√

1− σ2
j ζ

2 +
π

x
(1− rjσ

2
j ζ

2) Kj, rj = 1 +
Tj

2µ
, j = 0, 1. (51)

Kj =
K0

(
π
x

√
1− σ2

j ζ
2
)

K1

(
π
x

√
1− σ2

j ζ
2
) , j = 0, 1, 2; ζ = ζ2 =

V

c2
. (52)

5. Ðåøåíèÿ äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ÏÓÍÆÑ ñ
öèëèíäðè÷åñêîé ïîëîñòüþ äëÿ ñðåäû Ôýòòà

Ïðèâåäåì ðåøåíèå äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ (49) äëÿ ïîðèñòî-óïðóãîé íà-
ñûùåííîé æèäêîñòüþ ñðåäû, àíàëîãè÷íîé ñðåäå Ôýòòà (ïåñ÷àíèê, íàñûùåííûé
íåôòüþ), ïðè çíà÷åíèÿõ ïîðèñòîñòè m = 0.15, m = 0.24 è íåèçìåííûõ ïàðàìåòðàõ
ñðåäû Ôýòòà [5]:

A = 0.4026 · 109 êã/ìñ2 N = 0.2493 · 109 êã/ìñ2

Q = 0.0672 · 109 êã/ìñ2 R = 0.0295 · 109 êã/ìñ2

ρf = 0.82 · 103 êã/ì3 ρs = 2.6 · 103 êã/ì3

ρ12 = −0.0019 · 103 êã/ì3 ν = 0.25; m = 0.26; b = 0





(53)
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Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòü îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè ÏÂ Áèî â ïîðèñòî-óïðóãîé íàñûùåííîé æèäêî-
ñòüþ ñðåäå Ôýòòà îò îòíîñèòåëüíîé äëèíû âîëíû. Êðèâûå 1�3 ñîîòâåòñòâóþò êîýôôèöèåíòàì
ïîðèñòîñòè ñðåäû m = 0; 0.15; 0.24. Êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ν = 0.25.

Íà ðèñ.1 ïðèâåäåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ζ = V Bio/c2 â ïîðèñòî-óïðóãîé íà-
ñûùåííîé æèäêîñòüþ ñðåäå ñ ïîëîñòüþ (ñ ïàðàìåòðàìè ñðåäû Ôýòòà) îò îòíîcè-
òåëüíîé äëèíû ïîâåðõíîñòíîé âîëíû x = Λ/D, à íà ðèñ.2 � îò îòíîcèòåëüíîé
÷àñòîòû3 Ω = 2πa/λ2 äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ïîðèñòîñòè m = 0; 0.15; 0.24.

Äèñïåðñèîííûå êðèâûå äëÿ àáñîëþòíîé ñêîðîñòè ÏÂ Áèî â ÏÓÍÆÑ â çàâè-
ñèìîñòè îò îòíîñèòåëüíûõ âåëè÷èí x è Ω îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè V Bio(x) =
c2 ζ(x) è V Bio(Ω) = c2 ζ(Ω) ñîîòâåòñòâåííî. Íà ðèñ.3 èçîáðàæåíû êðèâûå çàâè-
ñèìîñòåé V Bio(Ω) äëÿ ðàçëè÷íûõ m. Èç ïðèâåäåííûõ ãðàôèêîâ âèäíî, ÷òî ñ ðî-
ñòîì ïîðèñòîñòè àáñîëþòíàÿ ñêîðîñòü ïîâåðõíîñòíûõ âîëí â ÏÓÍÆÑ âîçðàñòàåò.
Ïðè m = 0 äèñïåðñèîííûå êðèâûå ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êðèâûìè äëÿ
ñëó÷àÿ ÏÂ Áèî íà öèëèíäðè÷åñêîé ïîëîñòè â óïðóãîé ñðåäå ñ óïðóãèìè ïàðàìåò-
ðàìè ñêåëåòà ñðåäû Ôýòòà [6,11,15].

6. ×àñòíûå ñëó÷àè äëÿ äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ
Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ïîðèñòîñòè (m = 0) èç (49) ìû ïîëó÷èì äèñïåðñèîííîå

óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ çàâèñèìîñòè îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè ÏÂ Áèî îò x â
óïðóãîé ñðåäå [6,15]:

2

π
xζ2 + 4

√
1− ζ2

K0

(
π
x

√
1− ζ2

)

K1

(
π
x

√
1− ζ2

) − (2− ζ2)2

√
1− σ2ζ2

K0

(
π
x

√
1− σ2ζ2

)

K1

(
π
x

√
1− σ2ζ2

) = 0, (54)

3λ2 � äëèíà ïîïåðå÷íûõ âîëí â ïîðèñòî-óïðóãîé íàñûùåííîé æèäêîñòüþ ñðåäå.
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Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòü îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè ÏÂ Áèî â ïîðèñòî-óïðóãîé íàñûùåííîé æèäêîñòüþ
ñðåäå Ôýòòà îò îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòû. Êðèâûå 1�3 ñîîòâåòñòâóþò êîýôôèöèåíòàì ïîðèñòîñòè
ñðåäû m = 0; 0.15; 0.24. Êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ν = 0.25.

Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü àáñîëþòíîé ñêîðîñòè ÏÂ Áèî â ïîðèñòî-óïðóãîé íàñûùåííîé æèäêîñòüþ
ñðåäå Ôýòòà îò îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòû. Êðèâûå 1�3 ñîîòâåòñòâóþò êîýôôèöèåíòó ïîðèñòîñòè
ñðåäû m = 0; 0.15; 0.24. Êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ν = 0.25.
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ãäå σ =
√

(0.5− ν) / (1− ν), ν � êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà. Äåéñòâèòåëüíî, äèñïåð-
ñèîííûå êðèâûå 1 çàâèñèìîñòåé ζ(x) è ζ(Ω) íà ðèñóíêàõ 1, 2 ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåò-
ñòâóþùèìè êðèâûìè äëÿ óïðóãîé ñðåäû ñ öèëèíäðè÷åñêîé ïîëîñòüþ [6,11,15].

Ïðè óñòðåìëåíèè ê áåñêîíå÷íîñòè ðàäèóñà ïîëîñòè â (39) ìû ïîëó÷èì âûðàæå-
íèå ïðîïîðöèîíàëüíîå ôóíêöèè Ðýëåÿ FR(ξ) äëÿ ïîðèñòî-óïðóãîãî íàñûùåííîãî
æèäêîñòüþ ïîëóïðîñòðàíñòâà [9]:

lim
a→∞

D(ξ) =
i (ξ2 − α2

0)

ξβ0 [T (ξ2 − α2
0)− (ξ2 − α2

1)]
FR(ξ),

FR(ξ) = 2(2ξ2 − k
2

2)[T (ξ2 − α2
0)− (ξ2 − α2

1)] + 4ξ2β2[Tβ0 − β1]. (55)
Âûðàæåíèå (55) ïðè ïåðåõîäå ê îáîçíà÷åíèÿì ïðèíÿòûì â ìîíîãðàôèè [9] ïðè-

îáðåòàåò âèä:

FR(η) = 2(2η2 − 1)[n1(η
2 −m2)− n2(η

2 −m1)]−

−4ξ2
√
η2 − 1

(
n1

√
η2 − β2

2 − n2

√
η2 − β2

1

)
, (56)

ãäå âåëè÷èíû β1,2, n1,2, m1,2 , η, âûðàæåííûå â òåðìèíàõ íàñòîÿùåé ñòàòüè, áóäóò:

n1 = β2
1b1, n2 = β2

2 b0; m1 = β2
1(1 + a1), m2 = β2

2(1 + a0);

β1 =
k1

k2

, β2 =
k0

k2

; η =
1

ζ
;

aj =
A+QMj

2µ
, bj =

Q+RMj

2µ
, j = 0, 1. (57)

Ñêîðîñòü cR ðýëååâñêîé âîëíû â ÏÓÍÆÑ îïðåäåëÿåòñÿ îòíîøåíèåì: cR = c2/η1,
ãäå c2 � ñêîðîñòü ïîïåðå÷íûõ âîëí â ÏÓÍÆÑ áåç ó÷åòà äèññèïàöèè; η1 � âåùå-
ñòâåííûé êîðåíü ôóíêöèè Ðýëåÿ (56).

Ïðè áîëüøèõ Ω (D >> λ2/π) ñêîðîñòè ÏÂ Áèî ðàâíû ñêîðîñòÿì âîëí Ðýëåÿ:
äëÿ êðèâûõ 2�3 (ðèñ.3) � íà ïîâåðõíîñòè ïîðèñòî-óïðóãîãî íàñûùåííîãî æèä-
êîñòüþ ïîëóïðîñòðàíñòâà ñ ïàðàìåòðàìè ñðåäû Ôýòòà, äëÿ êðèâîé 1 (ðèñ.3) �
íà ïîâåðõíîñòè óïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà ñ óïðóãèìè êîíñòàíòàìè: µ = 0.25,
ν = 0.25, ρ = ρs = 2.6 · 103 êã/ì3 [5,9].

Çàêëþ÷åíèå
Â ñòàòüå ïîëó÷åíî ôîðìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è î ãàðìîíè÷åñêîì âîçäåéñòâèè

íà ïîâåðõíîñòü öèëèíäðè÷åñêîé ïîëîñòè â ïîðèñòî-óïðóãîé íàñûùåííîé æèäêî-
ñòüþ ñðåäå. Ïîëó÷åíî ðåøåíèå äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ, ïîçâîëÿþùåå ó÷èòû-
âàòü âêëàä ïîâåðõíîñòíîé âîëíû Áèî â âîëíîâîå ïîëå ïðè ðàçëè÷íûõ ãåîìåòðè-
÷åñêèõ è ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðàõ èñòî÷íèêà. Ýòè ðåçóëüòàòû äàþò âîçìîæíîñòü
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ïîñëå ñïåöèàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé ðåøåíèé ïðîâîäèòü ðàñ÷åòû âîçíèêàþùåãî âîë-
íîâîãî ïîëÿ è åãî äåòàëüíûé àíàëèç, èññëåäîâàòü ýíåðãåòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè
èçëó÷åíèÿ. ×èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ ðàññìîòðåííîé çàäà÷è ïîçâîëèò òàêæå èññëå-
äîâàòü ñâîéñòâà ãðóíòîâ è âëèÿíèå âèáðàöèîííûõ âîçäåéñòâèé íà ïðîèñõîäÿùèå
â íèõ äèíàìè÷åñêèå ïðîöåññû.

C öåëüþ òåñòèðîâàíèÿ ïîëó÷åííîãî ôîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è, ïîëîæèì
ïàðàìåòð ïîðèñòîñòè ñðåäû ðàâíûì íóëþ. Ðåøàÿ âîçíèêàþùóþ ïðè ýòîì èç (27)
ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ïðèõîäèì ê ðåçóëüòàòó àíàëîãè÷íîé
çàäà÷è â ïîñòàíîâêå òåîðèè óïðóãîñòè, ïðèâåäåííîìó â ìîíîãðàôèè Â. Íîâàöêî-
ãî [4]:

Ur =
p0H

(2)
1 (k1r)

µ [k2
2k
−1
1 H

(2)
0 (k1a)− 2a−1H

(2)
1 (k1a)]

, Uz ≡ 0.
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