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Аннотация. Для одного класса периодических интегральных уравнений с гладкими ядрами
предложен полностью дискретный проекционный метод. Показано, что в метрике соболевских
пространств предлагаемый подход реализует оптимальную по порядку точность, используя при
этом объем дискретной информации на логарифмический множитель меньше, чем методы из-
вестные ранее.
Ключевые слова: эллиптические псевдодифференциальные уравнения, шкала соболевских
пространств, полностью дискретный проекционный метод.

1. Введение

Как известно, уравнения с псевдодифференциальными операторами, которые
представляют собой естественное обобщение линейных дифференциальных опера-
торов с частными производными, возникают при решении широкого круга за-
дач классической математической физики (например, уравнение Гельмгольца или
Лапласа с условиями Дирихле). На сегодняшний день наиболее исследованны-
ми являются эллиптические псевдодифференциальные уравнения, которые в про-
странстве L2(0, 1) некорректно поставлены и требуют особых приемов регуляри-
зации при их решении. Один из подходов к регуляризации таких задач состоит в
поиске пары соответствующих пространств, с помощью которых может быть обес-
печена устойчивость решаемого уравнения. Например, в работе [7] эллиптические
псевдодифференциальные уравнения рассматривались в шкале соболевских про-
странств, а для построения приближений предлагался метод, состоящий в комби-
нации полностью дискретной галеркинской схемы с двухсеточным итерационным
методом. В [6] на том же классе уравнений указанный подход был упрощен за счет
применения метода сопряженных градиентов, допускающего простую итерацион-
ную реализацию. Более подробное описание различных методов решения эллип-
тических псевдодифференциальных уравнений содержится в монографии [8].

В то же время для некоторых конкретных уравнений из описанного класса
(например, для уравнения Симма) разработаны иные, более эффективные, схемы
решения, которые позволяют сокращать информационные затраты при сохране-
нии порядка погрешности (см. [4], [9]) по сравнению со стандартными подходами.
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В данной статье ставится задача применить разработанные в [4], [9] подходы к
численному решению на общем классе эллиптических псевдодифференциальных
уравнений.

2. Постановка задачи

Рассмотрим интегральное уравнение

Au = f, (2.1)

где f — 1-периодическая функция, a оператор A имеeт вид

A =

q∑
p=0

Ap, Apu(t) =

∫ 1

0

kp(t− s)ap(t, s)u(s)ds, t ∈ [0, 1]. (2.2)

Обозначим через C∞([0, 1]2) пространство C∞-гладких 1-бипериодических
функций двух переменных. Предположим, что ap ∈ C∞([0, 1]2), p = 0, . . . , q, и

a0(t, t) ̸= 0,∀t ∈ [0, 1]. (2.3)

Будем считать, что kp(t) — 1-периодическая функция с известными коэффици-
ентами Фурье k̂p(n) по тригонометрическому базису, такими что для некоторых
α ∈ R и β > 0 выполняется

c00|n|α ≤ |k̂0(n)| ≤ c0|n|α, n ∈ Z/0, (2.4)

|k̂0(n)− k̂0(n− 1)| ≤ cnα−β, n ∈ Z, (2.5)
|k̂p(n)| ≤ cnα−β, n ∈ Z, p = 1, . . . , q, (2.6)

где c, c0, c00 — некоторые положительные константы, а n =

{
|n|, n ∈ Z/0
1, n = 0

.

Введем шкалы соболевских пространств, на которых будем рассматривать
уравнение (2.1). Обозначим через Hλ1 и Hλ1,λ2 , −∞ < λ1, λ2 < ∞, гильбертовы
пространства 1-периодических и 1-бипериодических функций с нормами

∥u∥λ1 :=

|û(0)|2 +
∑
n∈Z/0

|n|2λ1 |û(n)|2
1/2

< ∞,

∥a∥λ1,λ2 :=

|â(0, 0)|2 +
∑

(k,l)∈Z2/(0,0)

|k|2λ1|l|2λ2 |â(k, l)|2
1/2

< ∞

соответственно. Здесь

û(n) =

∫ 1

0

e−n(t)u(t)dt, â(k, l) =

∫ 1

0

∫ 1

0

e−k(t)e−l(s)a(t, s)dtds

— коэффициенты Фурье функций u(t) и a(t, s) по тригонометрическому базису
{ek}+∞

k=−∞, где ek(t) = ei2πkt, t ∈ [0, 1].
Далее нам потребуется утверждение из [7].
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Предложение 1. [7, Теорема 5.5.1] Пусть c00n
α ≤ |k̂(n)| ≤ c0n

α, n ∈ Z, для
некоторого α ∈ R. Тогда оператор

Au(t) =

∫ 1

0

k(t− s)u(s)ds

образует изоморфизм между пространствами Hλ и Hλ−α для любого λ ∈ R.

Обобщая сведения, изложенные в главе 6 из [7], сформулируем следующее
утверждение, которое для полноты изложения приведем ниже с доказательством.

Предложение 2. Пусть выполнены условия (2.3)-(2.6), тогда оператор A (2.2)
может быть представлен в следующем виде

A = D + A′
0 +

q∑
p=1

Ap, (2.7)

где оператор D ∈ L(Hλ, Hλ−α) осуществляет изоморфизм между пространствами
Hλ и Hλ−α, а операторы A′

0, Ap ∈ L(Hλ, Hλ−α+β), p = 1, . . . , q, являются компакт-
ными на паре пространств Hλ и Hλ−α.

Доказательство. Рассмотрим оператор A0:

A0u(t) =

∫ 1

0

k0(t− s)a0(t, s)u(s)ds = a0(t, t)

∫ 1

0

k0(t− s)u(s)ds+

+

∫ 1

0

k0(t− s)(a0(t, s)− a0(t, t))u(s)ds =: Du(t) + A′
0u(t).

Перепишем оператор A′
0 в следующем виде

A′
0u(t) =

∫ 1

0

k0(t− s)(1− e1(t− s))
a0(t, s)− a0(t, t)

1− e1(t− s)
u(s)ds.

Очевидно, что коэффициенты Фурье функции k′
0(t − s) := k0(t − s)(1 − e1(t − s))

могут быть найдены по формуле k̂′
0(n) = k̂0(n) − k̂0(n − 1), n ∈ Z, а функция

a′0(t, s) :=
a0(t,s)−a0(t,t)
1−e1(t−s)

∈ C∞([0, 1]2) (ноль в знаменателе при s = t компенсируется
нулем в числителе). Тогда в силу свойства (2.5) оператор A′

0 ∈ L(Hλ, Hλ−α+β), а
поскольку вложение Hλ−α+β ⊂ Hλ−α компактно, то оператор A′

0 компактен как
оператор, действующий на паре пространстве Hλ и Hλ−α. Аналогично, из свойства
(2.6) и компактности вложения Hλ−α+β ⊂ Hλ−α следует компактность операторов
Ap : H

λ → Hλ−α, p = 1, . . . , q.
Теперь рассмотрим оператор D. Как следует из предложение 1, если выполнено

условие (2.4) и k̂0(0) ̸= 0, то отображение Du(t) =
∫ 1

0
k0(t − s)u(s)ds является
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изоморфизмом между пространствами Hλ и Hλ−α. Пусть далее k̂0(0) = 0. В этом
случае в качестве операторов D и A′

0 возьмем

Du(t) = a0(t, t)[û(0) +

∫ 1

0

k0(t− s)u(s)ds],

A′
0u(t) =

∫ 1

0

a′0(t, s)k
′
0(t− s)u(s)ds− a0(t, t)û(0).

Используя предложение 1 и ограниченность функции a0(t, t) в Hλ−α, получаем,
что D — изоморфизм между пространствами Hλ и Hλ−α, a A′

0 компактен как
оператор, действующий на паре пространстве Hλ и Hλ−α. Тем самым утверждение
полностью доказано.

Из выше доказанного предложения следует, что оператор A осуществляет изо-
морфизм из Hλ в Hλ−α. Таким образом, уравнение (2.1) однозначно разрешимо и
существует ограниченный обратный оператор A−1 ∈ L(Hλ−α, Hλ). Поэтому най-
дутся константы c′λ, c

′′
λ > 0, такие что для любого v ∈ Hλ выполняется

c′λ∥v∥λ ≤ ∥Av∥λ−α ≤ c′′λ∥v∥λ. (2.8)

Далее будем предполагать, что в шкале {Hλ} известна гладкость правой части,
а именно, пусть f ∈ Hµ−α при некотором заданном µ > α + 1/2 .

Отметим, что множество классических эллиптических
псевдодиффференциальных уравнений входит в класс уравнений (2.1) с усло-
виями (2.3)- (2.6) (см. [6]). Приведем даже примеры конкретных эллиптических
уравнений, удовлетворяющих условиям (2.3)- (2.6).

Пример 1. Типичным уравнением из рассматриваемого класса задач является
интегральное уравнение Симма вида

Au(t) :=

∫ 1

0

k0(t− s)u(s)ds+

∫ 1

0

a1(t, s)u(s)ds = f(t), (2.9)

k0(t− s) = log | sinπ(t− s)|, (2.10)

a1(t, s) =


log |γ(t)−γ(s)|

| sinπ(t−s)| , t ̸= s

log(|γ′(t)/π|), t = s

.

Как известно, ядро a1(t, s) оператора A1 представляет собой C∞-гладкую и 1-
бипериодическую функцию, а коэффициенты Фурье функции k0 имеют вид

k̂0(n) =

{ 1
2|n| , n ∈ Z/0
log 2, n = 0

.

Очевидно, что условия (2.3)-(2.6) удовлетворяются при a0(t, s) = k1(t, s) ≡ 1, α =
−1 и любом β > 0.
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Пример 2. Рассмотрим интегральное уравнение∫ 1

0

|x(t)− x(s)|2 log |x(t)− x(s)|u(s)ds = f(t), t ∈ [0, 1].

Это уравнение соответствует бигармонической задаче Дирихле на ограниченной
области Ω c гладкой жордановой границей Γ (более подробно об этом см. [1]).
Перепишем это уравнение в форме∫ 1

0

k0(t− s)a0(t, s)u(s)ds+

∫ 1

0

a1(t, s)u(s)ds = f(t),

где

a0(t, s) =
|x(t)− x(s)|2

sin2 π(t− s)
для t ̸= s, a0(t, t) =

|x′(t)|2

π2
,

a1(t, s) = |x(t)− x(s)|2 log |x(t)− x(s)|
| sin π(t− s)|

для t ̸= s, a1(t, t) = 0,

k0(t) = sin2 πt log | sinπt|.

Коэффициенты Фурье функции k0 известны и имеют вид

k̂0(0) = −1

2
log 2 +

1

4
, k̂0(±1) =

1

4
log 2− 3

16
, k̂0(n) =

1

4|n|(n2 − 1)
, |n| ≥ 2.

Легко заметить, что условия (2.4) и (2.5) удовлетворяются при α = −3, β = 1.
Таким образом, рассмотренное уравнение также входит в класс задач (2.1)-(2.6).

Для уточнения гладкостных свойств функций ap, p = 0, . . . , q, введем в рас-
смотрение пространство функций Жевре типа Румье порядка η1 по обеим пере-
менным (см. [3, c.112]):

Gη1,η2 =

{
a ∈ C∞ : ∥a∥2η1,η2 :=

∞∑
k,l=−∞

|â(k, l)|2e2η2(|k|1/η1+|l|1/η1 ) < ∞

}
, η1, η2 > 0.

(2.11)
Отметим, что при η1 = 1 из (2.11) следует, что функция a(t, s) имеет по обеим
переменным аналитическое продолжение в полосу {z : z = t + is, |s| < η2

2π
} ком-

плексной плоскости. Далее будем считать, что ap ∈ Gη1,η2 , p = 0, . . . , q, при η1 ≥ 1
и η2 > 0.

3. Вспомогательные неравенства

Для изложения дальнейшего материала нам потребуются следующие обозна-
чения. Введем n-мерное подпространство тригонометрических полиномов

TN = {uN : uN(t) =
∑
k∈ZN

ckek(t)},
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ZN =

{
k : −N

2
< k ≤ N

2
, k = 0,±1,±2, . . .

}
. (3.1)

Обозначим через PN и PN,N ортогональные проекторы

PNu(t) =
∑
k∈ZN

û(k)ek(t) ∈ TN ,

PN,Na(t, s) =
∑

l,k∈ZN

â(k, l)ek(t)el(s) ∈ TN × TN ,

а через QN и QN,N - интерполяционные проекторы, такие что QNu(t) ∈ TN и
QN,Na(t, s) ∈ TN × TN соответственно и на равномерной сетке справедливо

(QNu)(jN
−1) = u(jN−1), j = 1, 2, . . . , N,

(QN,Na)(jN
−1, iN−1) = (Qt

N ⊗Qs
N)a(t, s) = a(jN−1, iN−1), j, i = 1, 2, . . . , N.

Хорошо известно (см., например, [7, гл.8]), что

∥u− PNu∥λ ≤
(
N

2

)λ−ν

∥u∥ν , λ ≤ ν, u ∈ Hν , (3.2)

∥u−QNu∥λ ≤ cλ,νN
λ−ν∥u∥ν , 0 ≤ λ ≤ ν, ν >

1

2
, u ∈ Hν , (3.3)

где cλ,ν =
(
1
2

)λ−ν
γν , а γν =

(
1 + 2

∑∞
j=1

1
j2ν

) 1
2
. Кроме того, для любого vN ∈ TN

согласно обратному неравенству Бернштейна выполняется

∥vN∥ν ≤
(
N

2

)ν−λ

∥vN∥λ, λ ≤ ν. (3.4)

Лемма 1. Пусть a ∈ Gη1,η2, тогда для любых λ1, λ2 и M ≥ 2max{
(

η1λ1

η2

)
,
(

η1λ2

η2

)
}

справедливо

∥a− PM,Ma∥λ1,λ2 ≤
(
M

2

)λ1+λ2

e−2η2(
M
2
)1/η1∥a∥η1,η2 .

Доказательство. С учетом определения нормы в пространстве Hλ1,λ2 и свойств
проектора PM,M имеем

∥a−PM,Ma∥2λ1,λ2
= ∥

∞∑
|k|≥M

2 ,

k ̸=−M
2

∞∑
|l|≥M

2 ,

l ̸=−M
2

â(k, l)ek(t)el(s)∥2λ1,λ2
=

∞∑
|l|,|k|≥M

2 ,

l,k ̸=−M
2

|k|2λ1 |l|2λ2 |â2(k, l)| =

=
∞∑

|l|,|k|≥M
2 ,

l,k ̸=−M
2

|k|2λ1 |l|2λ2 |â2(k, l)|e−k,le
+
k,l, (3.5)
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где e−k,l = e−2η2(|k|1/η1+|l|1/η1 ), e+k,l = e2η2(|k|
1/η1+|l|1/η1 ).

Нетрудно убедиться, что функция x2νe−2η2x1/η1 убывает на промежутке[(
η1ν
η2

)η1
; +∞

]
. Тогда для всех x : |x| ∈ [M ; +∞], M ≥

(
η1ν
η2

)η1
, выполняется

|x|2νe−2η2|x|1/η1 < M2νe−2η2M1/η1 .

Подставляя в последнее неравенcтво вместо x переменные k и l, а вместо ν —
переменные λ1 и λ2 cоответственно, получим, что для любых
M/2 ≥ max

{(
η1λ1

η2

)η1
;
(

η1λ2

η2

)η1}
и k, l : |k|, |l| = M/2, . . . .,+∞ имеет место

|k|2λ1e−2η2|k|1/η1 <

(
M

2

)2λ1

e−2η2(M/2)1/η1 ,

|l|2λ2e−2η2|l|1/η1 <

(
M

2

)2λ2

e−2η2(M/2)1/η1 .

Отсюда с учетом (3.5) окончательно получим

∥a− PM,Ma∥2λ1,λ2
≤
(
M

2

)2λ1+2λ2

e−4η2(
M
2
)1/η1∥a∥2η1,η2 .

Лемма 2. Пусть a ∈ Gη1,η2, тогда для ∀λ1, λ2 ≥ 1
2

и

M ≥ 2max{
(

η1(λ1+1)
η2

)
,
(

η1(λ2+1)
η2

)
} выполняется

∥a−QM,Ma∥λ1,λ2 ≤ z1(λ1, λ2)

(
M

2

)λ1+λ2

e−2η2(
M
2
)1/η1∥a∥η1,η2 ,

где z1(λ1, λ2) = γλ1+1 + γλ2+1 + γλ1+1γλ2+1.

Доказательство. Обозначим через Qt
M и Qs

M интерполяционные проекторы по
переменным t и s, соответственно. Так как QMek(t) = ek(t) для любого k ∈ ZM , то

QMPMek = PMek. (3.6)

Тогда с учетом Леммы 1 и (3.3) получим

∥a−Qt
Ma∥λ1,λ2 = ∥(a− PM,Ma)−Qt

M(a− PM,Ma)∥λ1,λ2 ≤

≤ γλ1+1

(
M

2

)−1

∥a− PM,Ma∥λ1+1,λ2 ≤ γλ1+1

(
M

2

)λ1+λ2

e−2η2(M
2 )

1/η1

∥a∥η1,η2 .

Аналогично для проектора Qs
M имеем

∥a−Qs
Ma∥λ1,λ2 ≤ γλ2+1

(
M

2

)λ1+λ2

e−2η2(M
2 )

1/η1

∥a∥η1,η2 .
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Непосредственно из (3.3) и (3.6) с помощью леммы 1 находим

∥(I −Qt
M)(I −Qs

M)a∥λ1,λ2 ≤ γλ1+1

(
M

2

)−1

∥(I −Qs
M)(a− PM,Ma)∥λ1+1,λ2 ≤

≤ γλ1+1γλ2+1

(
M

2

)−2

∥a−PM,Ma∥λ1+1,λ2+1 ≤ γλ1+1γλ2+1

(
M

2

)λ1+λ2

e−2η2(M
2 )

1/η1

∥a∥η1,η2 .

В силу соотношений выше получим, что

∥a−QM,Ma∥λ1,λ2 = ∥a±a±Qt
Ma±Qs

Ma−QM,Ma∥λ1,λ2 ≤ ∥a−Qt
Ma∥λ1,λ2+∥a−Qs

Ma∥λ1,λ2+

+∥(I−Qt
M)(I−Qs

M)a∥λ1,λ2 ≤ (γλ1+1+γλ2+1+γλ1+1γλ2+1)

(
M

2

)λ1+λ2

e−2η2(M
2 )

1/η1

∥a∥η1,η2 .

Что и требовалось доказать.

Далее для оценки нормы оператора A воспользуемся следующими двумя
утверждениями, которые доказаны в монографии [7].

Предложение 3. [7, Лемма 6.1.3] Пусть k(t) — 1-периодическая функция, такая
что

|k̂(n)| ≤ c0n
α n ∈ Z. (3.7)

Тогда для любых λ ∈ R и ν > 1/2 выполняется

∥∥∥∥∫ 1

0

k(t− s)v(t, s)ds

∥∥∥∥
λ−α

≤ c0


2λ−α+1γλ−α∥v∥λ−α,λ, λ− α > 1

2

2λ−α+1γν∥v∥ν,λ, 0 ≤ λ− α ≤ 1
2

2|λ−α|γν∥v∥|λ−α|+ν,λ, λ− α ≤ 0
,

где c0 — некоторая константа, а v(t, s) — 1-бипериодическая функция такая, что
все задействованные соболевские нормы существуют.

Предложение 4. [7, Лемма 6.1.1] Для любых λ1, λ2 ∈ R, ν > 1/2, u ∈ Hλ1,λ2 и
a ∈ Hmax(|λ1|,ν),max(|λ2|,ν) имеет место следующее неравенство

∥au∥λ1,λ2 ≤ z2(λ1, λ2)∥a∥max(|λ1|,ν),max(|λ2|,ν)∥u∥λ1,λ2 ,

где z2(λ1, λ2) =


2|λ1|+|λ2|+2γ|λ1|γ|λ2| |λ1| > 1

2
, |λ2| > 1

2

2ν+|λ2|+2γνγ|λ2| |λ1| ≤ 1
2
, |λ2| > 1/2

2|λ1|+ν+2γνγ|λ1| |λ1| > 1
2
, |λ2| ≤ 1/2

22(ν+1)γ2
ν |λ1| ≤ 1

2
, |λ2| ≤ 1/2,

.

Теперь, опираясь на эти утверждения, легко получить оценку нормы операто-
ра A.
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Лемма 3. Пусть выполнены условия предложения 3 и

(Au)(t) =

∫ 1

0

k(t− s)a(t, s)u(s)ds (t ∈ [0, 1]), (3.8)

где a — C∞ гладкая функция по обеим переменным. Тогда для любого ν > 1
2

выполняется
∥Au∥λ−α ≤ z2(λ

′′, λ)z3(λ− α)∥a∥λ′′,max(|λ|,ν)∥u∥λ,

где λ′ =


λ− α, λ− α > 1

2
,

ν, 0 ≤ λ− α ≤ 1
2
,

|λ− α|+ ν, λ− α ≤ 0
, λ′′ =

{
max{λ′, ν}, λ− α > 1

2
,

λ′, λ− α ≤ 1
2
,

,

z3(λ− α) = c0


2λ−α+1γλ−α, λ− α > 1

2
,

2λ−α+1γν , 0 ≤ λ− α ≤ 1
2
,

2|λ−α|γν , λ− α ≤ 0
.

Доказательство. Утверждение леммы непосредственно следует из предложений
3 и 4.

4. Полностью дискретный проекционный метод

Аппроксимируем оператор A оператором

AM =

q∑
p=0

Ap,M , (4.1)

где операторы Ap,M , p = 0, .., q имеют вид

Ap,Mu(t) =

∫ 1

0

kp(t− s)ap,M(t, s)u(s)ds (4.2)

с ядром ap,M = QM,Map. Точность построенного приближения (4.2) установлена в
следующем утверждении.

Лемма 4. Пусть выполняются условия (2.4)- (2.6), а оператор AM имеет вид
(4.1), тогда для всех M : M ≥ 2max{

(
η1(λ′′+1)

η2

)
,
(

η1(λν+1)
η2

)
}

∥(A−AM)v∥λ−α ≤ z4(λ− α)c2e
−2η2(M

2 )
1/η1

(
M

2

)λ′′+λν

∥v∥λ,

где c2 = (q + 1)maxp{∥ap∥η1,η2}, z4(λ − α) = z1(λ
′′, λν)z2(λ

′′, λ)z3(λ − α) и λν =
max{|λ|, ν}.
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Доказательство. Используя леммы 2, 3 и предложение 4, получим

∥(A−AM)v∥λ−α ≤
q∑

p=0

z2(λ
′′, λ)z3(λ− α)∥ap −QM,Map∥λ′′,λν∥v∥λ ≤

≤
q∑

p=0

z1(λ
′′, λν)z2(λ

′′, λ)z3(λ− α)∥ap∥η1,η2e
−2η2(M

2 )
1/η1

(
M

2

)λ′′+λν

∥v∥λ ≤

≤ z1(λ
′′, λν)z2(λ

′′, λ)z3(λ− α)c2e
−2η2(M

2 )
1/η1

(
M

2

)λ′′+λν

∥v∥λ.

Правую часть уравнения (2.1) будем аппроксимировать следующим образом

fN := QNf, где N > M.

Суть полностью дискретного проекционного метода (ПДПМ) для уравнения (2.1)
состоит в решении уравнения

PNAMuM,N :=

q∑
p=0

PNAp,MuM,N = QNf, (4.3)

где Ap,M имеет вид (4.2), а uM,N рассматривается в качестве приближенного
решения уравнения (2.1). Отметим, что из свойств (2.4) и (2.5) следует, что
A0,M ∈ L(Hλ, Hλ−α), а Ap,M ∈ L(Hλ, Hλ−α+β), где p = 1, . . . , q.

В следующем утверждении установливлено неравенство устойчивости для опе-
ратора PNA.

Лемма 5. [7, Лемма 9.8.2.] Пусть выполнены условия (2.3)-(2.6). Тогда для любых
λ ∈ R и v ∈ TN выполняется

∥v∥λ ≤ dλ∥PNAv∥λ−α,

где некоторая константа dλ > 0.

Описанный выше ПДПМ (4.3) широко применяется для решения такого рода
задач и подробно описан в монографии [7]. Идея разделения уровней дискрети-
зации для этого метода впервые была реализована при решении интегрального
уравнения Симма (2.9) в [4]. В дальнейшем такой способ дискретизации также
был использован в [9] на том же классе задач, что и в [4]. Теперь наша задача со-
стоит в том, чтобы на классе интегральных периодических уравнений вида (2.1)
при условиях (2.4)-(2.6) найти погрешность ПДПМ (4.3) с разделенными пара-
метрами дискретизации в метрике соболевских пространств Hλ для λ < µ. Кроме
того, ставим задачу сократить информационные затраты (т.е. объем дискретной
информации в виде значений функций f(t) и ap(t, s) в точках равномерной сетки)
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необходимых для достижения точности O(Nλ−µ). Эта цель будет достигнута за
счет разделения параметров дискретизации для правой части и оператора урав-
нения.

Итак, в следующем утверждении сформулирован основной результат данной
работы, где найдена оценка точности метода (4.3) в шкале соболевских про-
странств Hλ, λ < µ.

Теорема 1. Пусть выполнены условия леммы 4 и (2.3)- (2.6). Тогда для любого
ν > 1/2, λ ≤ µ, µ > α+ 1/2 и всех M таких, что

z4(λ− α)e−2η2(M
2 )

1/η1

(
M

2

)λ′′+λν

≤ 1/2,

справедливо

∥u− uM,N∥λ ≤

(
z5(λ, α, ν, µ)N

λ−µ + d′λz4(λ− α)e−2η2(M
2 )

1/η1

(
M

2

)λ′′+λν
)
∥u∥µ,

(4.4)
где z4(λ− α) = z1(λ

′′, λν)z2(λ
′′, λ)z3(λ− α)c2, z5(λ, α) = 1 + 2d′λc

′′
λ.

Доказательство. Используя неравенство (3.2), получим

∥u−uM,N∥λ ≤ ∥u−PNu∥λ+∥PNu−uM,N∥λ ≤
(
N

2

)λ−µ

∥u∥µ+∥PNu−uM,N∥λ. (4.5)

Оценим последнюю норму отдельно следующим образом. Итак, из лемм 4 и 5
имеем

∥uM,N − PNu∥λ ≤ dλ∥PNAPN(uM,N − u)∥λ−α ≤ dλ∥PNAM(uM,N − PNu)∥λ−α+

+ ∥(A−AM)(uM,N − PNu)∥λ−α ≤ dλ∥PN(QNf −AMPNu)∥λ−α+

+ z4(λ− α)e−2η2(M
2 )

1/η1

(
M

2

)λ′′+λν

∥uM,N − PNu∥λ.

Отсюда следует, что для достаточно больших M , удовлетворяющих условию тео-
ремы, выполняется

∥uM,N − PNu∥λ ≤ d′λ∥PN(QNf −AMPNu)∥λ−α, (4.6)

где d′λ = 2dλ.
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Из (4.6), используя лемму 4, неравенство (3.2) и (2.8), получим

∥uM,N − PNu∥λ ≤ d′λ∥PN(QNf −AMPNu)∥λ−α ≤ d′λ(∥PN(QNf −APNu)∥λ−α+

+ ∥(A−AM)PNu∥λ−α) ≤ d′λ×(
∥QNf − f∥λ−α + ∥PNA(I − PN)u∥λ−α + z4(λ− α)e−2η2(M

2 )
1/η1

(
M

2

)λ′′+λν

∥u∥λ

)
≤

d′λ

((
N

2

)λ−µ

∥f∥µ+α + c′′λ∥(I − PN)u∥λ + z4(λ− α)e−2η2(M
2 )

1/η1

(
M

2

)λ′′+λν

∥u∥λ

)
≤

d′λ

(
2c′′λ

(
N

2

)λ−µ

+ z4(λ− α)e−2η2(M
2 )

1/η1

(
M

2

)λ′′+λν
)
∥u∥µ.

Подставляя оценку выше в (4.5 ), окончательно получим

∥u− uM,N∥λ ≤ ∥u− PNu∥λ + ∥PNu− uM,N∥λ ≤(
(1 + d′λ2c

′′
λ)

(
N

2

)λ−µ

+ d′λz4(λ− α)e−2η2(M
2 )

1/η1

(
M

2

)λ′′+λν
)
∥u∥µ.

Что и требовалось доказать.

Теорема 2. Пусть (M/2)
1
η1 = µ−λ

2η2
logN + η1(λ′′+λν)

2η2
log logN, тогда

∥u− uN,M∥λ ≍ O(Nλ−µ). (4.7)

Доказательство. Из условия теоремы имеем

e−2η2(M/2)1/η1 = e(λ−µ) logNe−η1(λ′′+max{|λ|,ν}) log logN = Nλ−µ(logN)−η1(λ′′+max{|λ|,ν}),

(M/2)λ
′′+max{|λ|,ν} =

[
(µ− λ)

2η2
logN +

η1(λ
′′ +max{|λ|, ν})

2η2
logN logN

]η1(λ′′+max{|λ|,ν})

≤
[

1

2η2
(µ− λ+

η1(λ
′′ +max{|λ|, ν})

2η2
) logN

]η1(λ′′+max{|λ|,ν})

≍ (logN)η1(λ
′′+max{|λ|,ν}).

Поставляя полученные соотношения в (4.4), получим утверждение теоремы.

Замечание 1. В силу оценки (3.2), оценка точности (4.7) для ПДПМ оптимальна
по порядку на множестве решений из Hµ, µ > α+ 1/2.
Замечание 2. Подсчитаем количество дискретной информации об уравнении (2.1),
необходимой для реализации предложенного алгоритма с оптимальной по порядку
точностью (4.7). В рамках подхода (4.3) задействовано O(log2N) значений ядра
ap(t, s) в точках равномерной сетки. В то же время в монографии [7] подробно
описан подобный подход к решения (2.1), где для его реализации задействован объ-
ем дискретной информации порядка O(N logN). Очевидно преимущество подхода
реализованного в данной статье по сравнению с классическими методами из [7].
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5. Заключение

Как видно из выше приведенного анализа, применение ПДПМ с разделенны-
ми параметрами дискретизации обеспечивает оптимальную по порядку точность
на всем классе исследуемых эллиптических псевдодифференциальных уравне-
ния вида (2.1). При этом удается сократить объем информационных затрат на
логарифмический множитель.

Отметим также, что в данной работе не предполагалось возмущение входных
данных уравнения (2.1). Дальнейшей перспективной задачей в этом направле-
нии представляется исследование аппроксимационных и информационных свойств
ПДПМ с разделенными параметрами дискретизации на классе эллиптических
псевдодифференциальных уравнения вида (2.1) с неточно заданными входными
данными и неизвестной гладкостью µ искомого решения.
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