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Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíî èñïîëüçîâàíèå ðàçëè÷íûõ ãðàôîâûõ ñòðóêòóð â òåîðèè ëîêàëüíûõ
ýëèìèíàöèîííûõ àëãîðèòìîâ (ËÝÀ) äëÿ ðåøåíèÿ äèñêðåòíûõ çàäà÷, â òîì ÷èñëå ýëèìèíàöè-
îííûõ ãðàôîâ è ýëèìèíàöèîííûõ äåðåâüåâ. Ïîêàçàíî, ÷òî áåñêîíòóðíûé îðãðàô âû÷èñëèòåëü-
íîé ïðîöåäóðû ËÝÀ ÿâëÿåòñÿ ýëèìèíàöèîííûì äåðåâîì. Îáñóæäàþòñÿ âîçìîæíîñòè ïîñòðîåíèÿ
äðåâîâèäíîé äåêîìïîçèöèè íà îñíîâå ýëèìèíàöèîííîãî äåðåâà, à òàêæå ïðåäñòàâëåíèå ýëèìèíà-
öèîííîãî ïðîöåññà ñ ïîìîùüþ ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè.

1. Ââåäåíèå
Äëÿ ðåøåíèÿ ðÿäà ðàçðåæåííûõ äèñêðåòíûõ çàäà÷, âîçíèêàþùèõ â ñàìûõ ðàç-

íûõ îáëàñòÿõ ïðèëîæåíèé (â òîì ÷èñëå çàäà÷ èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà è äèñ-
êðåòíîé îïòèìèçàöèè [8]), ñîäåðæàùèõ îãðîìíîå ÷èñëî ïåðåìåííûõ è/èëè îãðàíè-
÷åíèé, ÷òî ñîçäàåò ñëîæíîñòè ïðè ïîïûòêå ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ ñ ïîìîùüþ ñîâðå-
ìåííûõ ðåøàòåëåé, ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ãðàôîâûå äåêîìïîçèöèîííûå ìåòî-
äû [26]. Âîçðîñøèé èíòåðåñ ê ýòèì ìåòîäàì îáóñëîâëåí ðåçóëüòàòàìè Courcelle
[22], Arnborg et al. [17], äîêàçàâøèõ, ÷òî ðÿä NP -òðóäíûõ çàäà÷, ïîñòàâëåííûõ
â ìîíàäè÷åñêîé ëîãèêå âòîðîãî ïîðÿäêà, ìîãóò áûòü ðåøåíû çà ïîëèíîìèàëüíîå
âðåìÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ íà ãðàôàõ (îïèñû-
âàþùèõ ñòðóêòóðó çàäà÷è) ñ îãðàíè÷åííîé äðåâîâèäíîé øèðèíîé.

Ê ãðàôîâûì äåêîìïîçèöèîííûì ïîäõîäàì îòíîñèòñÿ êëàññ ëîêàëüíûõ ýëèìè-
íàöèîííûõ àëãîðèòìîâ (ËÝÀ) âû÷èñëåíèÿ èíôîðìàöèè [11], âêëþ÷àþùèé ëîêàëü-
íûå àëãîðèòìû äåêîìïîçèöèè [4], [9], àëãîðèòìû íåñåðèàëüíîãî äèíàìè÷åñêîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ÍÑÄÏ) ([19], [10], àëãîðèòìû ñåãìåíòíîé ýëèìèíàöèè [23], ìå-
òîäû äðåâîâèäíîé äåêîìïîçèöèè [12], [26].

Ïðèìåíåíèå ËÝÀ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè (ÄÎ) ðàññìîò-
ðåíî â [10]. Â [13] ïîêàçàíî, ÷òî ËÝÀ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí è äëÿ ðåøåíèÿ
íåîïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ (çàäà÷ óäîâëåòâîðåíèÿ îãðàíè÷åíèé), êîòîðûå ìîæíî
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ðàçáèòü íà ïîäçàäà÷è è èñïîëüçîâàòü ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ ìåíüøèõ ïîäçàäà÷ ïðè
ðåøåíèè áîëüøèõ. Ñâÿçü ÍÑÄÏ ñ ëîêàëüíûìè àëãîðèòìàìè ([4], [9], [10]) îáóñëîâ-
ëåíà òåì, ÷òî, êàê è ëîêàëüíûå àëãîðèòìû, ÍÑÄÏ ðåøàåò çàäà÷è, ïðåîáðàçóÿ ëî-
êàëüíóþ èíôîðìàöèþ â ãëîáàëüíóþ. Îäíîé èç îáùèõ äëÿ ýòèõ ìåòîäîâ ãðàôîâûõ
èíòåðïðåòàöèé ÿâëÿåòñÿ ýëèìèíàöèîííàÿ èãðà (Parter [28]).

Â [15] ïðåäëîæåí îáùèé êëàññ ëîêàëüíûõ ýëèìèíàöèîííûõ àëãîðèòìîâ âû÷èñ-
ëåíèÿ èíôîðìàöèè äëÿ ðåøåíèÿ äèñêðåòíûõ ðàçðåæåííûõ çàäà÷, ïîçâîëÿþùèõ
îñóùåñòâëÿòü âû÷èñëåíèå ãëîáàëüíîé èíôîðìàöèè î ðåøåíèè çàäà÷è ñ ïîìî-
ùüþ ëîêàëüíûõ âû÷èñëåíèé íà îñíîâå àíàëèçà îêðåñòíîñòåé ýëåìåíòîâ çàäà÷è.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå àíàëèçèðóþòñÿ âîçìîæíîñòè ãðàôîâûõ ñòðóêòóð â òåîðèè
ëîêàëüíûõ ýëèìèíàöèîííûõ àëãîðèòìîâ, ïîêàçàíî, ÷òî áåñêîíòóðíûì îðãðàôîì
âû÷èñëèòåëüíîé ïðîöåäóðû ËÝÀ ÿâëÿåòñÿ ýëèìèíàöèîííîå äåðåâî, ïðåäëî-
æåííîå ðàíåå â ðàáîòå [27] äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññà ýëèìèíàöèè ïåðåìåííûõ ïðè
ðåøåíèè ðàçðåæåííûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

1.1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ÄÎ

F (x1, x2, . . . , xn) =
∑

k∈K

fk(Y
k) → max (1.1)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

gi(X
i) Ri 0, i ∈ M = {1, 2, . . . , m}, (1.2)

xj ∈ Dj, j ∈ {1, . . . , n}, (1.3)

ãäå

Y k ⊆ {x1, x2, . . . , xn}, k ∈ K = {1, 2, . . . , t} ; (1.4)
X i ⊆ X = {x1, x2, . . . , xn}, Ri ∈ {≤, =,≥}, i ∈ M = {1, 2, . . . , m}; (1.5)

Dj� äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ïåðåìåííîé xj, j = 1, . . . , n. (1.6)

Îïðåäåëåíèå 1. ([19], [10]) Äâå ïåðåìåííûå x è y âçàèìîñâÿçàíû â çàäà÷å ÄÎ ñ
îãðàíè÷åíèÿìè, åñëè îíè ïîÿâëÿþòñÿ âìåñòå â îäíîì êîìïîíåíòå öåëåâîé ôóíêöèè
(ÖÔ) èëè â îäíîì è òîì æå îãðàíè÷åíèè (äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè ïåðåìåííûå x, y
âõîäÿò îäíîâðåìåííî âî ìíîæåñòâî X i èëè âî ìíîæåñòâî Y k).

Îïðåäåëåíèå 2. Ãðàôîì âçàèìîñâÿçåé [19] çàäà÷è ÄÎ íàçûâàåòñÿ íåîðèåíòè-
ðîâàííûé ãðàô G = (X, E), äëÿ êîòîðîãî

1. ìíîæåñòâî âåðøèí X ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâó ïåðåìåííûõ X çàäà÷è ÄÎ;

2. äâå âåðøèíû x, y ãðàôà G ñîåäèíåíû ðåáðîì (x, y) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïåðåìåííûå âçàèìîñâÿçàíû.
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Â äàëüíåéøåì áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ïåðåìåííûå çàäà÷è ÄÎ ñ âåðøèíàìè ãðà-
ôà âçàèìîñâÿçåé. Íèæå ïîä ãðàôîì áóäåì ïîäðàçóìåâàòü íåîðèåíòèðîâàííûé
ãðàô, åñëè íå îãîâîðåíî äðóãîå.

Îðèåíòèðîâàííûé ãðàô (îðãðàô) [3] áóäåì îáîçíà÷àòü íèæå â âèäå −→
G =

(X,
−→
E ), ãäå X � êîíå÷íîå ìíîæåñòâ âåðøèí, −→E � ìíîæåñòâî äóã (îðèåíòèðî-

âàííûõ ðåáåð), −→E ⊆ X2.

Îïðåäåëåíèå 3. Ñòÿãèâàþùåå äåðåâî � äëÿ äàííîãî íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðà-
ôà ñóãðàô (ò.å. ÷àñòü ãðàôà, èìåþùàÿ òî æå ìíîæåñòâî âåðøèí, ÷òî è ñàì ãðàô
[2]) â âèäå äåðåâà.

Îïðåäåëåíèå 4. Êîðíåâîå äåðåâî � ýòî äåðåâî T = (X, E) ñ âûäåëåííîé âåð-
øèíîé r, íàçûâàåìîé êîðíåì T .

Êîðíåâîå äåðåâî ïîëíîñòüþ îïèñûâàåòñÿ îòíîøåíèåì ¾ïðåäîê�ïîòîìîê¿. Ïðè
ýòîì, åñëè (r, s), . . . , (x, y) � ïóòü îò êîðíÿ r â âåðøèíó y , òî x íàçûâàþò ïðåäêîì
âåðøèíû y.

Îñíîâíûì ïîíÿòèåì â òåîðèè ëîêàëüíûõ àëãîðèòìîâ ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå áëè-
çîñòè ýëåìåíòîâ, îïðåäåëÿåìîå ïîíÿòèåì îêðåñòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 5. Äâå âåðøèíû x è y â ãðàôå G = (X,E) íàçûâàþòñÿ ñîñåäíèìè
èëè ñìåæíûìè, åñëè (x, y) ∈ E.

Îïðåäåëåíèå 6. ([3]) Êëèêà - ïîäìíîæåñòâî âåðøèí X ′ ãðàôà G, â êîòîðîì ëþ-
áûå äâå âåðøèíû ñìåæíû, ò.å. ïîðîæäåííûé èì ïîäãðàô G(X ′) ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì.

Îïðåäåëåíèå 7. Ìíîæåñòâî âåðøèí, ñîñåäíèõ ñ âåðøèíîé x ∈ X â ãðàôå G =
(X, E), îáîçíà÷àåòñÿ NbG(x) (èëè Nb(x)) è íàçûâàåòñÿ îêðåñòíîñòüþ âåðøèíû
x.

Îïðåäåëåíèå 8. ([1]) Òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå îðãðàôà (Transitive closure
of a directed graph) � äëÿ äàííîãî îðãðàôà −→G îðãðàô −→

G ∗ ñ òåì æå ìíîæåñòâîì
âåðøèí, ÷òî è −→G , â êîòîðîì äóãà (v, w) ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà w

äîñòèæèìà èç v â −→G .

Îïðåäåëåíèå 9. ([7]) Òðàíçèòèâíàÿ ðåäóêöèÿ îðãðàôà (Transitive reduction
of a directed graph) � äëÿ äàííîãî îðãðàôà −→G îðãðàô ñ íàèìåíüøèì ÷èñëîì äóã,
òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå êîòîðîãî ñîâïàäàåò (èçîìîðôíî) ñ òðàíçèòèâíûì çàìû-
êàíèåì èñõîäíîãî ãðàôà −→G .

Òàêèì îáðàçîì, åñëè â îðãðàôå G èìååòñÿ îðèåíòèðîâàííûé ïóòü èç âåðøèíû
x â âåðøèíó y ñ äëèíîé, áîëüøåé 1, òî èìåþùååñÿ îðèåíòèðîâàííîå ðåáðî x, y
ìîæåò áûòü óäàëåíî. Óäàëåíèå âñåõ òàêèõ ðåáåð èç îðãðàôà ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü
åãî òðàíçèòèâíóþ ðåäóêöèþ.
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Ïîèñê â ãëóáèíó. Èäåÿ ïîèñêà â ãëóáèíó (DFS � depth �rst search) [30] �
îäíîãî èç îñíîâíûõ ãðàôîâûõ àëãîðèòìîâ � ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïîèñê íà÷è-
íàåòñÿ ñ íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé âåðøèíû v0. Çàòåì âûáèðàåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ
âåðøèíà u, ñîñåäíÿÿ ñ v0, è ïîâòîðÿåòñÿ ïîèñê ñîñåäíåé ñ u âåðøèíû. Â îáùåì
ñëó÷àå ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû íàõîäèìñÿ â âåðøèíå v. Åñëè ñóùåñòâóåò íîâàÿ, åùå
íå ïðîñìîòðåííàÿ, âåðøèíà u, u ∈ Nb(v), ðàññìàòðèâàåì åå (ïîìå÷àåì åå êàê ïðî-
ñìîòðåííóþ) è, íà÷èíàÿ ñ íåå, ïðîäîëæàåì ïîèñê. Åñëè æå íå ñóùåñòâóåò íè îäíîé
íîâîé âåðøèíû, ñîñåäíåé ñ v, òî ãîâîðèì, ÷òî âåðøèíà v èñïîëüçîâàíà, âîçâðà-
ùàåìñÿ â âåðøèíó, èç êîòîðîé ìû ïîïàëè â v, è ïðîäîëæàåì ïðîöåññ (åñëè v = v0,
òî ïîèñê çàêîí÷åí). Òàêèì îáðàçîì, ïîèñê â ãëóáèíó èç âåðøèíû v îñíîâàí íà
ïîèñêå â ãëóáèíó èç âñåõ íîâûõ âåðøèí, ñîñåäíèõ ñ v.

2. Ëîêàëüíûå ýëèìèíàöèîííûå àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ
èíôîðìàöèè

2.1. Î ëîêàëüíûõ àëãîðèòìàõ

Èñïîëüçîâàíèå ëîêàëüíîé èíôîðìàöèè [4], [5] ïðè èçó÷åíèè ñëîæíûõ äèñêðåò-
íûõ ñèñòåì, ïðè ðàçðàáîòêå ìåòîäîâ äåêîìïîçèöèè äëÿ ðåøåíèÿ áîëüøèõ ðàçðå-
æåííûõ äèñêðåòíûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ ïåðñïåêòèâíûì ïîäõîäîì, ïðè÷åì óïîìÿíó-
òûå çàäà÷è ïðèíàäëåæàò êàê îáëàñòè äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè [6], [8], òàê è îáëà-
ñòè èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà [23], èíôîðìàòèêè [18], ëèíåéíîé àëãåáðû (çäåñü
ðàçðàáîòàíû ìóëüòèôðîíòàëüíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ðàçðåæåííûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé [29], èìåþùèå äåêîìïîçèöèîííûé õàðàêòåð).

Ïðè èçó÷åíèè ñëîæíûõ îáúåêòîâ íå âñåãäà âîçìîæíî ïîëó÷èòü (èëè âû÷èñ-
ëèòü) ãëîáàëüíóþ èíôîðìàöèþ îá îáúåêòå â öåëîì, ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ
ïîëó÷åíèå ãëîáàëüíîé èíôîðìàöèè îá îáúåêòå, èñïîëüçóÿ ëîêàëüíûå âû÷èñëåíèÿ
äëÿ ÷àñòåé îáúåêòà.

Ëîêàëüíûé àëãîðèòì (ËÀ) âû÷èñëåíèÿ èíôîðìàöèè [4] èçó÷àåò ýëåìåíòû â ïî-
ðÿäêå, çàäàâàåìîì àëãîðèòìîì óïîðÿäî÷åíèÿ Aπ, èñïîëüçóÿ ïðè ýòîì ëîêàëüíóþ
èíôîðìàöèþ îá ýëåìåíòàõ èç îêðåñòíîñòè [5] äàííîãî ýëåìåíòà. Ïðè ýòîì ïðî-
èçâîäèòñÿ âû÷èñëåíèå ôóíêöèè ϕ, çíà÷åíèå êîòîðîé íà êàæäîì øàãå àëãîðèòìà
áóäåò îïðåäåëÿòü âèä îòìåòêè, âûñòàâëÿåìîé íà ýòîì øàãå.

ËÀ äåêîìïîçèöèè [9], [10], [11], [12] çàäà÷ ÄÎ èìåþò ñâîþ ñïåöèôèêó, ñîñòî-
ÿùóþ â òîì, ÷òî îíè âû÷èñëÿþò íå ïðåäèêàòû, à, èñïîëüçóÿ ïðèíöèï îïòèìàëü-
íîñòè Áåëëìàíà, íàõîäÿò îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ ïîäçàäà÷, ñîîòâåòñòâóþùèõ áëî-
êàì çàäà÷è ÄÎ. Øàã ËÀ äåêîìïîçèöèè A çàêëþ÷àåòñÿ â ïåðåõîäå îò îêðåñòíîñòè
Sp ê îêðåñòíîñòè Sp+1, íà êàæäîì øàãå àëãîðèòìà äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî
íàáîðà ïåðåìåííûõ ãðàíè÷íîãî êîëüöà çàïîìèíàþòñÿ çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ ñîîò-
âåòñòâóþùåé îêðåñòíîñòè, ïðè÷åì çàïîìèíàåòñÿ èíôîðìàöèÿ íå î ïðåäèêàòàõ, à
î çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííûõ â ðåøåíèÿõ ïîäçàäà÷; òàêóþ èíôîðìàöèþ Þ.È. Æó-
ðàâëåâ ïðåäëîæèë íàçûâàòü èíäèêàòîðíîé èíôîðìàöèåé.
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Âàæíîé îñîáåííîñòüþ ëîêàëüíûõ àëãîðèòìîâ ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèå è èñïîëü-
çîâàíèå èìåííî ëîêàëüíîé èíôîðìàöèè (ò. å. èíôîðìàöèè îá ýëåìåíòàõ îêðåñò-
íîñòåé [5] ýëåìåíòîâ) ïðè ðåøåíèè ðàçðåæåííûõ äèñêðåòíûõ çàäà÷, ïîýòîìó ëî-
êàëüíûå ýëèìèíàöèîííûå àëãîðèòìû (ËÝÀ) âû÷èñëåíèÿ èíôîðìàöèè ïîçâîëÿþò
îñóùåñòâëÿòü âû÷èñëåíèå ãëîáàëüíîé èíôîðìàöèè î ðåøåíèè âñåé çàäà÷è ñ ïî-
ìîùüþ ëîêàëüíûõ âû÷èñëåíèé (îáû÷íî ðåøåíèé ïîäçàäà÷), èñïîëüçóÿ ñòðóêòóðó
çàäà÷è.

Ñòðóêòóðà äèñêðåòíîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè çàäàåòñÿ ñòðóêòóðíûì ãðàôîì, è
ìîæåò áûòü çàäàíà êàê èñõîäíûìè ýëåìåíòàìè (ïåðåìåííûìè) çàäà÷è ñ çàäàíèåì
ñèñòåìû îêðåñòíîñòåé [5] ýòèõ ïåðåìåííûõ, ãðàôà âçàèìîñâÿçåé è ïîðÿäêà ïðî-
ñìîòðà ýòèõ ïåðåìåííûõ ñ ïîìîùüþ ËÝÀ, òàê è ðàçëè÷íûìè ïðîèçâîäíûìè ñòðóê-
òóðàìè � áëî÷íûìè [11, 19], áëî÷íî-äðåâîâèäíûìè [12], çàäàâàåìûìè òàê íàçûâà-
åìûì ñòðóêòóðíûì êîíäåíñèðîâàííûì ãðàôîì, â êîòîðîì âåðøèíàìè ÿâëÿþòñÿ
ïîäìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ çàäà÷è.

ËÝÀ âû÷èñëÿåò èíôîðìàöèþ î ëîêàëüíûõ ýëåìåíòàõ ñòðóêòóðû äèñêðåòíîé
çàäà÷è îïòèìèçàöèè, çàäàâàåìîé ñòðóêòóðíûì ãðàôîì, çàïèñûâàÿ âû÷èñëåííóþ
ëîêàëüíóþ èíôîðìàöèþ îá ýòèõ ýëåìåíòàõ â âèäå íîâûõ êîìïîíåíòîâ öåëåâîé
ôóíêöèè, äîáàâëÿåìûõ ê çàäà÷å, ýëèìèíèðóÿ çàòåì ïðîñìîòðåííûå ýëåìåíòû è
èñïîëüçîâàííûå îãðàíè÷åíèÿ.

Ïðîöåäóðà ËÝÀ ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé:
• ïðÿìàÿ ÷àñòü � âûäåëåíèå ëîêàëüíûõ ýëåìåíòîâ è èõ îêðåñòíîñòåé â òåêó-

ùåì ñòðóêòóðíîì ãðàôå è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ïîäçàäà÷, âû÷èñëåíèå è çà-
ïîìèíàíèå ëîêàëüíîé èíôîðìàöèè â âèäå íîâûõ êîìïîíåíòîâ öåëåâîé ôóíê-
öèè, äîáàâëÿåìûõ ê çàäà÷å, à òàêæå çàïîìèíàíèå òàáëèö ñ ëîêàëüíûìè ðå-
øåíèÿìè, ýëèìèíàöèÿ ïðîñìîòðåííûõ ëîêàëüíûõ ýëåìåíòîâ è èñïîëüçîâàí-
íûõ îãðàíè÷åíèé, ñîîòâåòñòâóþùåå èçìåíåíèå ñòðóêòóðíîãî ãðàôà, ïîëó÷å-
íèå îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè;

• îáðàòíàÿ ÷àñòü � íàõîæäåíèå ãëîáàëüíîãî ðåøåíèÿ èñõîäíîé äèñêðåòíîé
çàäà÷è îïòèìèçàöèè, îáåñïå÷èâàþùåãî äîñòèæåíèå îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ
öåëåâîé ôóíêöèè ïî íàéäåííûì â ïðÿìîé ÷àñòè òàáëèöàì ñ ëîêàëüíûìè
ðåøåíèÿìè.

Àëãîðèòìè÷åñêàÿ ñõåìà ËÝÀ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áåñêîíòóðíûé îðãðàô, âåðøè-
íû êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò ëîêàëüíûì ïîäçàäà÷àì, à ðåáðà � âûðàæàþò èíôîð-
ìàöèîííóþ çàâèñèìîñòü ïîäçàäà÷ äðóã îò äðóãà. Çíàíèå àëãîðèòìè÷åñêîé ñõåìû
ïîçâîëÿåò îöåíèòü âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü ËÝÀ, à òàêæå îðãàíèçîâàòü ðàñ-
ïàðàëëåëèâàíèå âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà.

Ïîñêîëüêó ËÝÀ îòíîñèòñÿ ê àëãîðèòìàì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
(ÄÏ), ðàññìîòðèì çàäàíèå åãî âû÷èñëèòåëüíîé ïðîöåäóðû â âèäå ìíîæåñòâà âçà-
èìîçàâèñèìûõ ïîäçàäà÷, ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ ïðè ðåøåíèè
áîëüøèõ ïîäçàäà÷, ïîêà âñÿ çàäà÷à íå áóäåò ðåøåíà. Çàâèñèìîñòè ìåæäó ïîäçàäà-
÷àìè â ïðîöåäóðå ËÝÀ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå áåñêîíòóðíîãî îðãðà-
ôà, ïðè÷åì çà÷àñòóþ ýòîò îðãðàô çàäàí íåÿâíî [14]. Âåðøèíû îðãðàôà, ëåæàùåãî
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â îñíîâå àëãîðèòìè÷åñêîé ñõåìû ËÝÀ, ñîîòâåòñòâóþò ïîäçàäà÷àì, êîòîðûå íåîá-
õîäèìî ðåøèòü, à äóãè îðãðàôà � îòíîøåíèÿì ïðåäøåñòâîâàíèÿ ïîäçàäà÷. Åñëè
èìåþòñÿ âåðøèíû u1, . . . , uk, îò êîòîðûõ ñòðåëêè óêàçûâàþò íà v, òî ýòî îçíà÷àåò:
ïîäçàäà÷à v ìîæåò áûòü ðåøåíà ëèøü ïîñëå íàõîæäåíèÿ ðåøåíèé äëÿ ïîäçàäà÷
u1, . . . , uk (ðèñ. 1).

v

u1
u2 uk

Ðèñ. 1. Îðãðàô ïîäçàäà÷ âû÷èñëèòåëüíîé ñõåìû ËÝÀ.

Îòìåòèì, ÷òî â [14] àíàëèçèðóþòñÿ áåñêîíòóðíûå îðãðàôû äëÿ àëãîðèòìîâ ÄÏ
ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ äèñêðåòíûõ çàäà÷.

2.2. Ëîêàëüíûå àëãîðèòìû ýëèìèíàöèè ïåðåìåííûõ

Ðàññìîòðèì ðåøåíèå ðàçðåæåííîé äèñêðåòíîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè (1.1) �
(1.4), ñòðóêòóðà êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ íåîðèåíòèðîâàííûì ãðàôîì âçàèìîñâÿçåé
ïåðåìåííûõ G = (X,E), ñ ïîìîùüþ ëîêàëüíîãî àëãîðèòìà ýëèìèíàöèè ïåðåìåí-
íûõ. ËÀ èñïîëüçóåò óïîðÿäî÷åíèå âåðøèí ãðàôà:

Îïðåäåëåíèå 10. Óïîðÿäî÷åíèåì α âåðøèí ãðàôà G = (X,E) íàçûâàåòñÿ
áèåêöèÿ (âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòíîøåíèå) α : X ↔ {1, 2, . . . , n}, ãäå n = |X|.

Â äàëüíåéøåì ñ öåëüþ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé áóäåì èñïîëüçîâàòü óïîðÿäî-
÷åíèå α äëÿ èíäåêñèðîâàíèÿ ìíîæåñòâà âåðøèí X ãðàôà G, ò.å. α(xi) = i è i áóäåò
ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê èíäåêñ èëè ìåòêà âåðøèíû xi. Gα è Xα îáîçíà÷àþò ñîîòâåò-
ñòâåííî óïîðÿäî÷åííûé ãðàô è óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî âåðøèí.
Äëÿ äàííîãî óïîðÿäî÷åíèÿ α âåðøèí ãðàôà G â âèäå x1, . . . , xn ÷åðåç Li îáîçíà÷èì
ìíîæåñòâî âåðøèí ñ èíäåêñàìè èç α, áîëüøèìè i− 1:

Li = {xi, xi+1, . . . , xn}

Ðàññìîòðèì íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô G = (X, E), óïîðÿäî÷åíèå α âåðøèí X è
âåðøèíó y ∈ X.
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Îïðåäåëåíèå 11. ([20]). Ìîíîòîííîé îêðåñòíîñòüþ âåðøèíû xi íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî âåðøèí, ñîñåäíèõ ñ xi, ñ èíäåêñàìè, áîëüøèìè, ÷åì i (ñîãëàñíî óïîðÿ-
äî÷åíèþ α):

Nb
α

G(xi) = {xj ∈ NbG(xi)|j > i} = NbG(xi) ∩ Li+1.

Îïðåäåëåíèå 12. ([28], [29]). Ãðàô, ïîëó÷åííûé èç ãðàôà G = (X, E) ñ ïîìîùüþ

• óäàëåíèÿ âåðøèíû x è âñåõ ðåáåð, èñõîäÿùèõ èç íåå, è

• ñîåäèíåíèÿ ðåáðàìè âñåõ ðàíåå íå ñîñåäíèõ âåðøèí â Nb(x),

íàçûâàåòñÿ x�ýëèìèíàöèîííûì ãðàôîì ãðàôà G è îáîçíà÷àåòñÿ Gx. Îïèñàííàÿ
îïåðàöèÿ íàçûâàåòñÿ ýëèìèíàöèåé âåðøèíû x.

Äëÿ äàííîãî óïîðÿäî÷åíèÿ x1, x2, . . . , xn âåðøèí ãðàôà ðàáîòà ËÝÀ ñîñòîèò
â ïîñëåäîâàòåëüíîé ýëèìèíàöèè âåðøèí x1, x2, . . . , xn â òåêóùåì ãðàôå, èçìåíå-
íèè ãðàôà è âû÷èñëåíèè ñîîòâåòñòâóþùåé ëîêàëüíîé èíôîðìàöèè î âåðøèíàõ
hi(Nb(xi)) [15]. Ýòîò ïðîöåññ ïîðîæäàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðàôîâ:

G0 = G,G1, . . . , Gj−1, Gj, . . . , Gn,

òàê ÷òî Gj � xj�ýëèìèíàöèîííûé ãðàô ãðàôà Gj−1, à Gn � ïóñòîé ãðàô.
Âîçíèêàåò âîïðîñ, çàâèñèò ëè âèä ýëèìèíàöèîííîãî ãðàôà îò ïîðÿäêà ïðîõî-

æäåíèÿ âåðøèí. Îòâåò äàí â ñëåäóþùåé òåîðåìå:

Òåîðåìà 1. ([19]) Ëþáîé ãðàô, ïîëó÷åííûé èç G = (X,E) ñ ïîìîùüþ ïîî÷åðåäíîé
ýëèìèíàöèè âñåõ âåðøèí èç íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà Y ⊂ X, íå çàâèñèò îò
ïîðÿäêà ýëèìèíàöèè âåðøèí.

Ïðîöåññ ïðåîáðàçîâàíèÿ ãðàôà âçàèìîñâÿçåé ïåðåìåííûõ, ñîîòâåòñòâóþùèé
ïðîöåäóðå ýëèìèíàöèè ïåðåìåííûõ ñ ïîìîùüþ ëîêàëüíîãî àëãîðèòìà, èçâåñòåí
êàê ¾ýëèìèíàöèîííàÿ èãðà¿, êîòîðàÿ âïåðâûå áûëà ââåäåíà Ïàðòåðîì [28],
êàê ãðàôîâàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ Ãàóññà. Âõîäîì äëÿ àëãîðèòìà
ýëèìèíàöèîííîé èãðû ÿâëÿåòñÿ ãðàô G è óïîðÿäî÷åíèå α åãî âåðøèí.
Àëãîðèòì ýëèìèíàöèîííîé èãðû ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Âûáèðàåòñÿ ïåðâàÿ, ñî-
ãëàñíî óïîðÿäî÷åíèþ α, âåðøèíà x, äîáàâëÿþòñÿ, åñëè íóæíî, íåîáõîäèìûå ðåáðà,
÷òîáû âñå âåðøèíû, ñîñåäíèå ñ x, îáðàçîâûâàëè êëèêó. Çàòåì óäàëÿåì âåðøèíó x
èç èçìåíåííîãî ãðàôà è ïîâòîðÿåì ïðîöåññ, âûáèðàÿ ñëåäóþùóþ âåðøèíó íîâî-
ãî ãðàôà ñîãëàñíî óïîðÿäî÷åíèþ α. Ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ âñåõ âåðøèí äîáàâëÿåì
â èñõîäíîì ãðàôå G âñå äîáàâëåííûå íà êàæäîì øàãå ðåáðà. Ðåçóëüòàòîì ýòîãî
àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ ïîïîëíåííûé ãðàô G+

α = (V, E+
α ), â êîòîðîì, ïî ñðàâíåíèþ ñ

èñõîäíûì ãðàôîì G, äîáàâëåíû ðåáðà.
Â äàëüíåéøåì íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 1. (Parter [28]) (xi, xj) ∈ E+
α ⇔ (xi, xj) ∈ E èëè (xi, xk) ∈ E+

α è
(xk, xj) ∈ E+

α äëÿ íåêîòîðîãî k < min(i, j).
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Ââåäåì âàæíîå äëÿ ëîêàëüíîãî àëãîðèòìà ýëèìèíàöèè ïîíÿòèå ýëèìèíàöè-
îííîãî äåðåâà, ââåäåííîå ðàíåå â ëèíåéíîé àëãåáðå [27] ïðè ðàçðàáîòêå àëãî-
ðèòìîâ ðåøåíèÿ ðàçðåæåííûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé è àäàïòèðîâàííîå äëÿ
íàøèõ öåëåé.

Îïðåäåëåíèå 13. Ýëèìèíàöèîííûì äåðåâîì (ÝÄ) ãðàôà G = (X, E) äëÿ
óïîðÿäî÷åíèÿ âåðøèí α íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííîå äåðåâî −→T α, èìåþùåå òî æå
ìíîæåñòâî âåðøèí X, ÷òî è èñõîäíûé ãðàô G, à ìíîæåñòâî ðåáåð ÝÄ îïðåäåëÿåòñÿ
ñ ïîìîùüþ îòíîøåíèÿ ¾ïðåäîê�ïîòîìîê¿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïðåäêîì âåðøèíû
x ÿâëÿåòñÿ ïåðâàÿ âåðøèíà (ñîãëàñíî óïîðÿäî÷åíèþ α) èç ìîíîòîííîé îêðåñòíîñòè
Nb

α

G+
α
(x) âåðøèíû x â ïîïîëíåííîì ãðàôå G+

α .

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýëèìèíàöèîííîå äåðåâî ÿâëÿåòñÿ îðãðàôîì âû÷èñëè-
òåëüíîé ïðîöåäóðû ËÝÀ. Èñïîëüçóÿ ââåäåííîå â îïðåäåëåíèè 13 îòíîøåíèå
¾ïðåäîê�ïîòîìîê¿, ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå îðèåíòèðîâàííîãî ïîïîëíåííîãî ãðàôà−→
G+

α .
Ñâîéñòâà ýëèìèíàöèîííîãî äåðåâà
Ýëèìèíàöèîííîå äåðåâî èìååò òî æå ñàìîå ìíîæåñòâî âåðøèí, ÷òî è ãðàô G,

ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ ñòÿãèâàþùèì äåðåâîì ïîïîëíåííîãî ãðàôà G+
α . Âåðøèíà xn

ïðèíèìàåòñÿ â êà÷åñòâå êîðíÿ ýëèìèíàöèîííîãî äåðåâà. Ñòðóêòóðà ýëèìèíàöèîí-
íîãî äåðåâà ìîæåò áûòü çàäàíà âåêòîðîì PARENT [j] = min{i > j|(xi, xj) ∈ E+

α },
îïèñûâàþùèì îòíîøåíèå ¾ïðåäîê-ïîòîìîê¿.

Èç îïðåäåëåíèÿ âåêòîðà PARENT ñëåäóåò

Ïðåäëîæåíèå 1. ([27]) Åñëè âåðøèíà xi � íåïîñðåäñòâåííûé ïðåäîê âåðøèíû
xj â ýëèìèíàöèîííîì äåðåâå, òî i > j.

Ýëèìèíàöèîííîå äåðåâî îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

Ïðåäëîæåíèå 2. ([27]) Ýëèìèíàöèîííîå äåðåâî −→T α ñâÿçíîãî ãðàôà G ÿâëÿåòñÿ
òðàíçèòèâíîé ðåäóêöèåé îðèåíòèðîâàííîãî ïîïîëíåííîãî ãðàôà −→G+

α .

Òåîðåìà 2. ([27]) Ýëèìèíàöèîííîå äåðåâî −→T α ñâÿçíîãî ãðàôà G ÿâëÿåòñÿ äåðå-
âîì ïîèñêà â ãëóáèíó ïîïîëíåííîãî ãðàôà G+

α .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì óïîðÿäî÷åíèå x1, . . . , xn âåðøèí ïîïîëíåííîãî
ãðàôà G+

α . Ðàññìîòðèì ïîèñê â ãëóáèíó, íà÷èíàÿ ñ xn, èñïîëüçóþùèé ñëåäóþ-
ùåå ïðàâèëî: ïðè íàëè÷èè íåñêîëüêèõ âàðèàíòîâ âûáîðà âåðøèí äëÿ ïåðåõîäà èç
äàííîé, âñåãäà âûáèðàåòñÿ âåðøèíà ñ íàèáîëüøèì èíäåêñîì. Ïîñêîëüêó äåðåâî
ïîèñêà â ãëóáèíó è ýëèìèíàöèîííîå äåðåâî ÿâëÿþòñÿ ñòÿãèâàþùèìè äåðåâüÿìè
ïîïîëíåííîãî ãðàôà, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî êàæäîå ðåáðî äåðåâà ïîèñêà â ãëó-
áèíó ÿâëÿåòñÿ òàêæå ðåáðîì ýëèìèíàöèîííîãî äåðåâà. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì
ðåáðî (xp, xj) â äåðåâå ïîèñêà â ãëóáèíó; ýòî çíà÷èò, ÷òî âî âðåìÿ ïîèñêà â ãëóáèíó
ðåáðî (xp , xj) â ïîïîëíåííîì ãðàôå âåäåò â âåðøèíó xj. Ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè-
÷åñêîé èíäóêöèè ïî ðàññòîÿíèþ d âåðøèíû xp îò êîðíÿ xn è ëåììû 1 íåñëîæíî

ISSN 0203�3755 Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, âûï. 24 (2008)



ÐÎËÜ ÃÐÀÔÎÂÛÕ ÑÒÐÓÊÒÓÐ 91

ïîêàçàòü, ÷òî p > j. Ïîíÿòíî, ÷òî xp ∈ Nb
α

G+
α
(xj). Äàëåå, ìåòîäîì äîêàçàòåëüñòâà

îò ïðîòèâíîãî, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî p = min{i | xi ∈ Nb
α

G+
α
(xj)}.

3. Áóëåâà çàäà÷à SAT è åå ðåøåíèå ñ ïîìîùüþ ËÝÀ
Ïðîèëëþñòðèðóåì ââåäåííûå ãðàôîâûå ñòðóêòóðû íà ïðèìåðå çàäà÷è SAT

(satis�ability) [25] (çàäà÷è ïðîâåðêè âûïîëíèìîñòè ôîðìóëû ëîãèêè âûñêàçûâà-
íèé), èìåþùåé âàæíîå ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå, ïðè÷åì ïðèëîæåíèÿ íàõîäÿòñÿ â
îáëàñòè àâòîìàòè÷åñêîãî âûâîäà, òåñòèðîâàíèÿ ýëåêòðîííûõ ñõåì, áàç äàííûõ,
ïðîåêòèðîâàíèÿ êîìïüþòåðîâ, àíàëèçà èçîáðàæåíèé, ÑÀÏÐ è ðîáîòîòåõíèêè [25].
Èìåííî ñ çàäà÷è SAT Cook â 1971 ã. íà÷àë èññëåäîâàíèå çàäà÷ íà NP�ïîëíîòó
[21].

Áóëåâà çàäà÷à SAT � ýòî ôîðìóëà, ñîñòîÿùàÿ èç òðåõ êîìïîíåíòîâ:

• ìíîæåñòâà n ïåðåìåííûõ: X1, . . . , Xn.

• ìíîæåñòâà ëèòåðàëîâ (ëèòåðàë � ýòî ïåðåìåííàÿ (X) èëè îòðèöàíèå ïåðå-
ìåííîé (X).

• ìíîæåñòâà m ðàçëè÷íûõ äèçúþíêòîâ: C1, . . . , Cm, êàæäûé èç êîòîðûõ ñîñòî-
èò èç ëèòåðàëîâ, ñîåäèíåííûõ êîíúþíêöèåé (∨).

Öåëü çàäà÷è SAT ñîñòîèò â óñòàíîâëåíèè òîãî, ñóùåñòâóþò ëè ëîãè÷åñêèå çíà-
÷åíèÿ {0,1} ïåðåìåííûõ, êîòîðûå äåëàþò êîíúþíêòèâíóþ íîðìàëüíóþ ôîðìó
(ÊÍÔ) C1 ∧ . . . ∧ Cm èñòèííîé.

Çàäà÷à SAT ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è óäîâëåòâî-
ðåíèÿ îãðàíè÷åíèé, åñëè ðàññìàòðèâàòü êàæäûé äèçúþíêò êàê îãðàíè÷åíèå. Â
[13] äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è áûë èñïîëüçîâàí îïåðàòîð ýëèìèíàöèè � ðåçîëþ-
öèÿ, êîòîðàÿ ïî äâóì äèçúþíêòàì (α ∨Q) è (β ∨¬Q) âûâîäèò äèçúþíêò (α ∨ β),
íàçûâàåìûé ðåçîëüâåíòîé, â êîòîðîé ëèòåðàë Q ýëèìèíèðîâàí. Îïåðàòîð ýëè-
ìèíàöèè (â äàííîì ñëó÷àå � ðåçîëþöèÿ) ïîðîæäàåò íîâûå äèçúþíêòû, êîòîðûì
ñîîòâåòñòâóþò íîâûå ðåáðà â ãðàôå âçàèìîñâÿçåé. Çäåñü ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü
ýêâèâàëåíòíóþ ôîðìóëèðîâêó çàäà÷è SAT â âèäå çàäà÷è ÄÎ áåç îãðàíè÷åíèé [25]:

min
x∈{0,1}n

F (x) =
m∑

i=1

Ci(x),

ãäå

Ci(x) =
n∏

j=1

Qij(xj), Qij(xj) =





1− xj, åñëè Xj âõîäèò â Ci;
xj, åñëè Xj âõîäèò â Ci;

1, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Çäåñü ïñåâäîáóëåâû çíà÷åíèÿ xj = 1 è xj = 0 ñîîòâåòñòâóþò áóëåâûì çíà÷åíèÿì
èñòèíà è ëîæü.
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Ðàññìîòðèì ïðèìåð ðåøåíèÿ çàäà÷è SAT, çàäàííîé â âèäå ÊÍÔ, ñîñòîÿùåé èç
4 äèçúþíêòîâ:

(X1 ∨X2 ∨X3) ∧ (X2 ∨X3 ∨X4) ∧ (X2 ∨X5) ∧ (X3 ∨X6 ∨X7). (3.1)

Ýêâèâàëåíòíàÿ ôîðìóëèðîâêà ýòîé çàäà÷è SAT â âèäå çàäà÷è ÄÎ áåç îãðàíè÷åíèé
ñëåäóþùàÿ:

F (x) = (1−x1)·(1−x2)·x3+x2·(1−x3)·(1−x4)+x2·(1−x5)+x3·(1−x6)·(1−x7) → min,

ãäå xj = 0, 1, j = 1, . . . , 7, ïðè÷åì èñõîäíàÿ çàäà÷à SAT èìååò ðåøåíèå ïðè
minx∈{0,1}7 F (x) = 0.

Èñïîëüçóåì ËÀ ýëèìèíàöèè ïåðåìåííûõ äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ÄÎ áåç îãðà-
íè÷åíèé, èñïîëüçóÿ ïîðÿäîê ýëèìèíàöèè {x5, x2, x1, x4, x3, x6, x7}. Ñòðóêòóðà ôîð-
ìóëû îïèñûâàåòñÿ ãðàôîì âçàèìîñâÿçåé � íåîðèåíòèðîâàííûì ãðàôîì, âåðøèíû
êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò ïåðåìåííûì, ïðè÷åì ðåáðî ñîåäèíÿåò äâå âåðøèíû, åñëè
ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåìåííûå âõîäÿò â îäèí è òîò æå êîìïîíåíò ôîðìóëû. Ýëè-
ìèíàöèîííûå ãðàôû, ñîîòâåòñòâóþùèå ýëèìèíàöèîííîìó ïðîöåññó, ïîêàçàíû íà
ðèñ. 2. Âíà÷àëå ýëèìèíèðóåì ïåðâóþ (ñîãëàñíî óïîðÿäî÷åíèþ α) ïåðåìåííóþ x5.
Nb(x5) = {x2}. Ðåøèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ÄÎ, èñïîëüçóÿ ïîëíûé ïåðåáîð áèíàð-
íûõ ïåðåìåííûõ èç Nb(x5) = {x2}: h5(x2) = minx5{x2 · (1 − x5)| x2 = 0, 1}, è
çàïîìíèì îïòèìàëüíîå ëîêàëüíîå ðåøåíèå x5 êàê ôóíêöèþ Nb(x5), ò.å. x∗5(x2). Â
ðåçóëüòàòå ïîñòðîèì òàáëèöó 1.
Íà ñëåäóþùåì øàãå ýëèìèíèðóåì ïåðåìåííóþ x2. Íàéäåì îêðåñòíîñòü Nb(x2),
èñïîëüçóÿ ãðàô âçàèìîñâÿçåé, ïîêàçàííûé íà ðèñ. 2 á). Nb(x2) = {x1, x3, x4}. Ðàñ-
ñìîòðèì çàäà÷ó ÄÎ, ñîîòâåòñòâóþùóþ ýëèìèíàöèè ïåðåìåííîé x2:

h2(x1, x3, x4) = min
x2

{h5(x2) + (1− x1) · (1− x2) · x3 + x2 · (1− x3) · (1− x4)|

xj = 0, 1, j = 1, . . . , 4}.
Ïîñòðîèì ñîîòâåòñòâóþùóþ òàáëèöó 2.

Òàáëèöà 1.
Âû÷èñëåíèå h5(x2)

x2 h5 x∗5
0 0 0,1
1 0 0

Òàáëèöà 2.
Âû÷èñëåíèå h2(x1, x3, x4)

x1 x3 x4 h2 x∗2 x1 x3 x4 h2 x∗2
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0,1 1 0 1 0 0,1
0 1 0 0 1 1 1 0 0 0,1
0 1 1 0 1 1 1 1 0 0,1

Ýëèìèíèðóåì x1. Nb(x1) = {x3, x4} (ðèñ. 3 â)). Ðåøèì ïîäçàäà÷ó:

h1(x3, x4) = min
x1

{h2(x1, x3, x4)| xj = 0, 1, j = 1, 3, 4}.

Ïîñòðîèì òàáëèöó 3.
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G )(1

5x
G

)(2

2x
G

)(5

3x
G

)(3

1x
G

3x 6x

4x 7x

3x 6x

7x

) 4x ;

)(4

4x
G

7x
)(6

6x
G

) 6x .
1x 3x 6x

2x

4x 7x

5x

)
+

αG .

Ðèñ. 2. Ýëèìèíàöèîííàÿ èãðà. Ïîïîëíåíèå ïîêàçàíî ïóíêòèðîì.
Ýëèìèíèðóåì ïåðåìåííóþ x4. Nb(x4) = {x3} (ðèñ. 3 ã)). Ðåøèì ïîäçàäà÷ó:

h4(x3) = min
x4

{h1(x3, x4)| xj = 0, 1, j = 3, 4}.
Ïîñòðîèì òàáëèöó 4. Ýëèìèíèðóåì ïåðåìåííóþ x3. Nb(x3) = {x6, x7} (ðèñ. 3 ä)).
Ðåøèì ïîäçàäà÷ó:

h3(x6, x7) = min
x3

{h4(x3) + x3 · (1− x6) · (1− x7)| xj = 0, 1, j = 3, 6, 7}.
Ïîñòðîèì òàáëèöó 5.

Òàáëèöà 3.
Âû÷èñëåíèå h3(x6, x7)

x3 x4 h1 x∗1 x3 x4 h1 x∗1
0 0 0 0,1 1 0 0 0,1
0 1 0 0,1 1 1 0 0,1

Òàáëèöà 4.
Âû÷èñëåíèå h4(x3)

x3 h4 x∗4
0 0 (0,1)
1 0 (0,1)
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Òàáëèöà 5.
Âû÷èñëåíèå h3(x6, x7)

x6 x7 h3 x∗3 x6 x7 h3 x∗3
0 0 0 0 1 0 0 0,1
0 1 0 0,1 1 1 0 0,1

Òàáëèöà 6.
Âû÷èñëåíèå h6(x7)

x7 h6 x∗6
0 0 (0,1)
1 0 (0,1)

Ýëèìèíèðóåì x6. Nb(x6) = {x7} (ðèñ. 3 å)). Ðåøèì çàäà÷ó
h6(x7) = minx6{h3(x6, x7)| xj = 0, 1, j = 6, 7}.
Ïîñòðîèì òàáëèöó 6. Ýëèìèíèðóÿ x7, ïîëó÷èì h7 = minx7{h6(x7)} = 0 äëÿ ëþáîãî
áèíàðíîãî x7.

Èòàê, ÊÍÔ (3.1) èñòèííà äëÿ íåêîòîðûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ. Äëÿ íàõîæäå-
íèÿ ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî âûïîëíèòü îáðàòíóþ ÷àñòü ïðîöåäóðû ËÝÀ. Ïîñëåäî-
âàòåëüíî íàéäåì x7, x6, x3, x4, x1, x2, x5, ò.å. îïòèìàëüíûå ÷àñòè÷íûå (ëîêàëüíûå)
ðåøåíèÿ èç ñîõðàíåííûõ òàáëèö 6, 5, 4, 3, 2, 1. Òàê êàê ðåøåíèé î÷åíü ìíîãî,
ïåðå÷èñëèì ëèøü íåêîòîðûå èç íèõ:

Òàáëèöà 7. Íåêîòîðûå ðåøåíèÿ çàäà÷è SAT
x5 x2 x1 x4 x3 x6 x7

0,1 0 0,1 0 0 0,1 0,1
0,1 0 0 1 0 0,1 0,1
1 1 0 1 1 0,1 1
1 1 0 1 1 1 0,1
1 1 0 1 0 0,1 0,1
1 1 1 0,1 1 0,1 1
0,1 0 1 0,1 1 0,1 1

Ýëèìèíàöèîííîå äåðåâî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ïðèâåäåíî íà ðèñ.3 à).
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ËÝÀ ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòìîì íå òîëüêî ýëèìèíàöèè ïåðå-
ìåííûõ, íî è âû÷èñëåíèÿ èíôîðìàöèè. Íà ðèñ. 3 á) ïîêàçàíî, êàêàÿ èìåííî
èíôîðìàöèÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïðè ýëèìèíàöèè ïåðåìåííûõ.

) )

1x 3x 6x

2x

4x 7x

5x
5x

2x

1x
3x

6x

7x
4x

)x(h 25

)x,x,x(h 4312

)x,x(h 431 )x,x(h 763

)x(h 34

)x(h 76

7h

Ðèñ. 3. à) Ýëèìèíàöèîííîå äåðåâî äëÿ çàäà÷è SAT;
á) Âû÷èñëåíèå èíôîðìàöèè, ñîîòâåòñòâóþùåå ýëèìèíàöèè ïåðåìåííûõ.

ISSN 0203�3755 Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, âûï. 24 (2008)



ÐÎËÜ ÃÐÀÔÎÂÛÕ ÑÒÐÓÊÒÓÐ 95

4. Èñïîëüçîâàíèå ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè äëÿ îïèñàíèÿ
ïðîöåññà âû÷èñëåíèÿ èíôîðìàöèè ñ ïîìîùüþ ËÝÀ

Âûøå ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ èíôîðìàöèè ñ ïîìîùüþ ËÝÀ îïèñûâàëñÿ â âèäå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëèìèíàöèîííûõ ãðàôîâ

G0 = G,G1, . . . , Gn,

ãäå G0 = G, Gi = (Gi−1)xi
= (Xi, Ei), i = 2, . . . , n. Çäåñü Xi = {xi+1, . . . , xn}. (ñì.

ðèñ. 2). Ãðàô Gi îòðàæàåò ñòðóêòóðó äèñêðåòíîé çàäà÷è, îñòàâøåéñÿ äëÿ ðåøåíèÿ
ïîñëå i-ãî øàãà ËÝÀ.

ËÝÀ âû÷èñëÿåò èíôîðìàöèþ, îáðàáàòûâàÿ îêðåñòíîñòè ýëåìåíòîâ â èçìåíÿ-
þùèõñÿ ýëèìèíàöèîííûõ ãðàôàõ (ñì. ðèñ. 2). Ïðè èçó÷åíèè ËÝÀ ìîæåò áûòü ïî-
ëåçíî èñïîëüçîâàíèå òàê íàçûâàåìûõ ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè (reachable sets)
[24], ÿâëÿþùèõñÿ îáîáùåíèåì îáû÷íîé îêðåñòíîñòè, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðîèçâîäèòü
ëîêàëüíûå âû÷èñëåíèÿ íà îñíîâå àíàëèçà èñõîäíîãî ãðàôà, à íå ýëèìèíàöèîííûõ
ãðàôîâ.
Îïðåäåëåíèå 14. Ïóñòü S � ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà X âåðøèí ãðàôà G =
(X, E) è x 6∈ S. Ãîâîðÿò, ÷òî âåðøèíà x äîñòèæèìà èç âåðøèíû y ÷åðåç S, åñëè
ñóùåñòâóåò ïóòü y, s1, . . . , sk, x èç y â x òàêîé, ÷òî si ∈ S äëÿ i = 1, . . . , k.
Çàìå÷àíèå 1. Â ýòîì îïðåäåëåíèè âîçìîæåí ñëó÷àé k = 0, òàê ÷òî ëþáàÿ âåðøèíà,
ñìåæíàÿ y è íå ïðèíàäëåæàùàÿ S, äîñòèæèìà èç y ÷åðåç S.
Ïðèìåð 1. Äëÿ ãðàôà G (ðèñ. 2 à)) è S = {x3, x6} âåðøèíû x2, x4, x7 äîñòèæèìû
èç x1 ÷åðåç S.
Îïðåäåëåíèå 15. Ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè Reach(y, S) âåðøèíû y ÷åðåç
ïîäìíîæåñòâî S îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Reach(y, S) = {x ∈ X \ S | x äîñòèæèìà èç âåðøèíû y ÷åðåç S}.
Ïðèìåð 2. Äëÿ ãðàôà G (ðèñ. 2 à)) è S = {x3, x6} : Reach(x2, S) = {x1, x4, x5, x7}.
Çàìå÷àíèå 2. Ïîíÿòèå äîñòèæèìîñòè ñèììåòðè÷íî, ò. å. äëÿ ðàçëè÷íûõ x, y ∈
X \ S ñïðàâåäëèâî x ∈ Reach(y, S) ⇐⇒ y ∈ Reach(x, S).

Çàìå÷àíèå 3. Ïîíÿòèå ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè îáîáùàåò ïîíÿòèå îêðåñòíîñòè,
òàê êàê Nb(y) = Reach(y, ∅).

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îêðåñòíîñòü ëþáîé âåðøèíû ýëèìèíàöèîííîãî ãðàôà ìîæåò
áûòü ëåãêî íàéäåíà ÷åðåç íåêîòîðîå ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè èñõîäíîãî ãðàôà,
÷òî âèäíî èç ñëåäóþùåé òåîðåìû:
Òåîðåìà 3. ([24]) Äëÿ ëþáîé âåðøèíû y ýëèìèíàöèîííîãî ãðàôà Gi = (Xi, Ei)
îêðåñòíîñòü NbGi(y) âåðøèíû y ðàâíà

NbGi(y) = Reach(y, {x1, . . . , xi}),
ãäå îïåðàòîð äîñòèæèìîñòè Reach ïðèìåíÿåòñÿ ê èñõîäíîìó ãðàôó G0 = G.
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Äðóãîå âàæíîå ñâîéñòâî ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè ïîçâîëÿåò íàéòè ìíîæåñòâî
ðåáåð E+

α ïîïîëíåííîãî ãðàôà G+
α = (X, E+

α ):

Òåîðåìà 4. ([24]) Äëÿ ïîïîëíåííîãî ãðàôà G+
α = (X, E+

α ):

E+
α = {(xi, xj)| xj ∈ Reach(xi, {x1, . . . , xi−1})},

ãäå îïåðàòîð äîñòèæèìîñòè Reach ïðèìåíÿåòñÿ ê èñõîäíîìó ãðàôó G0 = G.

Çàìå÷àíèå 4. Ýôôåêòèâíîñòü ðàáîòû ËÝÀ ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ïîðÿäêà, â
êîòîðîì ýëèìèíèðóþòñÿ ïåðåìåííûå. Ê ñîæàëåíèþ, çàäà÷à ïîèñêà íàèëó÷øåãî
óïîðÿäî÷åíèÿ (â ñìûñëå ìèíèìèçàöèè ÷èñëà ïîïîëíåííûõ ðåáåð) ÿâëÿåòñÿ NP�
ïîëíîé [31]. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðè ïîèñêå äîñòàòî÷íî õîðîøåãî óïîðÿäî÷åíèÿ âåðøèí
ãðàôà âçàèìîñâÿçåé öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ýâðèñòè÷åñêèå àëãîðèòìû, òàêèå
êàê �Minimum Degree� [16].
Çàìå÷àíèå 5. Èñïîëüçóÿ ýëèìèíàöèîííîå äåðåâî è áåñêîíòóðíûé îðãðàô âû÷èñ-
ëèòåëüíîé ïðîöåäóðû ËÝÀ (ñì. ðèñ. 3 á)), ìîæíî ïîñòðîèòü äðåâîâèäíóþ äåêîì-
ïîçèöèþ [12], [15] çàäà÷è ÄÎ.

Çàêëþ÷åíèå
Ëîêàëüíûé ýëèìèíàöèîííûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ èíôîðìàöèè � ïåðñïåê-

òèâíûé ïîäõîä, äåëàþùèé âîçìîæíûì ðåøåíèå ïðèêëàäíûõ äèñêðåòíûõ ðàçðå-
æåííûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè. Èñïîëüçîâàíèå ãðàôîâûõ ñòðóêòóð ïîçâîëÿåò ðàöèî-
íàëüíî ïîñòðîèòü âû÷èñëèòåëüíóþ ñõåìó ëîêàëüíîãî àëãîðèòìà. Ïåðñïåêòèâíû-
ìè íàïðàâëåíèÿìè äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé ÿâëÿþòñÿ ðàçðàáîòêà ýôôåêòèâíûõ
ñõåì ëîêàëüíîãî ýëèìèíàöèîííîãî àëãîðèòìà è èñïîëüçîâàíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ
ãðàôîâûõ ñòðóêòóð ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíûõ çàäà÷ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè, îá-
ëàäàþùèõ ñïåöèàëüíîé ñòðóêòóðîé.
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