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Àííîòàöèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû, ÷òî äâà íåîãðàíè÷åííûõ
ñàìîñîïðÿæåííûõ ëîêàëüíî èçìåðèìûõ îïåðàòîðà, ïðèñîåäèíåííûõ ê ïðîèçâîëüíîé àëãåáðå ôîí
Íåéìàíà M , êîììóòèðóþò â ∗-àëãåáðå LS(M) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîììóòèðóþò ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ýòèì îïåðàòîðàì ñïåêòðàëüíûå ðàçëîæåíèÿ. Ýòî äîêàçàòåëüñòâî èñïîëüçóåò êðèòåðèé
èíòåãðèðóåìîñòè êîñîñèììåòðè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû Ëè.

1. Ââåäåíèå
Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, T è S � äâà ñàìîñîïðÿæåííûõ ëèíåéíûõ

îïåðàòîðà, äåéñòâóþùèõ â H. Åñëè îïåðàòîðû T è S îãðàíè÷åíû, òî êîììó-
òèðóåìîñòü TS = ST ýòèõ îïåðàòîðîâ îçíà÷àåò, ÷òî TSξ = STξ äëÿ êàæäîãî
âåêòîðà ξ ∈ H .

Ñïåêòðàëüíàÿ òåîðåìà äëÿ îãðàíè÷åííûõ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ ïîêà-
çûâàåò (ñì.íàïðèìåð, [14]), ÷òî TS = ST òîãäà è òîëüêî òîëüêî òîãäà, êîãäà
ïîïàðíî êîììóòèðóþò ñïåêòðàëüíûå ïðîåêòîðû ET (∆) è ES(∆′) äëÿ ëþáûõ
∆, ∆′ ∈ B(R1) (B(R1) � áîðåëåâñêàÿ σ-àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ R1), ëèáî òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîììóòèðóþò óíèòàðíûå ãðóïïû Ut = eitT è Vs = eisS.

Åñëè T è S äâà, âîîáùå ãîâîðÿ, íåîãðàíè÷åííûõ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðà-
òîðà, òî, äàæå åñëè

D(T ) ∩D(S)

ñîäåðæèò ïëîòíîå â H èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðîâ T è S ëèíåéíîå
ïîäìíîæåñòâî D, ðàâåíñòâî

TSξ = STξ

äëÿ ëþáîãî ξ ∈ D íå ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî êîììóòèðóþò èõ ñïåêòðàëüíûå ïðî-
åêòîðû (ñì., íàïðèìåð, [14]). Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê îïðåäåëåíèþ êîì-
ìóòèðóåìîñòè íåîãðàíè÷åííûõ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ. Îäèí èç íèõ îïèðà-
åòñÿ íà êîììóòèðóåìîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòèì îïåðàòîðàì ñïåêòðàëüíûõ ðàç-
ëîæåíèé.
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Ãîâîðÿò, ÷òî äâà ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðà T è S ñèëüíî êîììóòèðóþò,
åñëè êîììóòèðóþò èõ ñïåêòðàëüíûå ðàçëîæåíèÿ.

Åñëè îïåðàòîðû T è S ñèëüíî êîììóòèðóþò, òî êîììóòèðóþò è âñå îãðàíè-
÷åííûå áîðåëåâñêèå ôóíêöèè îò ýòèõ îïåðàòîðîâ, â ÷àñòíîñòè, êîììóòèðóþò èõ
ðåçîëüâåíòû RT (λ) è RS(µ), åñëè Imλ 6= 0 è Imµ 6= 0, è óíèòàðíûå ãðóïïû
Ut = eitT è Vs = eisS äëÿ âñåõ s, t ∈ R (ñì., íàïðèìåð, [14]).

Â ðàáîòå [16] áûëî äîêàçàíî, ÷òî äâà ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðà êîììóòè-
ðóþò â ∗-àëãåáðå S(M) èçìåðèìûõ îïåðàòîðîâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè
ñèëüíî êîììóòèðóþò. Ýòî äîêàçàòåëüñòâî îïèðàåòñÿ íà ïîíÿòèå ïðåîáðàçîâàíèÿ
Êýëè íåîãðàíè÷åííîãî ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà. Â ðàáîòå [13] áûë ïðåäëîæåí
äðóãîé ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ, èñïîëüçóþùèé êðèòåðèé èíòå-
ãðèðóåìîñòè êîñîñèììåòðè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé àëãåáðû Ëè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå
ïðèâîäèòñÿ îáîáùåíèå ýòîãî ðåçóëüòàòà íà ñëó÷àé ∗-àëãåáðû LS(M) ëîêàëüíî
èçìåðèìûõ îïåðàòîðîâ.

Îòìåòèì, ÷òî êàê ∗-àëãåáðà S(M), òàê è ∗-àëãåáðà LS(M), ïðèíàäëåæàò ê
âàæíîìó êëàññó ∗-àëãåáð A çàìêíóòûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå H è ïðèñîåäèíåííûõ ê àëãåáðå ôîí Íåéìàíà M, ó êîòîðûõ ∗-
ïîäàëãåáðà îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó:

Ab = {T ∈ A : T ∈ B(H)} = M.

Òàêèå ∗-àëãåáðû Äèêñîíîì (ñì. [1]), áûëè íàçâàíû EW ∗-àëãåáðàìè. Â ðàáîòå
Çàêèðîâà Á.Ñ., ×èëèíà Â.È. [9] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ëþáàÿ EW ∗-àëãåáðà A, ó
êîòîðîé

Ab = M,

ÿâëÿåòñÿ ∗-ïîäàëãåáðîé â LS(M), ÷òî îáúÿñíÿåò óíèêàëüíîñòü ∗-àëãåáðû
LS(M) äëÿ àëãåáðû ôîí Íåéìàíà M â êëàññå EW ∗-àëãåáð.

2. Ïðåäâàðèòåëüíûé ñâåäåíèÿ. Àëãåáðû èçìåðèìûõ è
ëîêàëüíî èçìåðèìûõ îïåðàòîðîâ.

Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ ∗-àëãåáðû S(M) è LS(M) èçìåðèìûõ
è ëîêàëüíî èçìåðèìûõ èçìåðèìûõ îïåðàòîðîâ, ïðèñîåäèíåííûõ ê àëãåáðå ôîí
Íåéìàíà M. (Ñì. [3],[10]). Ìû ïîëüçóåìñÿ ñòàíäàðòíîé òåðìèíîëîãèåé òåîðèè
îïåðàòîðîâ è îïåðàòîðíûõ àëãåáð (ñì. [5], [6], [15]) è àëãåáð èçìåðèìûõ îïåðàòîðîâ
(ñì. [3], [7], [11], [12]).

Ïóñòü M � àëãåáðà ôîí Íåéìàíà ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â ãèëü-
áåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H, P (M) � ñòðóêòóðà âñåõ îðòîïðîåêòîðîâ â M.

2.1. Îïåðàòîðû, ïðèñîåäèíåííûå ê àëãåáðå ôîí Íåéìàíà M.
Îïðåäåëåíèå 1. Ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî D â H íàçûâàåòñÿ ïðèñîåäèíåííûì
ê àëãåáðå ôîí Íåéìàíà M (îáîçíà÷åíèå: D η M), åñëè

U(D) ⊆ D
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äëÿ êàæäîãî óíèòàðíîãî îïåðàòîðà U ∈M′.

Îïðåäåëåíèå 2. Ëèíåéíûé îïåðàòîð T ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(T ), äåéñòâó-
þùèé â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H, íàçûâàåòñÿ ïðèñîåäèíåííûì ê àëãåáðå
ôîí Íåéìàíà M (îáîçíà÷åíèå: T η M), åñëè

UT ⊆ TU

äëÿ êàæäîãî óíèòàðíîãî îïåðàòîðà U ∈M′, ò.å.
(i) D(T ) ηM,
(ii) UTξ = TUξ äëÿ ëþáîãî ξ ∈ D(T ).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð T ∈ B(H) ïðèñîåäèíåí
ê àëãåáðå ôîí Íåéìàíà M òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà T ∈M.

Ïðåäëîæåíèå 1. (i) Åñëè D çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî â H è P = PD

îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð íà D, òî D η M â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå,
êîãäà P ∈ P (M).

(ii) Åñëè T η M ïðåäçàìêíóòûé îïåðàòîð, òî
ii1) T η M ,
ii2) T ∗ η M.
(iii) Åñëè T � çàìêíóòûé îïåðàòîð è T = W |T | åãî ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå,

òî T η M òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

W ∈M è |T |η M.

(iv) Åñëè T ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð, T ηM è {Eλ}λ∈R � ñïåêòðàëüíîå
ñåìåéñòâî ïðîåêòîðîâ äëÿ T , òî

Eλ ∈ P (M) äëÿ âñåõ λ ∈ R.

2.2. ∗-Àëãåáðà S(M) èçìåðèìûõ îïåðàòîðîâ.

Îïðåäåëåíèå 3. Ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî D ⊆ H íàçûâàåòñÿ ñèëüíî ïëîò-
íûì â H îòíîñèòåëüíî àëãåáðû ôîí Íåéìàíà M, åñëè

(i) D η M;
(ii) Ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îðòîïðîåêòîðîâ {Pn}∞n=1 ⊆ P (M) òàêàÿ,

÷òî
ii1) Pn ↑ I,
ii2) Pn(H) ⊆ D,
ii3) P⊥

n ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ïðîåêòîðîì äëÿ êàæäîãî n = 1, 2, . . .
Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî D îïðåäåëåíî ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòüþ {Pn}∞n=1.
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Çàìå÷àíèå 1. 1) Ëþáîå ñèëüíî ïëîòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî D â H ÿâëÿåòñÿ
ïëîòíûì.

2) Åñëè D1, D2, . . . , Dk � êîíå÷íîå ÷èñëî ñèëüíî ïëîòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ,
òî ïîäïðîñòðàíñòâî

D =
k⋂

i=1

Di

òîæå ñèëüíî ïëîòíî â H.
Îïðåäåëåíèå 4. Ëèíåéíûé îïåðàòîð T , äåéñòâóþùèé â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå H, íàçûâàåòñÿ èçìåðèìûì îòíîñèòåëüíî àëãåáðû ôîí Íåéìàíà M, åñëè

(i) T η M;
(ii) Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D(T ) îïåðàòîðà T ñèëüíî ïëîòíà â H;
(iii) Îïåðàòîð T çàìêíóò.

Ïðåäëîæåíèå 2. Åñëè T � çàìêíóòûé îïåðàòîð ñ ïëîòíîé îáëàñòüþ îïðå-
äåëåíèÿ è T = W |T | � ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå îïåðàòîðà T , òî îïåðàòîð T
èçìåðèì îòíîñèòåëüíî M òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

W ∈M è |T | èçìåðèì îòíîñèòåëüíî M.

Ïóñòü T è S � îïåðàòîðû, èçìåðèìûå îòíîñèòåëüíî àëãåáðû ôîí Íåéìàíà
M. Òîãäà çàìûêàíèÿ T + S è TS îïåðàòîðîâ T +S è TS ÿâëÿþòñÿ èçìåðèìû-
ìè îòíîñèòåëüíî M îïåðàòîðàìè. Ýòè çàìûêàíèÿ íàçûâàþòñÿ ñèëüíîé ñóììîé
è ñèëüíûì ïðîèçâåäåíèåì îïåðàòîðîâ T è S ñîîòâåòñòâåííî, è îáîçíà÷àþòñÿ

T + S = T u S, TS = T · S.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç S(M) ìíîæåñòâî âñåõ îïåðàòîðîâ, èçìåðèìûõ îòíîñèòåëüíî
àëãåáðû ôîí Íåéìàíà M. ßñíî, ÷òî

M⊆ S(M).

Òåîðåìà 1. Ìíîæåñòâî S(M) ÿâëÿåòñÿ ∗-àëãåáðîé íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ
÷èñåë C, ñ åäèíè÷íûì ýëåìåíòîì I, îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñèëüíîé ñóììû è
ñèëüíîãî ïðîèçâåäåíèÿ è îïåðàöèè ïåðåõîäà ê ñîïðÿæåííîìó îïåðàòîðó.

2.3. ∗-Àëãåáðà LS(M) ëîêàëüíî èçìåðèìûõ îïåðàòîðîâ,
ïðèñîåäèíåííûõ ê àëãåáðå ôîí Íåéìàíà M.
Îïðåäåëåíèå 5. Ëèíåéíûé îïåðàòîð T , äåéñòâóþùèé â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå H, íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî èçìåðèìûì îòíîñèòåëüíî àëãåáðû ôîí ÍåéìàíàM,
åñëè

i) T ηM;
ii) Ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåíòðàëüíûõ ïðîåêòîðîâ {Zn}∞n=1

èç P (Z(M)), ÷òî Zn ↑ I è TZn ∈ S(M) äëÿ âñåõ n = 1, 2, . . . ;
iii) Îïåðàòîð T çàìêíóò.
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Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, ëîêàëüíî èçìåðèìûõ îòíî-
ñèòåëüíî àëãåáðû ôîí Íåéìàíà M, ÷åðåç LS(M). ßñíî, ÷òî

S(M) ⊂ LS(M)

è
S(M) = LS(M)

åñëè M � ôàêòîð.
Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå:

Ïðåäëîæåíèå 3. Åñëè T � çàìêíóòûé îïåðàòîð ñ ïëîòíîé îáëàñòüþ îïðå-
äåëåíèÿ è T = W |T | � ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå îïåðàòîðà T , òî îïåðàòîð T
ëîêàëüíî èçìåðèì îòíîñèòåëüíî M òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà W ∈ M è
|T | � ëîêàëüíî èçìåðèì îòíîñèòåëüíî M.

Â ñëåäóþùåì ïðåäëîæåíèè äàþòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëî-
êàëüíîé èçìåðèìîñòè ëèíåéíîãî îïåðàòîðà.

Ïðåäëîæåíèå 4. ([16]) Ïóñòü T � çàìêíóòûé îïåðàòîð, ïðèñîåäèíåííûé ê
àëãåáðå ôîí Íåéìàíà M. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

i) Îïåðàòîð T ëîêàëüíî èçìåðèì îòíîñèòåëüíî M;
ii) Ñóùåñòâóåò âîçðàñòàþùàÿ ñåòü {Zα} öåíòðàëüíûõ ïðîåêòîðîâ èç M,

äëÿ êîòîðûõ sup
α

Zα = I è TZα ∈ S(M) äëÿ âñåõ α;
iii) Ñóùåñòâóåò âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Zn}∞n=1 öåíòðàëüíûõ

ïðîåêòîðîâ èç M, äëÿ êîòîðûõ sup
n≥1

Zn = I è ZnE⊥
n � êîíå÷íûå ïðîåêòîðû

äëÿ âñåõ n = 1, 2, . . . , ãäå {Eλ}λ∈R � ñïåêòðàëüíîå ñåìåéñòâî ïðîåêòîðîâ äëÿ
|T |;

iv) Ñóùåñòâóþò òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîåêòîðîâ {Qn}∞n=1 ⊂ P (M) è
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåíòðàëüíûõ ïðîåêòîðîâ {Zn}∞n=1 ⊂ P (Z(M)), ÷òî Qn ↑ I,
Zn ↑ I, Qn(H) ⊆ D(T ) è ZnQ⊥

n � êîíå÷íûå ïðîåêòîðû äëÿ âñåõ n = 1, 2, . . . .

Èç ïðåäëîæåíèÿ 4 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè M � êîíå÷íàÿ àëãåáðà ôîí Íåéìàíà, òî S(M) = LS(M).

Îïðåäåëåíèå 6. Ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî D â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H
íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî èçìåðèìûì îòíîñèòåëüíî àëãåáðû ôîí Íåéìàíà M, åñëè
îíî óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

i) D η M;
ii) Ñóùåñòâóþò òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîåêòîðîâ {Pn}∞n=1 ⊆ P (M) è

{Zn}∞n=1 ⊆ P (Z(M)), ÷òî Pn ↑ I, Zn ↑ I, Pn(H) ⊆ D, ZnP⊥
n � êîíå÷íûå ïðîåêòî-

ðû äëÿ âñåõ n = 1, 2, . . . (â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî
D îïðåäåëåíî ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè {Pn}∞n=1 è {Zn}∞n=1).
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Èç ïðåäëîæåíèÿ 4 ñëåäóåò, ÷òî çàìêíóòûé ëèíåéíûé îïåðàòîð T , ïðèñîåäè-
íåííûé ê àëãåáðå ôîí Íåéìàíà M, ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî èçìåðèìûì îòíîñèòåëüíî
M â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà åãî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D(T ) ëîêàëüíî
èçìåðèìà îòíîñèòåëüíî M.
Çàìå÷àíèå 2. 1) Ëþáîå ëîêàëüíî èçìåðèìîå ïîäïðîñòðàíñòâî D â H ÿâëÿåòñÿ
ïëîòíûì.

2) Åñëè D1, D2, . . . , Dk � êîíå÷íîå ÷èñëî ëîêàëüíî èçìåðèìûõ ïîäïðî-
ñòðàíñòâ, òî ïîäïðîñòðàíñòâî

D =
k⋂

i=1

Di

òîæå ëîêàëüíî èçìåðèìî îòíîñèòåëüíî M.

Ïðåäëîæåíèå 5. Ïóñòü T � ïðåäçàìêíóòûé ëèíåéíûé îïåðàòîð, ïðèñîåäèíåí-
íûé ê àëãåáðå ôîí Íåéìàíà M. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

i) Îïåðàòîð T ëîêàëüíî èçìåðèì îòíîñèòåëüíî M;
ii) Ñóùåñòâóþò òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîåêòîðîâ {Pn}∞n=1 ⊂ P (M) è

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåíòðàëüíûõ ïðîåêòîðîâ {Zn}∞n=1 ⊂ P (Z(M)), n ≥ 1, ÷òî
Pn ↑ I, Zn ↑ I, Pn(H) ⊆ D(T ), ZnP⊥

n � êîíå÷íûå ïðîåêòîðû è TZnPm ∈ B(H)
äëÿ âñåõ n,m = 1, 2, . . . .

Â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè äàþòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëî-
êàëüíîé èçìåðèìîñòè ëèíåéíîãî îïåðàòîðà.

Ïðåäëîæåíèå 6. Ïóñòü T � çàìêíóòûé îïåðàòîð, ïðèñîåäèíåííûé ê àëãåáðå
ôîí Íåéìàíà M. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(i) Îïåðàòîð T ëîêàëüíî èçìåðèì îòíîñèòåëüíî M;
(ii) Ñóùåñòâóåò âîçðàñòàþùàÿ ñåòü {Zα} öåíòðàëüíûõ ïðîåêòîðîâ èç M,

äëÿ êîòîðûõ sup
α

Zα = I è TZα ∈ S(M) äëÿ âñåõ α;
(iii) Ñóùåñòâóåò âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Zn}∞n=1 öåíòðàëüíûõ

ïðîåêòîðîâ èç M, äëÿ êîòîðûõ sup
n>1

Zn = I è ZnE
⊥
n � êîíå÷íûå ïðîåêòîðû

äëÿ âñåõ n = 1, 2, . . . , ãäå {Eλ}λ∈R � ñïåêòðàëüíîå ñåìåéñòâî ïðîåêòîðîâ äëÿ
|T |;

(iv) Ñóùåñòâóþò òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîåêòîðîâ {Qn}∞n=1 ⊂ P (M)
è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåíòðàëüíûõ ïðîåêòîðîâ {Zn}∞n=1 ⊂ P (Z(M)), ÷òî

iv1) Qn ↑ I,
iv2) Zn ↑ I,
iv3) Qn(H) ⊆ D(T ),
iv4) ZnQ⊥

n � êîíå÷íûå ïðîåêòîðû äëÿ âñåõ n = 1, 2, . . . .

Òåîðåìà 2. (i) Åñëè T � ëèíåéíûé îïåðàòîð, ëîêàëüíî èçìåðèìûé îòíîñèòåëü-
íî àëãåáðû ôîí Íåéìàíà M, è D � ëîêàëüíî èçìåðèìîå îòíîñèòåëüíî M
ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, òî ïîäïðîñòðàíñòâî T−1(D) = {ξ ∈ D(T ) : Tξ ∈ D}
òàêæå ëîêàëüíî èçìåðèìî îòíîñèòåëüíî M.

ISSN 0203�3755 Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, âûï. 23 (2007)



Î ÊÎÌÌÓÒÈÐÓÅÌÎÑÒÈ ËÎÊÀËÜÍÎ ÈÇÌÅÐÈÌÛÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ 79

(ii) Åñëè T � ñèììåòðè÷åñêèé îïåðàòîð, ïðèñîåäèíåííûé ê M, è åãî îá-
ëàñòü îïðåäåëåíèÿ D(T ) ëîêàëüíî èçìåðèìà îòíîñèòåëüíî M, òî åãî çàìû-
êàíèå T ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì, ëîêàëüíî èçìåðèìûì îòíî-
ñèòåëüíî M.

(iii) Åñëè T � ëèíåéíûé îïåðàòîð, ëîêàëüíî èçìåðèìûé îòíîñèòåëüíî M,
òî îïåðàòîð T ∗ ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî èçìåðèìûì îòíîñèòåëüíî M.

(iv) Åñëè ëîêàëüíî èçìåðèìûå îïåðàòîðû T è S ñîâïàäàþò íà ëîêàëüíî
èçìåðèìîì ïîäïðîñòðàíñòâå D, òî T = S.
Ñëåäñòâèå 2. Åñëè T ∈ LS(M) è åãî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D(T ) îïðåäåëåíà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè ïðîåêòîðîâ {Pn}∞n=1 ⊂ P (M) è {Zn}∞n=1 ⊂ P (Z(M)),
òî îïåðàòîð T ñîâïàäàåò ñ çàìûêàíèåì ñóæåíèÿ T íà D =

∞⋃
n=1

Pn(H).

Ïðåäëîæåíèå 7. Åñëè T è S � îïåðàòîðû, ëîêàëüíî èçìåðèìûå îòíîñèòåëüíî
àëãåáðû ôîí Íåéìàíà M, òî îïåðàòîðû T + S è TS òàêæå ëîêàëüíî èçìåðèìû
îòíîñèòåëüíî M.

Òàê æå, êàê è äëÿ èçìåðèìûõ îïåðàòîðîâ, áóäåì íàçûâàòü ñèëüíîé ñóììîé è
ñèëüíûì ïðîèçâåäåíèåì ëîêàëüíî èçìåðèìûõ îïåðàòîðîâ T, S ∈ LS(M) çàìûêà-
íèÿ îïåðàòîðîâ T +S è TS è îáîçíà÷àòü èõ ÷åðåç T uS è T ·S ñîîòâåòñòâåííî.
Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèÿì 2 (iii) è 7, èìååì, ÷òî T u S, T · S, T ∗ ∈ LS(M). Îòìå-
òèì, ÷òî òàê æå êàê è äëÿ èçìåðèìûõ îïåðàòîðîâ, åñëè T ∈ LS(M), S ∈M, òî
T u S = T + S, T · S = TS.
Çàìå÷àíèå 3. Åñëè T ∈ LS(M), P ∈ P (M), TP ∈ B(H), òî P (H) ⊆ D(T ) è
TP ∈M.
Òåîðåìà 3. Ìíîæåñòâî LS(M) ÿâëÿåòñÿ ∗-àëãåáðîé íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ
÷èñåë C ñ åäèíèöåé I îòíîñèòåëüíî ñèëüíîãî ñëîæåíèÿ, ñèëüíîãî óìíîæå-
íèÿ è ïåðåõîäà ê ñîïðÿæåííîìó îïåðàòîðó (óìíîæåíèå íà ñêàëÿðû îïðåäåëÿåòñÿ
îáû÷íûì îáðàçîì, ïðè÷åì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî 0 · T = 0). Ïðè ýòîì, àëãåáðà S(M)
åñòü ∗-ïîäàëãåáðà â LS(M).
Ïðåäëîæåíèå 8. Åñëè T ∈ LS(M), òî ñóùåñòâóåò òàêîå ëîêàëüíî èçìåðèìîå
ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî D ⊂ D(T ), ÷òî

T (D) ⊂ D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü îïåðàòîð T ∈ LS(M). Òîãäà åãî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ
D(T ) ëîêàëüíî èçìåðèìà îòíîñèòåëüíî M. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

D = T−1(D(T )) = {ξ ∈ D(T ) : Tξ ∈ D(T )}.
Òîãäà D � ëîêàëüíî èçìåðèìîå ïîäìíîæåñòâî â H (ñì. òåîðåìó 2 (i), à òàêæå
[12]). Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî D ⊆ D(T ) è

T (D) ⊆ D.
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Ïðåäëîæåíèå 9. Åñëè îïåðàòîð T ∈ LS(M), òî ñóùåñòâóþò òàêèå ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ïðîåêòîðîâ {Pn}∞n=1 ⊂ P (M) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåíòðàëüíûõ
ïðîåêòîðîâ {Zn}∞n=1 ⊂ P (Z(M)), ÷òî Pn ↑ I, Zn ↑ I, Pn(H) ⊆ D(T ), ZnP⊥

n

� êîíå÷íûå ïðîåêòîðû è îïåðàòîð T ñîâïàäàåò ñ çàìûêàíèåì ñóæåíèÿ T íà
ïîäïðîñòðàíñòâî

∞⋃
n=1

Pn(H).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü T ∈ LS(M). Òîãäà ïî ïðåä-
ëîæåíèþ 6 (iii) ñóùåñòâóåò âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{Zn}∞n=1 öåíòðàëüíûõ ïðîåêòîðîâ èç Z(M), äëÿ êîòîðûõ
sup
n>1

Zn = I è ZnE⊥
|T |(n) � êîíå÷íûå ïðîåêòîðû äëÿ âñåõ n = 1, 2, . . . , ãäå

{E|T |(λ)} � ñïåêòðàëüíîå ñåìåéñòâî ïðîåêòîðîâ äëÿ |T |;
Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîåêòîðîâ {Pn}∞n=1, ãäå

Pn = E|T |(n), n = 1, 2, . . . .

Òîãäà
Pn ↑ I, Pn(H) ⊂ D(|T |) = D(T )

è ZnP
⊥
n � êîíå÷íûå ïðîåêòîðû, n = 1, 2, . . . .

Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð T îïðåäåëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè ïðîåêòîðîâ
{Pn}∞n=1 è {Zn}∞n=1 ⊂ P (Z(M)), è ïîýòîìó ñîâïàäàåò ñ çàìûêàíèåì ñóæåíèÿ
T íà ïîäïðîñòðàíñòâî

∞⋃
n=1

Pn(H) (ñì. [12]).

Ïðåäëîæåíèå 10. Åñëè îïåðàòîð T ∈ LS(M) ñàìîñîïðÿæåííûé è {ET (λ)}λ∈R
åãî ñïåêòðàëüíîå ñåìåéñòâî ïðîåêòîðîâ, òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü öåíòðàëüíûõ ïðîåêòîðîâ {Zn}∞n=1 ⊂ P (Z(M)), ÷òî Zn ↑ I è ïðîåêòîð
ZnE

⊥
T ([−n, n]) êîíå÷åí äëÿ ëþáîãî n = 1, 2, . . ., ãäå

ET ([−n, n]) = ET ((−∞, n])− ET ([−∞,−n))

ïðîåêòîð, îòâå÷àþùèé îòðåçêó [−n, n].

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê îïåðàòîð T ∈ S(M) ñàìîñîïðÿæåííûé, òî ïîëîæè-
òåëüíûå ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû

T+ =
1

2
(|T |+ T ) è T− =

1

2
(|T | − T )

ïðèíàäëåæàò LS(M).
Ïóñòü {PT+(µ)}µ≥0 è {QT−(ν)}ν≥0 ñïåêòðàëüíûå ñåìåéñòâà ïðîåêòîðîâ îïå-

ðàòîðîâ T+ è T− ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà (ñì.[7]) ñóùåñòâóþò òàêèå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè öåíòðàëüíûõ ïðîåêòîðîâ {Z ′

n}∞n=1, {Z ′′
n}∞n=1 ⊂ P (Z(M)), ÷òî Z ′

n ↑ I,
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Z ′′
n ↑ I è ïðîåêòîðû Z ′

nP
⊥
T+

(n) è Z ′′
nQ⊥

T−(n) êîíå÷íû. Ïóñòü Zn = Z ′
nZ ′′

n. Òîãäà
Zn ↑ I,

ET ([−n, n]) = PT+(n) ∧QT−(n),

è ïîýòîìó ïðîåêòîð

ZnE⊥
T ([−n, n]) = Z ′

nP
⊥
T+

(n) ∨ Z ′′
nQ⊥

T−(n)

êîíå÷åí.

Ïðåäëîæåíèå 11. Åñëè îïåðàòîð T ∈ S(M) ñàìîñîïðÿæåí, òî ñóùåñòâóþò
òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîåêòîðîâ {Pn}∞n=1 ⊂ P (M) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
öåíòðàëüíûõ ïðîåêòîðîâ {Zn}∞n=1 ⊂ PZ((M)), ÷òî

(i) Pn ↑ I è Zn ↑ I ïðè n →∞;
(ii) Pn(H) ⊂ D(T ) äëÿ ëþáîãî n = 1, 2, . . .;
(iii) TPnξ = PnTξ äëÿ ëþáîãî âåêòîðà ξ ∈ Pn(H) è ëþáîãî n = 1, 2, . . .;
(iv) Ïðîåêòîðû ZnPn � êîíå÷íû äëÿ ëþáîãî n = 1, 2, . . ..

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 10, åñëè îïåðàòîð T ∈ S(M) ñàìîñîïðÿ-
æåííûé è {ET (λ)}λ∈R åãî ñïåêòðàëüíîå ñåìåéñòâî ïðîåêòîðîâ, òî ñóùåñòâóåò òà-
êàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåíòðàëüíûõ ïðîåêòîðîâ {Zn}∞n=1 ⊂ P (Z(M)), ÷òî Zn ↑ I
è ïðîåêòîð ZnE⊥

T ([−n, n]) êîíå÷åí äëÿ ëþáîãî n = 1, 2, . . ..
Îáîçíà÷èì

Pn = ET ([−n, n]), n = 1, 2, . . . .

Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Pn}∞n=1 ⊂ P (M) óäîâëåòâîðÿåò ïåðå÷èñëåííûì óñëî-
âèÿì.

Çàìå÷àíèå 4. Ëèíåéíûå ïîäïðîñòðàíñòâà Pn(H), ïîñòðîåííûå â äîêàçàòåëüñòâå
ïðåäëîæåíèÿ 11, ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè íå òîëüêî îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà T ,
íî è îòíîñèòåëüíî êàæäîãî îïåðàòîðà T k, k ∈ N. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî
âåêòîðà ξ ∈ Pn(H) è ëþáîãî n = 1, 2, . . .

T ξ = TPnξ = PnTξ ∈ Pn(H) ⊂ D(T ).

Ñëåäîâàòåëüíî,

T 2ξ = T (Tξ) = T (PnTξ) = Pn(T 2ξ) ∈ Pn(H) ⊂ D(T ),

è òàê äàëåå, äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k. Èòàê,

T k : Pn(H) → Pn(H).

Çàìå÷àíèå 5. Êàæäûé èç îïåðàòîðîâ T k, k = 1, 2, . . . îïðåäåëåí ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòÿìè {Pn}∞n=1 è {Zn}∞n=1, è ñîâïàäàåò ñ çàìûêàíèåì ñóæåíèÿ îïåðàòîðà T k

íà ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî
∞⋃

n=1

Pn(H).
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Çàìå÷àíèå 6. Äëÿ ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà T ∈ S(M)

D =
∞⋃

n=1

Pn(H).

ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî èçìåðèìûì ëèíåéíûì èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì â H.

2.4. Êðèòåðèé ñèëüíîé êîììóòèðóåìîñòè íåîãðàíè÷åííûõ
ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ âîïðîñà î ñèëüíîé êîììóòèðóåìîñòè ëîêàëüíî èçìåðèìûõ
îïåðàòîðîâ, íàì áóäóò íåîáõîäèìû íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû òåîðèè Íåëüñîíà èí-
òåãðèðóåìîñòè ïðåäñòàâëåíèé àëãåáð Ëè (ñì. [8], ãëàâà 11). Ñëåäóþùàÿ òåîðå-
ìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòîé êðèòåðèé èíòåãðèðóåìîñòè êîñîñèììåòðè÷åñêîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû Ëè.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü L � àëãåáðà Ëè êîñîñèììåòðè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ â ãèëü-
áåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H, êîòîðûå èìåþò îáùóþ èíâàðèàíòíóþ ïëîòíóþ
îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D. Ïóñòü X1, X2, . . . , Xk � îïåðàòîðíûé áàçèñ â L è

∆ = X2
1 + X2

2 + . . . + X2
k .

Åñëè îïåðàòîð ∆ ñóùåñòâåííî ñàìîñîïðÿæåí, òî â H ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-
íîå óíèòàðíîå ïðåäñòàâëåíèå π îäíîñâÿçíîé ãðóïïû Ëè G, èìåþùåé L ñâîåé
àëãåáðîé Ëè, òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ X ∈ L

π(X) = X.

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå äàåò îñíîâíîé ðåçóëüòàò òåîðåìû 4 ñ áîëåå ñëàáûìè
ïðåäïîëîæåíèÿìè íà îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 12. Ïóñòü L � âåùåñòâåííàÿ àëãåáðà Ëè, X1, X2, . . . , Xk �
áàçèñ â L, H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî è äëÿ êàæäîãî X ∈ L ρ(X) �
êîñîñèììåòðè÷åñêèé îïåðàòîð íà H. Ïóñòü, äàëåå, D � ïëîòíîå ëèíåéíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî â H òàêîå, ÷òî

D ⊂ D(ρ(X)ρ(Y )) äëÿ ëþáûõ X, Y ∈ L.

Åñëè
1) ρ(aX + bY )ξ = aρ(X)ξ + bρ(Y )ξ äëÿ ëþáûõ X, Y ∈ L, a, b ∈ R, ξ ∈ D;
2) ρ([X, Y ])ξ = (ρ(X)ρ(Y )− ρ(Y )ρ(X))ξ äëÿ ëþáûõ X, Y ∈ L, ξ ∈ D;
3) Îãðàíè÷åíèå îïåðàòîðà ρ(X1)

2 + ρ(X2)
2 + . . . ρ(Xk)

2 íà D ñóùåñòâåííî
ñàìîñîïðÿæåíî,

òî íà H ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå óíèòàðíîå ïðåäñòàâëåíèå π îäíîñâÿç-
íîé ãðóïïû Ëè G, èìåþùåé L ñâîåé àëãåáðîé Ëè, òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ X ∈ L

π(X) = ρ(X).
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Òåîðåìà 4 è ïðåäëîæåíèå 12 ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü óäîáíûé êðèòåðèé ñèëüíîé
êîììóòèðóåìîñòè íåîãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü T è S � ñèììåòðè÷åñêèå îïåðàòîðû â ãèëüáåðòîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå H, è ïóñòü D � ïëîòíîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â H, òàêîå,
÷òî

D ⊂ D(T ) ∩D(S) ∩D(T 2) ∩D(TS) ∩D(ST ) ∩D(S2),

è òàêîå, ÷òî
TSξ = STξ äëÿ âñåõ ξ ∈ D.

Åñëè îãðàíè÷åíèå îïåðàòîðà T 2 + S2 íà D ñóùåñòâåííî ñàìîñîïðÿæåííî,
òî

1) Îïåðàòîðû T è S ñóùåñòâåííî ñàìîñîïðÿæåííûå;
2) Îïåðàòîðû T è S ñèëüíî êîììóòèðóþò.

3. Ñèëüíàÿ êîììóòèðóåìîñòü îïåðàòîðîâ èç ∗-àëãåáðû
LS(M)

Ðàññìîòðèì äâà èçìåðèìûõ îïåðàòîðà T, S ∈ LS(M).

Ïðåäëîæåíèå 13. Ìíîæåñòâî

D = D(TS) ∩D(ST )

ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî èçìåðèìûì îòíîñèòåëüíî àëãåáðû ôîí Íåéìàíà M.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê

D(TS) = {ξ ∈ D(S) : Sξ ∈ D(T )} = D(S) ∩ S−1(D(T )),

D(ST ) = {ξ ∈ D(T ) : Tξ ∈ D(S)} = D(T ) ∩ T−1(D(S)),

îïåðàòîðû T è S ëîêàëüíî èçìåðèìû, ïîýòîìó îíè çàìêíóòû è èõ îáëàñòè îïðå-
äåëåíèÿ D(T ) è D(S) ëîêàëüíî èçìåðèìû. Ñëåäîâàòåëüíî, ëîêàëüíî èçìåðèìû
ìíîæåñòâà

T−1(D(S)) è S−1(D(T )),

à ïîòîìó, ñèëüíî ïëîòíû

D(S) ∩ S−1(D(T )) = D(TS) è D(T ) ∩ T−1(D(S)) = D(ST ).

Çíà÷èò, ëîêàëüíî èçìåðèìî

D = D(TS) ∩D(ST ).
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Çàìå÷àíèå 7. Åñëè T, S ∈ LS(M) è îïåðàòîðû TS è ST ñîâïàäàþò íà ëþáîì
ëîêàëüíî èçìåðèìîì ïîäïðîñòðàíñòâå D1 ⊂ D, òî â àëãåáðå LS(M)

T · S = S · T.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 6. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äâà ñàìîñîïðÿæåííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðà T è
S èç ∗-àëãåáðû LS(M) êîììóòèðîâàëè êàê ýëåìåíòû àëãåáðû, íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíè ñèëüíî êîììóòèðîâàëè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü T è S � äâà êîììóòèðóþùèõ â ∗-àëãåáðå LS(M)
ñàìîñîïðÿæåííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðà.

Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 13 è çàìå÷àíèÿ 1, ìíîæåñòâî

D ⊂ D(T ) ∩D(S) ∩D(T 2) ∩D(TS) ∩D(ST ) ∩D(S2)

ëîêàëüíî èçìåðèìî îòíîñèòåëüíî àëãåáðû ôîí Íåéìàíà M, è ïîòîìó, ïëîòíî â
H.

Ïóñòü D îïðåäåëåíî ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè ïðîåêòîðîâ {Pn}∞n=1 ⊂ P (M) è
{Zn}∞n=1 ⊂ P (Z(M)), òî åñòü,

Pn ↑ I, Zn ↑ I, Pn(H) ⊂ D

è ïðîåêòîðû ZnP
⊥
n êîíå÷íû.

Òîãäà îïåðàòîð T 2 + S2, êàê îïåðàòîð èç LS(M), ñîâïàäàåò ñ çàìûêàíèåì
ñóæåíèÿ T 2+S2 íà

∞⋃
n=1

Pn(H), (ñì.[12]), à ñëåäîâàòåëüíî, ñîâïàäàåò ñ çàìûêàíèåì
ñóæåíèÿ T 2 + S2 íà D.

Êðîìå òîãî, ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ,

TSξ = STξ

äëÿ ëþáîãî ξ ∈ D.
Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó êðèòåðèÿ ñèëüíîé êîììóòèðóåìîñòè, îïåðàòîðû T è

S ñèëüíî êîììóòèðóþò.
Îáðàòíî, ïóñòü ñàìîñîïðÿæåííûå ëîêàëüíî èçìåðèìûå îïåðàòîðû T è S

ñèëüíî êîììóòèðóþò, è {ET (∆)} è {ES(∆′)} ñïåêòðàëüíûå ñåìåéñòâà ïðîåê-
òîðîâ ýòèõ îïåðàòîðîâ. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öåíòðàëüíûõ ïðîåêòîðîâ
{Z ′

n}∞n=1 ⊂ P (Z(M)) è {Z ′′
n}∞n=1 ⊂ P (Z(M)) òàêèå, ÷òî Z ′

n ↑ I, Z ′′
n ↑ I è ïðîåêòîðû

Z ′
nE

⊥
T ([−n, n]) è Z ′′

nE⊥
S ([−n, n]) êîíå÷íû äëÿ ëþáîãî n = 1, 2, . . ..

Îáîçíà÷èì
Pn = ET ([−n, n])ES([−n, n]), n = 1, 2, . . .

è Zn = Z ′
nZ

′′
n. Òîãäà

Pn ↑ I, Zn ↑ I, Pn(H) ⊂ D(TS)
⋂

D(ST )
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è ïðîåêòîðû ZnP⊥
n êîíå÷íû. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî

D =
∞⋃

n=1

ET ([−n, n])ES([−n, n])(H)

ëîêàëüíî èçìåðèìî îòíîñèòåëüíî àëãåáðû ôîí Íåéìàíà M è èíâàðèàíòíî îòíî-
ñèòåëüíî êàæäîãî èç îïåðàòîðîâ T è S.

Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî ξ ∈ D ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð n0, ÷òî

ξ ∈ ET ([−n0, n0])ES([−n0, n0])(H).

Ïîýòîìó
TSξ = TSET ([−n0, n0])ES([−n0, n0])ξ =

= (ET ([−n0, n0])TET ([−n0, n0]))(ES([−n0, n0])SES([−n0, n0]))ξ =

= (ES([−n0, n0])SES([−n0, n0]))(ET ([−n0, n0])TET ([−n0, n0]))ξ =

= STET ([−n0, n0])ES([−n0, n0])ξ = STξ.

Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîðû TS è ST ñîâïàäàþò íà ëîêàëüíî èçìåðèìîì ïîä-
ìíîæåñòâå D. Ïîýòîìó,

T · S = S · T.
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