
Динамические системы, том 2(30), No. 3-4, 293–308

УДК 534

Дослiдження поведiнки нелiнiйних
дисипативних систем з двома степенями
свободи в околi внутрiшнього резонансу

К.Ю.Плаксiй, Ю.В.Мiхлiн
Нацiональний Технiчний Унiверситет «Харкiвський Полiтехнiчний Iнститут»,
Харкiв. E-mail: muv@kpi.kharkov.ua

Анотацiя. Для двох нелiнiйних пружних систем показано, що застосування методики зведення
до редукованої системи вiдносно її повної енергiї, арктангенса вiдношення амплiтуд та рiзницi
фаз розв’язкiв, а також використання концепцiї нелiнiйних нормальних форм коливань, дозволяє
детально дослiдити динамiку таких систем в околi внутрiшнього резонансу.
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Вступ

Дослiдження динамiки коливальних систем поблизу внутрiшнього резонансу
є важливим етапом розв’язання багатьох сучасних теоретичних та прикладних
задач, зокрема, задач вiброгасiння коливань, адже саме поблизу резонансу може
вiдбуватися перекачка енергiї [4,9] з основної системи, коливання якої треба зага-
сити, у вiброгасник [3]. Разом з можливiстю виникнення енергообмiну в системi
постає також питання про можливiсть локалiзацiї основної частини енергiї в однiй
з пiдсистем [9,6,10]. Подiбна локалiзацiя може виявитись як корисною (наприклад,
для вiброгасiння коливань), так i шкiдливою, тобто такою, що може призвести до
руйнування конструкцiї. Наявнiсть внутрiшнього резонансу може призводити до
втрати стiйкостi перiодичного режиму [2] i виникнення (бiфуркацiї) нових режимiв
коливань системи. Окрiм цього, у реальних системах з дисипацiєю енергiї влас-
нi частоти коливань змiнюються у часi, що може пiдвести систему до режиму
внутрiшнього резонансу, а також вивести її з резонансного режиму. У зв’язку з
цим дослiдження перехiдних процесiв в подiбних задачах нелiнiйної динамiки має
велике значення.

У данiй роботi представлене дослiдження поведiнки двох нелiнiйних пруж-
них систем в околi внутрiшнього резонансу з використанням методики зведення
до редукованої системи вiдносно її повної енергiї, арктангенса вiдношення ам-
плiтуд та рiзницi фаз, а також з використанням концепцiї нелiнiйних нормальних
форм Каудерера-Розенберга [1,8,10]. Вiдомо, що такi нелiнiйнi нормальнi фор-
ми визначено для консервативних систем, але у випадку дисипацiї енергiї можна
розглядати подiбнi рухи з урахуванням експоненцiйного згасання амплiтуд. Такi
рухи вже не будуть нелiнiйними нормальними формами вiдповiдно до концепцiї
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Каудерера-Розенберга, але вони виступають важливими та зручними частинними
розв’язками для дослiдження динамiки систем. Також у роботi наводяться резуль-
тати чисельних та чисельно-аналiтичних експериментiв на ПЕОМ, реалiзованих
мовою С++, для розв’язкiв систем та їх стiйкостi в околi внутрiшнього резонансу.

1. Динамiка нелiнiйної пружинно-масової системи

Для пружинно-масової системи, що зображена на рис. 1, представимо рiвняння
руху у виглядi:

Рис. 1. Пружинно-масова система

εẍ+ εkxx+ ε2qx3 + ε2ηxẋ = εγ1y,

ÿ + ω2
yy + εkyy + ε2ηyẏ = εkyx,

(1)

де позначено kx =
α+ γ

m
, q =

β

m
, γ1 = γ

m
,

2ηx =
l1
m

, ωy =
k√
M

, ky =
γ

M
, 2ηy =

l2
M

, а ма-

лий параметр ε введено у припущеннi малостi
деяких параметрiв системи.

У данiй системi за умов вiдсутностi дисипацiї можна видiлити двi нелiнiйнi
нормальнi форми: нелокалiзовану форму зв’язаних коливань, коли значнi коли-
вання бiльшої маси збурюють коливання меншої, та нелiнiйну нормальну форму
значних коливань меншої маси, коли коливання великої маси є слабкими, яка є
локалiзованою формою коливань [1,7].

Застосуємо до системи (1) метод багатьох масштабiв [3] iз введенням розладу
ω2
x − ω2

y = ε∆ та розкладенням координат та часу в асимптотичнi ряди у виглядi:
x = x0 + εx1 + . . . , y = y0 + εy1 + . . . , T = T0 + T1 + · · · = t+ εt+ . . . . Пiдставляю-
чи данi розкладення у систему (1), отримаємо системи диференцiйних рiвнянь у
частинних похiдних для першого та другого наближень вiдповiдно:

∂2y0
∂T 2

0

+ ω2
yy0 = 0,

∂2x0
∂T 2

0

+ 2ηx
∂x0
∂T0

+ (η2x + ω2
y)x0 = γ1y0;

(2)


∂2y1
∂T 2

0

+ ω2
yy1 = −2

∂2y0
∂T1∂T0

− 2ηy
∂y0
∂T0

+ ky(x0 − y0),

∂2x1
∂T 2

0

+ 2ηx
∂x1
∂T0

+ (η2x + ω2
y)x1 = −2

∂2x0
∂T0∂T1

− 2ηx
∂x0
∂T1

− qx30 + γ1y1 −∆x0.

(3)

Розв’язок системи (2), що є першим наближенням розв’язкiв системи (1), запи-
шеться у наступному виглядi:

y0 = A0(T1)e
iωyT0 + Ā0(T1)e

−iωyT0 ,

x0 = e−ηxT0(B0(T1)e
iωyT0 + B̄0(T1)e

−iωyT0) + C1(T1)e
iωyT0 + C̄1(T1)e

−iωyT0 ,
(4)
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де

C1(T1) =
γ1A0(T1)(η

2
x + ε∆− 2iηxωy)

(η2x + ε∆)2 + 4η2xω
2
y

.

Використання системи рiвнянь для системи наступного наближення (3) приво-
дить до системи нелiнiйних диференцiйних рiвнянь для виключення появи вiкових
членiв у розв’язках:

− iR
∂A0

∂T1
− iLA0 + TA0 = 0,

− iF
∂B0

∂T1
−QA0Ā0B0 + PB0 + iDB0 − IB̄0A

2
0 + iEB̄0A

2
0 = 0,

(5)

де позначено R = 2ωyN , L = 2(ηyωyN + kyγ1ηxωy), S = ky(γ1(η
2
x + ε∆) − N),

N = (η2x + ε∆)2 + 4η2xω
2
y , F = 2ωxN

2W , Q = 6qγ21NW , P = N2(kyγ1η
2
x − ∆W ),

D = 2ωyηxγ1kyN
2, I = 3qγ21W ((η2x + ε∆)2 − 4η2xω

2
y), E = 12qγ21Wηxωy(η

2
x + ε∆),

W = η4x + 4ω2
yη

2
x.

Введення стандартної замiни A0 = aye
iby , B0 = axe

ibx в системi (5) приводить
її до наступної системи модуляцiйних рiвнянь вiдносно амплiтуд та фаз:

a′y(T1) = −L

R
ay,

b′y(T1) = −S

R
,

a′x(T1) =
D

F
ax − axa

2
y(
I

F
sin(2φ)− E

F
cos(2φ)),

b′y(T1) = −P
F

+ a2y(
Q

F
+
I

F
cos(2φ) +

E

F
sin(2φ)),

(6)

де φ = by − bx. Перше наближення (4) розв’язку системи (1) запишеться у нових
змiнних у виглядi:

y0 = 2ay cos(by + ωyt),

x0 = 2axe
−ηxt cos(bx + ωyt) + 2

γ1
N
ay[(η

2
x + ε∆) cos(by + ωyt) + 2ηxωy sin(by + ωyt)].

Розглянемо систему диференцiйних рiвнянь вiдносно амплiтуд та фаз (6), щоб
дослiдити рух системи (1) в околi внутрiшнього резонансу. Введемо замiну змiнних
у системi (6) ax = K sinψ, ay = K cosψ, яка приведе її до наступної редукованої
системи:

K ′ = (−L

R
cos2 ψ +

D

F
sin2 ψ)K −K3 cos2 ψ sin2 ψ[

I

F
sin(2φ)− E

F
cos(2φ)],

ψ′ = (
L

R
+
D

F
) cosψ sinψ −K2 sinψ cos3 ψ[

I

F
sin(2φ)− E

F
cos(2φ)],

φ′ = −S

R
+
P

F
−K2 cos2 ψ[

Q

F
+
I

F
cos(2φ) +

E

F
sin(2φ)],

(7)
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де K — повна енергiя редукованої системи.
Проаналiзуємо друге та третє рiвняння отриманої системи (7) на їхнi рiвно-

важнi розв’язки як функцiї параметрiв системи, розладу ∆ та енергiї K. Саме
такi рiвноважнi розв’язки редукованої системи (7), коли постiйними є арктангенс
вiдношення амплiтуд ψ та рiзниця фаз φ розв’язкiв початкової коливальної си-
стеми, що розглядається, вiдповiдають нелiнiйним нормальним формам системи
(так званим «коливанням в унiсон», коли координати та їх швидкостi одночасно
досягають своїх максимумiв) [1,8,10].

Положення рiвноваги для другого рiвняння системи (7) вимагає sinψ = 0,
або cosψ = 0. Зазначимо, що sinψ = 0 вiдповiдає руху системи, еквiвалентному
нелокалiзованiй нелiнiйнiй нормальнiй формi коливань x = x(t), y = y(t) за умови
вiдсутностi дисипацiї, а cosψ = 0 — вiдповiдає руху системи, що еквiвалентний
до локалiзованої нелiнiйної нормальної форми коливань x = x(t), y ≡ 0 за умови
вiдсутностi дисипацiї.

Розглянемо положення рiвноваги, що вiдповiдає формi зв’язаних коливань
sinψ = 0. За таких умов положення рiвноваги для третього рiвняння системи (7)

вимагає sin(2φ + α) =
− S

R
+ P

F
−K2Q

F

K2
√
I2+E2

F

, де α = arctg
I

E
. Це положення рiвноваги

iснує в областi параметрiв −S

R
+
P

F
= 0 та −1 ≤ −Q√

I2 + E2
, оскiльки Q > 0, i зна-

ходиться на прямiй ψ = 0. Йому вiдповiдає рiвняння вiдносно енергiї K ′ = −L

R
K,

тобто енергiя цiєї стацiонарної точки зменшується, а це означає, що дане поло-
ження є нестiйким фокусом.

Розглянемо тепер положення, що вiдповiдає локалiзованiй формi cosψ = 0. За

цих умов положення рiвноваги для третього рiвняння системи (7) вимагає −S

R
+

P

F
= 0. У цiй областi параметрiв iснує безкiнечна множина точок рiвноваги, яким

вiдповiдає пряма ψ =
π

2
. Даному положенню вiдповiдає рiвняння вiдносно енергiї

K ′ =
D

F
K, тобто енергiя цiєї стацiонарної точки збiльшується, а це означає, що ця

точка притягує до себе траєкторiї i дане положення рiвноваги є стiйким фокусом.
Слiд зауважити, що рухiв, еквiвалентних до нових нелiнiйних нормальних

форм, в околi внутрiшнього резонансу не виявлено, адже для другого та третього
рiвнянь системи (7) не iснує жодних iнших положень рiвноваги, якi вiдповiдали б
iншим нелiнiйним нормальним формам. Тобто, в данiй системi за умови резонансу
бiфуркацiй не виникає.

Для моделювання отриманих результатiв проiнтегруємо чисельно редуковану
систему (7) методом Рунге-Кутта 4-го порядку з кроком h = 0, 01с, змiнюючи

початковi умови в областi 0 ≤ ψ(0) ≤ π

2
, при m = 0, 3, M = 5, α =

l21
4m

+
k2m

M
+

εm∆ − γ, β = 1, γ = 1, k = 2, l1 = 0, 5, l2 = 0, 5, α = 0, 1, ε = 0, 01 та ∆ = 0, 01.
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Побудована залежнiсть φ(ψ) представлена на рис. 2.
На рис. 2 пряма ψ = 0 вiдпо-

Рис. 2. Залежнiсть φ(ψ)

вiдає формi зв’язаних коливань,
а пряма ψ =

π

2
— формi коли-

вань, коли енергiя локалiзується
на координатi x. Траєкторiї на
рис. 2 вiддаляються вiд прямої
ψ = 0 i навпаки наближують-
ся до прямої ψ =

π

2
. Тобто, як

враховуючи попереднi аналiтичнi
результати, так i за характером
траєкторiй, можна зробити вис-
новок, що в околi внутрiшнього
резонансу форма зв’язаних коли-
вань втрачає стiйкiсть, а локалiзована форма залишається стiйкою. Отже, в ре-
жимi внутрiшнього резонансу вiдбувається перехiд вiд зв’язаних коливань до ло-
калiзованих по координатi x.

Можна зробити висновок, що стiйкiсть форм в околi резонансу не залежить
вiд вибору параметрiв системи та початкових умов.

Для iлюстрацiї отриманих результатiв проiнтегруємо також систему (4) чисель-
но методом Рунге-Кутта 4-го порядку на iнтервалi t ∈ [0, 50]с з кроком h = 0, 01с
при початкових умовах ax(0) = 0, 1, ay(0) = 0, 01, bx(0) = 0, by(0) = 0 та при

m = 0, 3, M = 5, α =
l21
4m

+
k2m

M
+ εm∆ − γ, β = 1, γ = 1, k = 2, l1 = 0, 05,

l2 = 0, 05, ε = 0, 001 та ∆ = 0, 01. Зазначимо, що цей вибiр параметрiв, як i у
попередньому числовому розрахунку, вiдповiдає умовам наявностi внутрiшнього
резонансу в системi.

Побудуємо залежнiсть коор-

Рис. 3. Залежнiсть y(x)

динат у конфiгурацiйному про-
сторi, яку представлено на рис. 3.
За характером залежностi y(x)
на рис. 3 можна зробити вис-
новок, що виокремлений рух си-
стеми, який вiдповiдає нелiнiйнiй
нормальнiй формi коливань x =
x(t), y ≡ 0, коли енергiя системи
локалiзується на координатi x, є
стiйким, оскiльки амплiтуди ко-
ливань по координатi y залиша-
ються набагато меншими нiж ам-
плiтуди по координатi x.

Розглянемо бiльш детально перехiдний процес. Для системи (1) за допомогою
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методу багатьох масштабiв при розкладеннi координат та часу в асимптотичнi
ряди виду x = x0 + εx1 + . . . , y = y0 + εy1 + . . . , T = T0 + T1 + · · · = t + εt + . . .
були отриманi першi наближення розв’язкiв з використанням вiкових рiвнянь для
других наближень:

y0 = 2Caye
−εL

R
t cos(ωyt− ε S

R
t+ Cby)

x0 = 2Caxe
(−ηx+εD

F
)t cos(ωxt− QR

2FL
e−2εL

R
t − εP

F
t+ Cbx) + 2γ1

N
Cae

−εL
R
t×

×[(kx − ω2
y) cos(ωyt− ε S

R
t+ Cby) + 2ηxωy sin(ωyt− ε S

R
+ Cby)],

(8)

де позначено ωx =
√
kx − η2x, R = 2ωyN , L = 2(ηyωyN + kyγ1ηxωy), S = ky(γ1(kx −

ω2
y) − N), N = (kx − ω2

y)
2 + 4η2xω

2
y , F = 2ωxNW , Q = 6qγ21C

2
ayW , P = kyγ1N(η2x −

ω2
x + ω2

y), D = 2ωxηxγ1kyN , W = (η2x − ω2
x + ω2

y)
2 + 4ω2

xη
2
x, а Cay, Cby, Cax, Cbx —

константи, що можуть бути вираженi iз початкових умов.
Для аналiзу отриманих аналiтичних розв’язкiв (8) були виокремленi власнi

частоти коливань системи. Таким чином, власна частота розв’язку для y0(t) як

функцiя параметрiв системи буде такою: Ωy = ωy − ε
S

R
.

Для розв’язку x0(t) залежнiсть для власної частоти видiлимо з друго-
го виразу (8), для чого розкладемо e−2εL

R
t у степеневий ряд у припущен-

нi, що 2ε
L

R
t < 1. У розкладеннi будемо враховувати члени порядку O(ε2).

Рис. 4. Залежнiсть F (Ωx,Ωy) вiд часу

За таких умов отримаємо: Ωx = ωx −
εQ

F
(−1+ε

L

R
t)−εP

F
, тобто власна часто-

та для розв’язку x0(t) залежить не тiль-
ки вiд параметрiв системи (1), а й вiд
часу t. Очевидно, з плином часу часто-
та Ωx зменшується. Таким чином, якщо
у початковий момент часу частота Ωy

буде меншою за частоту Ωx, то при де-
якому значеннi часу tr > t0 частоти мо-
жуть стати достатньо близькими, тоб-
то в деякому околi tr можна вважати,
що система знаходиться в околi внут-
рiшнього резонансу пружинно-масової
системи.

Для iлюстрацiї поведiнки частот
введемо функцiю рiзницi:

F (Ωx,Ωy) = ωx −
εQ

F
(−1 + ε

L

R
t)− ε

P

F
− ωy + ε

S

R
. (9)

На рис. 4 представлена залежнiсть функцiї рiзницi (9) вiд часу, побудована при
значеннi параметрiв системи m = 1, 83, M = 5, α = 3, 5, β = 7, γ = 4, k = 4, 5,
l1 = 0, 99, l2 = 0, 8, ε = 0, 01 та Cay = 0, 25 на iнтервалi t ∈ [0, 100]с, що вдовольняє
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умовi збiгу розкладення для e−2εL
R
t. Бачимо, що при значеннi tr = 89 с, частоти

стають рiвними, тобто поблизу цього значення часу система перебуває в режимi
внутрiшнього резонансу.

Проiлюструємо дану ситуацiю на прикладi зв’язаних коливань системи. На
рис. 5 представлена аналiтична залежнiсть отриманих розв’язкiв (8) у конфiгура-
цiйному просторi, побудована при m = 1, 83, M = 5, α = 3, 5, β = 7, γ = 4, k = 4, 5,
l1 = 0, 99, l2 = 0, 8, ε = 0, 01 та Cax = 0, 1, Cbx = 0, Cay = 0, 25, Cby = 0.

З характеру залежностi y(x)

Рис. 5. Траєкторiя y(x) для форми зв’язаних коливань

на рис. 5 можна зробити вис-
новок, що виокремлений рух си-
стеми, який вiдповiдає нелiнiй-
нiй нормальнiй формi зв’язаних
нелокалiзованих коливань (x =
x(t), y = y(t)) при малих вiдхи-
леннях по координатi x є нестiй-
ким.

Таким чином, для стiйких
рухiв очiкуваною є траєкторiя у
конфiгурацiйному просторi, що є
близькою до прямої. Зауважимо,
що значну роль у викривленнi
траєкторiї у конфiгурацiйному просторi на рис. 5 вiдiграє не стiльки кубiчна
нелiнiйнiсть у рiвняннях (1), скiльки наявнiсть тертя у системi, що порушує син-
фазнiсть коливань у зв’язанiй формi.

Розглядаючи сукупно рис. 3 та рис. 5 можна помiтити наступне: якщо для
траєкторiї зв’язаних коливань на рис. 5 задати малий окiл скiнченного радiусу з
центром на початку координат, то з плином часу, очевидно, амплiтуди по коор-
динатi y потраплять у заданий окiл i ними можна буде знехтувати у той час, як
амплiтуди по координатi x ще не потраплять у заданий окiл. Ця ситуацiя цiлком
вiдповiдає рис. 3, де амплiтуди по y суттєво меншi за амплiтуди по x, тобто по-
ступово вiдбувається перехiд вiд зв’язаних коливань до локалiзованих, який саме
дає дослiдження за редукованою системою.

Отже, достовiрнiсть результатiв аналiтичного дослiдження динамiки систе-
ми за допомогою методики зведення до редукованої системи (7) цiлком пiд-
тверджується результатами чисельно-аналiтичних експериментiв, що приведенi на
рис. 5 для рухiв, вiдповiдних формi зв’язаних коливань, та на рис. 3 для рухiв,
що вiдповiдають локалiзованiй формi коливань. Це дозволяє достовiрно описа-
ти процеси, що вiдбуваються в околi внутрiшнього резонансу, зокрема стiйкiсть
видiлених рухiв.
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2. Динамiка пружинно-маятникової системи

Розглянемо тепер пружинно-маятникову систему, зображену на рис. 6, рiвнян-
ня руху якої є такими:{

ẍ+ p2x+ 2εηxẋ− α(θ̈ sin θ + θ̇2 cos θ) = 0

θ̈ + 2εηθθ̇ + sin θ − ẍ sin θ = 0
(10)

де позначено ω1 =
√

k
M+m

, ω2 =
√

g
l
, p = ω1

ω2
, α = m/(m + M), τ = ω2t.

Рис. 6. Пружинно-маятникова система

У системi (10) iснують двi нелiнiйнi нор-
мальнi форми коливань: суто вертикальнi
коливання — так звана пружинна мода, або
x−форма (x = x(t), θ = 0), що є локалi-
зованою [3,6], та маятникова форма, або
θ−форма, коли змiнюються i вертикальна,
i кутова координати (x = x(t), θ = θ(t)), ї
яка є нелокалiзованою.

Щоб дослiдити поведiнку системи в
околi головного параметричного резонансу,
застосуємо методику зведення до редуко-
ваної системи, для чого покладемо p2− 4+
4ε2η2θ−ε2η2x = ε∆ у першому рiвняннi систе-

ми (10). Пiсля введення масштабування координат x→ εx, θ → εθ будемо шукати
розв’язки у формi асимптотичних розкладень з точнiстю до членiв порядку O(ε2):
εx = εx0+ε

2x1, εθ = εθ0+ε
2θ1 та при масштабах часу T = T0+T1+T2 = τ+ετ+ε2τ .

Пiдставимо цi розкладення у рiвняння коливань (10), враховуючи, що для малих
коливань можна замiнити sin θ = θ, cos θ = 1 з точнiстю до o(θ2).

∂2x0
∂T 2

0

+ 4x0 = 0,

∂2θ0
∂T 2

0

+ θ0 = 0,

(11)


∂2x1
∂T 2

0

+ 4x1 = −2
∂2x0
∂T1∂T0

+ α

(
∂2θ0
∂T 2

0

)
θ0 + α

(
∂θ0
∂T0

)2

− 2ηx
∂x0
∂T0

− x0∆,

∂2θ1
∂T 2

0

+ θ1 = −2
∂2θ0
∂T1∂T0

+

(
∂2x0
∂T 2

0

)
θ0 − 2ηθ

∂θ0
∂T0

.

(12)

Розв’язок системи (11), який є першим наближенням розв’язкiв системи (10),
запишеться у виглядi:

x0 = Ax(T1)e
2iT0 + Āx(T1)e

−2iT0 ,

θ0 = Aθ(T1)e
iT0 + Āθ(T1)e

−iT0 .
(13)
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Пiдстановка залежностей (13) у систему рiвнянь для вiдшукання других на-
ближень (12) приводить до системи нелiнiйних рiвнянь для виключення вiкових
членiв у правих частинах:

4i
∂Ax

∂T1
+ 2αA2

θ + Ax∆+ 4iηxAx = 0,

2i
∂Aθ

∂T1
+ 4AxĀθ + 2iηθAθ = 0.

(14)

Покладаючи в (14) Ax = axe
iβx , Aθ = aθe

iβθ , отримаємо систему модуляцiйних
рiвнянь вiдносно амплiтуд та фаз розв’язкiв:

a′x =
α

2
a2θ sinφ− ηxax,

a′θ = −2axaθ sinφ− ηθaθ,

β′
x =

α

2

a2θ
ax

cosφ+
∆

4
,

β′
θ = 2ax cosφ,

(15)

де φ = βx − 2βθ.
У системi (15) введемо замiну змiнних ax =

√
α
2
R cosψ, aθ = R sinψ та от-

римаємо редуковану систему вiдносно її повної енергiї, арктангенса вiдношення
амплiтуд та рiзницi фаз:

R′ = −R(ηx cos2 ψ + ηθ sin
2 ψ),

ψ′ = R sinψ(−
√
α sinφ+ (ηx − ηθ) cosψ),

φ′ = (
√
αR

sin2 ψ

cosψ
− 2

√
αR cosψ) cosφ+

∆

4
.

(16)

Проаналiзуємо друге та третє рiвняння отриманої системи (16) на їх рiвноваж-
нi розв’язки як функцiї параметрiв ∆, α та повної енергiї редукованої системи
R. Положення рiвноваги для другого рiвняння (16) вимагає, що або sinψ = 0,

або sinφ =
ηx − ηθ√

α
cosψ. Зазначимо, що sinψ = 0 вiдповiдає вертикальнiй формi

коливань.

З третього рiвняння системи (16) отримаємо cosψ =

∆
4
±
√

∆2

16
+ 3αR2 cos2 φ

3R cosφ
√
α

.

Очевидно, що за таких умов ψ = ψ(R), тобто цей параметр не буде постiйною
величиною, i задовольнити умовi ψ′ = 0 не вдається. З огляду на це рухи системи,
що вiдповiдають даним положенням рiвноваги, що рухаються, не можна визначити
як нелiнiйнi нормальнi форми у повнiй мiрi, але вони є еквiвалентнi до вiдповiдних
нелiнiйних нормальних форм зв’язаних коливань за вiдсутностi демпфування у
системi (10).
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При ηx ≡ ηθ маємо sinφ = 0. Перше положення рiвноваги, яке назвемо P ,

визначається умовами sinφ = 0 та cosψ =

∆
4
+
√

∆2

16
+ 3αR2

3R
√
α

з третього рiвняння

(16). Воно iснує лише в областi параметрiв
∆

4
√
αR

≤ 1, тому 0 ≤ ψ ≤ π

2
. Iнше

положення рiвноваги, яке назвемо Q, визначається умовами sinφ = 0 та cosψ =
∆
4
−

√
∆2

16
+ 3αR2

3R
√
α

з третього рiвняння (16). Воно iснує лише в областi параметрiв

−1 ≤ ∆

4
√
αR

. Зазначимо, що при
∆

4
√
αR

< 1 iснує тiльки положення рiвноваги

P ; при −1 <
∆

4
√
αR

iснує тiльки положення рiвноваги Q, а при −1 ≤ ∆

4
√
αR

≤ 1

iснують обидва положення.
Змоделюємо вказанi положення рiвноваги, для чого проiнтегруємо чисельно

систему (16) методом Рунге-Кутта 4-го порядку з кроком h = 0, 01с, змiнюючи
початковi умови в областi 0 ≤ ψ(0) ≤ π

2
, 0 ≤ φ(0) ≤ π, при R(0) = 0, 9, ∆ =

0, 12, α = 0, 1, ηx = ηθ = 0, 01. Результати експерименту представленi на рис. 7.

Рис. 7. Положення рiвноваги P i Q

Положення P i Q змiщуються з пли-
ном часу уздовж прямих φ = 0 та
φ = π. Саме цi прямi вiдповiдають
зв’язаним коливанням системи (10) в
околi резонансу. Окрiм того, при ηx ≡
ηθ очевидно, що енергiя системи R
зменшується з часом, що суттєво впли-
ває на умови iснування положень, що
розглядаються. При фiксованому зна-
ченнi розладу ∆ маємо наступне: при
замалих початкових значеннях енергiї
ми можемо потрапити в область iсну-
вання лише одного положення рiвнова-
ги, тобто бiфуркацiя не вiдбувається,
або ж, потрапляючи в область, де iсну-
ють обидва положення (обидвi форми зв’язаних коливань), з часом ми перейдемо
до областi, де iснує тiльки одне положення рiвноваги, тобто при значеннях енергiї,

коли
∣∣∣∣ ∆

4
√
αR

∣∣∣∣ > 1, бiфуркацiя зникає. На рис. 7 перехiд траєкторiї вiд нижнього

положення до верхнього вiдповiдає саме моменту, коли нижнє положення вже пе-
рестає iснувати, тодi як верхнє все ж продовжує iснувати.

З характеру траєкторiй на рис. 7 можна зробити наступний висновок: траєк-
торiї з плином часу залишаються поблизу положень P i Q, здiйснюючи спiрале-
подiбнi рухи навколо прямих φ = 0 та φ = π, i не залишаються поблизу прямої
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ψ = 0, яка вiдповiдає вертикальним коливанням системи. Тобто зв’язанi коливан-
ня системи можна вважати стiйкими в околi резонансу в областi, де вiдбувається
бiфуркацiя, тодi як вертикальнi втрачають стiйкiсть.

(a) 0 ≤ t ≤ 100 (b) 0 ≤ t ≤ 500

Рис. 8. Залежнiсть x(θ)

Поведiнку системи в областi, де є бiфуркацiя, iлюструє залежнiсть у конфiгу-
рацiйному просторi на рис. 8, отримана чисельно при iнтегруваннi системи (10)
методом Рунге-Кутта 4-го порядку на iнтервалi t ∈ [0, 100]с та t ∈ [0, 500]с з кро-
ком h = 0, 01с при початкових умовах θ(0) = 0, 001, x(0) = 0, 09, ẋ(0) = 0, 03,
θ̇(0) = 0, 0002 та при α = 0, 1, p = 2,ηx = ηθ = 0, 01. На рис. 8 бачимо втрату стiй-
костi вертикальної форми коливань та перехiд до обох форм зв’язаних коливань.

Змоделюємо тепер ситуацiю, коли iснує лише одне з по-
ложень рiвноваги, для чого проiнтегруємо чисельно систему

Рис. 9. Положення рiвноваги P

(16) методом Рунге-Кутта 4-го поряд-
ку з кроком h = 0, 01с, змiнюючи по-
чатковi умови в областi 0 ≤ ψ(0) ≤ π

2
,

0 ≤ φ(0) ≤ π, при R(0) = 0, 37, ∆ = 0, 5,
α = 0, 1, ηx = ηθ = 0, 01. Результати мо-
делювання представленi на рис. 9.

З характеру траєкторiй на рис. 9
можна зробити наступний висновок:
траєкторiї з плином часу наближають-
ся до вертикалi ψ = 0, яка вiдповiдає
суто вертикальним коливанням систе-
ми (10) та вiддаляються вiд положення
прямої φ = π, тобто вiд положення P
по спiралеподiбним траєкторiям. Тобто
в областi, де не вiдбувається бiфуркацiї, зв’язанi коливання системи можна вва-
жати нестiйкими, тодi як вертикальнi залишаються стiйкими.

Продемонструємо це за допомогою чисельно-аналiтичного експерименту, для
чого проiнтегруємо систему (15) вiдносно амплiтуд та фаз чисельно методом
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Рунге-Кутта 4-го порядку на iнтервалi t ∈ [0, 150]с з кроком h = 0, 01с при по-
чаткових умовах ax(0) = 0, 02, aθ(0) = 0, 002, βx(0) = 0, 01, βθ(0) = 0, 01 та при
α = 0, 1, ηx = ηθ = 0, 01, ∆ = 0, 05. Розв’язок (13) є першим наближенням шука-
них розв’язкiв системи (10) i запишеться через новi змiннi як x = 2ax cos(βx +2τ),
θ = 2aθ cos(βθ+τ). Побудована залежнiсть у конфiгурацiйному просторi представ-
лена на рис. 10.

Рис. 10. Залежнiсть x(θ)

З рис. 10 видно, що амплiтуди по
координатi θ на два порядки меншi,
нiж по координатi x, тому вертикаль-
нi коливання можна вважати стiйки-
ми. Таким чином, можна зробити вис-
новок, що результати дослiдження ди-
намiки системи (10) за допомогою зве-
дення до редукованої системи узгод-
жуються з чисельно-аналiтичними екс-
периментами, приведеними на рис. 8
та 10.

Зауважимо, що все ж таки у даному
випадку не можна достовiрно оцiнити
стiйкiсть рухiв системи лише за функ-
цiєю повної енергiї редукованої систе-

ми, як у випадку пружинно-масової системи (1), оскiльки перше рiвняння системи
(16), що описує еволюцiю енергiї системи, мiстить лише члени, зумовленi наяв-
нiстю дисипацiї. Для суттєво нелiнiйних систем, до яких вiдноситься пружинно-
маятникова система (10), обов’язковим є зважати саме на характер траєкторiй у
просторi ϕ(ψ). Для повноти результату може виникати необхiднiсть додаткового
дослiдження на стiйкiсть. Тому дослiдимо тепер бiльш детально стiйкiсть вер-
тикальних коливань системи (10). Будемо розглядати лiнеаризованi рiвняння у
варiацiях, поклавши x = x̃+ u, θ = θ̃ + v:{

ü+ p2u+ 2εηxu̇− α(¨̃θv + 2 ˙̃θv̇ + v̈θ̃) = 0

v̈ + v + 2εηθv̇ − ¨̃x · v − üθ̃ = 0.
(17)

Для вертикальних коливань при θ̃ ≡ 0 рiвняння (17) набувають вигляду:{
ü+ p2u+ 2εηxu̇ = 0

v̈ + v(1− ¨̃x) + 2εηθv̇ = 0.
(18)

Оскiльки на стiйкiсть вертикальних коливань впливають лише вiдхилення по
куту, будемо розглядати лише друге рiвняння системи (18). В умовах θ(τ) ≡ 0
розв’язок системи (10) приймає вигляд x(τ) = Ae−εηxτ cosωxτ , де ωx =

√
p2 − ε2η2x.

Пiдставляючи цей розв’язок у друге рiвняння (18), маємо таке:

v̈ + v + 2εηθv̇ − v(−ω2
xAe

−εηxτ cosωxτ + 2εηxωxAe
−εηxτ sinωxτ+
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+ε2η2xAe
−εηxτ cosωxτ) = 0. (19)

Рiвняння (19) включає два масштаби часу T0 = τ та T1 = ετ , якi будемо роз-
глядати окремо, для чого покладемо v = v0 + εv1. При цьому рiвняння (19) розпа-
дається на систему рiвнянь у частинних похiдних:

ε0 :
∂2v0
∂T 2

0

+ v0 + v0ω
2
xAe

−ηxT1 cosωxT0 = 0, (20)

ε1 :
∂2v1
∂T 2

0

+ v1 + v1ω
2
xAe

−ηxT1 cosωxT0 = −2ηθ
∂v0
∂T0

− 2
∂2v2
∂T0∂T1

+

+ 2v0ηxωxAe
−ηxT1 sinωxT0. (21)

У рiвняннi (20) введемо замiну змiнних r =
ωxT0
2

та позначимо a =
4

ω2
x

, µ =

4Ae−ηxT1 , в результатi отримаємо рiвняння Матьє:

v′′0 + v0(a+ µ cos 2r) = 0, (22)

де v′′ =
d2v

dr2
. Вважаючи µ малим параметром, покладемо у рiвняннi (20) v0 =

v00+µv01+µ
2v02+. . . та a = a0+µa1+µ

2a2+. . .Як вiдомо, для рiвняння Матьє iснує
пара лiнiйно незалежних розв’язкiв, якi утворюють фундаментальну систему, один
з яких є парною функцiєю, а iнший – непарною [5]. Таким чином, пiдставляючи
по черзi першi наближення розв’язкiв у виглядi v(1)

00 = C cos r та v
(2)
00 = C sin r,

отримаємо розв’язки для рiвняння (22):

v
(1)
0 = C(cos r +

1

16
µ cos 3r − 1

256
µ2 cos 3r − 1

768
µ2 cos 5r), (23)

v
(2)
0 = C(sin r +

1

16
µ sin 3r +

1

256
µ2 cos 3r +

1

768
µ2 cos 5r), (24)

де C — константа для масштабу часу T0, але функцiя масштабу часу T1. З умов
виключення вiкових членiв у правих частинах (22) отримаємо границi стiйко-
стi/нестiйкостi для головного параметричного резонансу, якi з точнiстю до O(µ5)
мають вигляд [9]:

a = 1− 1

2
µ− 1

32
µ2 +

1

512
µ3 − 1

24576
µ4 + . . . (25)

a = 1 +
1

2
µ− 1

32
µ2 − 1

512
µ3 − 1

24576
µ4 + . . . (26)

У рiвняннi (21) також введемо замiну змiнних r =
ωxT0
2

та позначимо a =
4

ω2
x

,

µ = 4Ae−ηxT1 :

v′′1 + v1(a+ µ cos 2r) = −4ηθ
ωx

v′0 −
4

ωx

∂v′0
∂T1

+
ηx
2ωx

µv0 sin 2r, (27)
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де v′ =
dv

dτ
. Для рiвняння (27) теж застосуємо розкладення за малим параметром,

v1 = v10 + µv11 + µ2v12+. . . та a = a0 + µa1 + µ2a2+. . .Отримаємо умову виклю-
чення вiкових членiв у виглядi: ∂C

∂T1
+ ηθC = 0, звiдки C = c0e

−ηθT1 . Пiдставляючи
знайденi розв’язки (23) та (24) по черзi у рiвняння (27) з урахуванням парно-
стi/непарностi шуканих розв’язкiв, легко впевнитись, що рiвняння (27) дозволяє
уточнити розв’язок для малих вiдхилень v по куту θ, але не впливає на отриманi
залежностi для границь стiйкостi/нестiйкостi (25), (26).

(a) Залежнiсть A(p) при τ = 0 (b) Залежнiсть A(p) при τ = 50

(c) Залежнiсть A(p) при τ = 100

Рис. 11. Змiна границь головного параметричного резонансу з плином часу

Очевидно, що границi (25), (26) залежать вiд часу, адже µ = 4Ae−ηxετ . Дослiди-
мо їхню динамiку, для чого побудуємо залежностi (25), (26) за допомогою засобiв
пакету Matlab при ε = 0, 1 i ηx = 0, 2 та для моментiв часу τ = 0, τ = 50 та τ = 100.
Отриманi границi стiйкостi/нестiйкостi у виглядi залежностi A(p) представленi на
рис. 11a–11c. При цьому нестiйкiсть спостерiгається всерединi фiгур, утворених
двома граничними лiнiями.
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З рис. 11 випливає, що областi нестiйкостi звужуються з плином часу, тобто
вертикальнi коливання, що були нестiйкими на початку процесу, з часом стають
стiйкими. Цей результат цiлком пiдтверджує результати дослiдження системи (10)
за методикою зведення до редукованої системи: з часом енергiя системи спадає,
бiфуркацiя перестає вiдбуватися, а вертикальнi коливання поступово набувають
стiйкостi.

3. Висновки

Для пружинно-масової системи (1) проведене дослiдження динамiки системи в
околi внутрiшнього резонансу за допомогою методики зведення до редукованої си-
стеми вiдносно її повної енергiї, арктангенса вiдношення амплiтуд та рiзницi фаз
розв’язкiв. Отримано результати щодо стiйкостi рухiв системи незалежно вiд ви-
бору параметрiв системи та початкових умов, а саме: рух системи, що вiдповiдає
локалiзованiй формi коливань, залишається стiйким в околi внутрiшнього резо-
нансу у той час, як рух, що вiдповiдає зв’язаним коливанням, втрачає стiйкiсть, i
вiдбувається перехiд до локалiзованих коливань. При цьому наявнiсть резонансу
не призводить до бiфуркацiї. Також для системи (1) отриманi першi наближен-
ня загальних розв’язкiв методом багатьох масштабiв, якi були використанi для
видiлення власних частот та дослiдження перехiдного процесу у системi: отри-
манi умови, коли система може пiдiйти до внутрiшнього резонансу та з часом
вiдстроїтися вiд резонансного режиму.

Для пружинно-маятникової системи (10) проведене детальне дослiдження ди-
намiки системи в околi внутрiшнього резонансу за допомогою методики зведення
до редукованої системи вiдносно тих же змiнних, як i для системи (1). Це доз-
воляє зробити наступний висновок: залежно вiд вибору розладу для частот та
початкової енергiї система може потрапити в область, де вертикальнi коливання
втрачають стiйкiсть та вiдбувається перехiд до рухiв, якi вiдповiдають двом фор-
мам зв’язаних коливань, тобто у данiй областi з’являється бiфуркацiя. З часом,
коли енергiя системи спадає, вiдбувається вихiд з цiєї областi, вертикальна фор-
ма стає стiйкою, а бiфуркацiя перестає вiдбуватися. Також проведене додаткове
дослiдження стiйкостi вертикальних коливань системи (10) на основi рiвнянь у
варiацiях, яке пiдтверджує, що їх стiйкiсть залежить вiд часу: з його збiльшен-
ням область нестiйкостi вертикальних коливань на площинi параметрiв системи
звужується.

Достовiрнiсть отриманих аналiтичних результатiв дослiдження обох систем
пiдтверджується чисельними та чисельно-аналiтичними експериментами.
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