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Äèôðàêöèÿ ïëîñêèõ ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí
íà ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìå æåñòêèõ
öèëèíäðîâ
À.Ì. Íàçàðåíêî, À.Ì. Ëîæêèí
Ñóìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,
Ñóìû

Àííîòàöèÿ. Ìåòîäîì èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ðåøàåòñÿ çàäà÷à äèôðàêöèè ïëîñêèõ ãàðìî-
íè÷åñêèõ âîëí íà ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìå æåñòêèõ öèëèíäðè÷åñêèõ âêëþ÷åíèé ïðîèçâîëüíîãî
ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ. Ïîëó÷åííûå ñèíãóëÿðíûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ ðåàëèçóþòñÿ ÷èñëåííî.
Ïðîâåäåí ïàðàìåòðè÷åñêèé àíàëèç íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ñðåäû íà ãðàíèöå
âêëþ÷åíèé.

Ââåäåíèå
Â [1] ìåòîäîì ðàçëîæåíèÿ â ðÿä ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì ðåøåíû çàäà÷è

äèôðàêöèè ïëîñêèõ âîëí íà ïåðèîäè÷åñêèõ ñèñòåìàõ öèëèíäðè÷åñêèõ êðóãîâûõ
âêëþ÷åíèé èëè ïîëîñòåé. Â [2] ìåòîäîì èíòåãðàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ ïî ôóíêöèÿì
Áåññåëÿ ðàññìîòðåíà êëàññè÷åñêàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñìåøàííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ
ïîëóïðîñòðàíñòâà ñ êðóãîâîé öèëèíäðè÷åñêîé ïîëîñòüþ. Â [3] äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷
î ëîêàëüíîì ðàññåÿíèè ñòàöèîíàðíûõ âîëí ïëîñêîé äåôîðìàöèè íà òóííåëüíûõ
öèëèíäðè÷åñêèõ ïîëîñòÿõ ýëëèïòè÷åñêîãî ñå÷åíèÿ ïðåäëîæåí ìåòîä êîíôîðìíûõ
îòîáðàæåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàëîé êîððåêöèè óïðóãèõ ïîñòîÿííûõ â àíèçî-
òðîïíûõ òåëàõ ìîíîêëèííîé ñèñòåìû. Ìåòîäîì R-ôóíêöèé â [4] èññëåäóåòñÿ äè-
ôðàêöèÿ ïëîñêîé âîëíû ðàñøèðåíèÿ íà äâóõ îòâåðñòèÿõ ïðîèçâîëüíîé ôîðìû â
áåñêîíå÷íîé ïëàñòèíå. Â [5, 6] äëÿ ðåøåíèÿ ïëîñêèõ äèôðàêöèîííûõ çàäà÷ ïðåä-
ëàãàåòñÿ ìåòîä èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Â [7] ýòèì ìåòîäîì èçó÷àåòñÿ äèôðàêöèÿ
ïëîñêèõ ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí íà ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìå íåïîäâèæíûõ âêëþ÷åíèé
ïðîèçâîëüíîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äåëàåòñÿ îáîáùåíèå íà
ñëó÷àé ïåðèîäè÷åñêîé ðåøåòêè, ñîñòàâëåííîé èç æåñòêèõ öèëèíäðîâ.
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1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ïóñòü íà 2d−ïåðèîäè÷åñêóþ ñèñòåìó àáñîëþòíî æåñòêèõ öèëèíäðè÷åñêèõ âêëþ-

÷åíèé ïðîèçâîëüíîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ íàáåãàåò ãàðìîíè÷åñêàÿ âîëíà ðàñøè-
ðåíèÿ-ñæàòèÿ (P -ñëó÷àé):

U
(0)
1 = 0, U

(0)
2 = τ1e

−iγ1x2 , γ1 =
ω

c1

, c1 =

√
λ + 2µ

ρ
, τ1 = const, (1.1)

èëè âîëíà ñäâèãà (SV -ñëó÷àé):

U
(0)
1 = τ2e

−iγ2x2 , U
(0)
2 = 0, γ2 =

ω

c2

, c2 =

√
µ

ρ
, τ2 = const. (1.2)

Çäåñü c1 è c2 � ñêîðîñòè ïðîäîëüíîé è ïîïåðå÷íîé âîëí â ìàòðèöå, λ, µ è ρ �
êîýôôèöèåíòû Ëàìå è ïëîòíîñòü ñðåäû, ω � êðóãîâàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé, i2 = − 1
(çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè âûðàæàåòñÿ ìíîæèòåëåì e−iωt).

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïëîòíîñòü âêëþ÷åíèé ïîñòîÿííà è ðàâíà ρ0, èõ öåíòðû
ðàñïîëîæåíû âäîëü îñè Ox 1, à ñå÷åíèÿ öèëèíäðîâ ïëîñêîñòüþ Ox 1x2 îãðàíè÷åíû
çàìêíóòûìè ãëàäêèìè êîíòóðàìè Lj = L(mod2d) òèïà Ëÿïóíîâà.

Âçàèìîäåéñòâóÿ ñ âêëþ÷åíèÿìè, ïàäàþùàÿ âîëíà ïîðîæäàåò îòðàæåííûå ïðî-
äîëüíûå è ïîïåðå÷íûå âîëíû. Èõ ñîâîêóïíîñòü îïðåäåëÿåò íàïðÿæåííî-äåôîðìè-
ðîâàííîå ñîñòîÿíèå ñðåäû, êîòîðîå òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü. Ñëåäóÿ ïðèíöèïó ñó-
ïåðïîçèöèè, îáùåå ïîëå àìïëèòóä ïåðåìåùåíèé è êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé
áóäåì èñêàòü â âèäå ñóììû ïàäàþùåãî è îòðàæåííîãî âîëíîâûõ ïîëåé:

Uk = U
(0)
k + U

(1.1)
k , τmn = τ (0)

mn + τ (1.1)
mn , k, m, n = 1, 2, (1.3)

τmn = λδmn(U1,1 + U2,2) + µ(Um,n + Un,m)).

Çäåñü U
(0)
k , τ (0)

mn è U
(1.1)
k , τ (1.1)

mn � àìïëèòóäû êîìïîíåíò âåêòîðà ïåðåìåùåíèé è òåíçî-
ðà íàïðÿæåíèé íàáåãàþùåãî è âîçìóùåííîãî âîëíîâûõ ïîëåé, δmn � ñèìâîë Êðî-
íåêåðà.

Îòðàæåííîå ïîëå ïåðåìåùåíèé äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì èçëó÷åíèÿ íà
áåñêîíå÷íîñòè, à òàêæå óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ [1]. Êðîìå òîãî, äîëæíû âûïîë-
íÿòüñÿ óñëîâèÿ íà ãðàíèöå æåñòêîãî âêëþ÷åíèÿ:

U1 = B1 − ω0η, U2 = B2 + ω0ξ, ζ = ξ + iη ∈ L, (1.4)

ãäå B1, B2 è ω0 � àìïëèòóäû ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ è æåñòêîãî ïîâîðîòà
âêëþ÷åíèÿ.
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2. Ìåòîä èññëåäîâàíèÿ
Ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ àìïëèòóä ïåðåìåùåíèé îòðàæåííîãî âîëíîâîãî ïîëÿ áóäåì

çàïèñûâàòü â âèäå ïîòåíöèàëîâ òèïà ïðîñòîãî ñëîÿ [7] (ñóììèðîâàíèå ïî n = 1, 2):

U
(1.1)
k (M) =

∫

L

V (k)
n (M, P )pn(s)ds, k = 1, 2. (2.1)

Çäåñü pn (s) � íåèçâåñòíûå ïëîòíîñòè; V
(k)
n � êîìïîíåíòû ìàòðèöû Ãðèíà, ïðåä-

ñòàâëÿþùèå ñîáîé àìïëèòóäû ïåðåìåùåíèé â òî÷êå M ïðè äåéñòâèè ïåðèîäè÷å-
ñêîé ñèñòåìû ãàðìîíè÷åñêèõ ñèë, ïðèëîæåííûõ â òî÷êàõ ζj = ξ + 2jd + iη ∈ Lj

(j = 0, 1, . . .) è íàïðàâëåííûõ âäîëü îñè Ox 1 (k = 1) èëè âäîëü îñè Ox 2 (k = 2).
Óðàâíåíèÿ äëÿ àìïëèòóä ïåðåìåùåíèé V

(k)
n èìåþò âèä:

V (k)
n = (−1)n+kLnkG, L12 = L21 = (λ + µ)

∂2

∂x1∂x2

, k, n=1, 2, (2.2)

L11 = µ
∂2

∂x2
1

+ (λ + 2µ)
∂2

∂x2
2

+ ρω2, L22 = (λ + 2µ)
∂2

∂x2
1

+ µ
∂2

∂2
2

+ ρω2,

(∆ + γ2
1)(∆ + γ2

2)G = F, F = −c

∞∑
j=−∞

δ(x1 − ξ + 2jd, x2 − η),

ãäå δ (x1, x2) � äåëüòà ôóíêöèÿ Äèðàêà, ν � êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà, c =
1

µ(λ + 2µ)
.

Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.2) âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

G (M,P ) =
c

2d(γ2
2 − γ2

1)

∞∑
j=0

(
e−β1(x2−η)

β1

− e−β2(x2−η)

β2

)
cos αj (x1 − ξ)

1 + δj0

, (2.3)

αj =
πj

d
, βm =

√
α2

j − γ2
m, αj > γm; βm = −i

√
γ2

m − α2
j , αj < γm.

Àíàëèç ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ, ïðèñóòñòâóþùèõ â (2.3), ïîêàçûâàåò, ÷òî ôóíê-
öèè Ãðèíà V

(1.2)
1 è V

(1.1)
2 (2.2) íåïðåðûâíû â òî÷êå ïðèëîæåíèÿ ñîñðåäîòî÷åííîãî

èñòî÷íèêà, à ôóíêöèè V
(1.1)
1 è V

(1.2)
2 èìåþò ëîãàðèôìè÷åñêóþ îñîáåííîñòü. Äëÿ âû-

äåëåíèÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé îñîáåííîñòè â ÿâíîì âèäå ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå G
(2.3) äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è ïðåäñòàâëÿëîñü â âèäå G = G0 + (G−G0), ãäå G0 � ïå-
ðèîäè÷åñêîå ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå áèãàðìîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ∆2G0 = F ,
ñîîòâåòñòâóþùåå ñòàòè÷åñêîé çàäà÷å (ω = 0).

Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ñëåäóþùèì âûðàæåíèÿì äëÿ V
(k)
n :

V
(1.2)
1 = V

(1.2)
10 + c

λ + µ

2d
h0

∞∑
j=1

(
αj (d2 − d1)− |x2 − η|

2
e−αj |x2−η|

)
s1, (2.4)
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V (n)
n = V

(n)
n0 + c

λ + µ

2d

{ ∞∑
j=1

(
α2

j

βn

dn − βldl − rne−αj |x2−η|
)

s2 −

− 1

2i

γl

γ2
2 − γ2

1

eiγl|x2−η| +
χ− (−1)n

4
|x2 − η|

}
, V

(1.1)
2 = V

(1.2)
1 , l · n = 2,

dn =
e−βn|η0−η|

γ2
2 − γ2

1

, rn =
χ+(−1)nαj |x2−η|

2αj

, ζ =ξ+iη, z=x1+ix2,

h0 =sign(x2 − η), s1 = sin αj(x1 − ξ), s2 = cos αj(x1 − ξ), χ=3− 4ν,

V
(n)
n0 = −c

λ + µ

4

[
χ

π
Re {ln t2}+ (−1)n x2 − η

2d
Im {t1}+

χ ln 2

π

]
,

V
(1.2)
10 =V

(1.1)
20 =c

λ+µ

8
· x2−η

d
Re {t1} , t1=ctg

π(z−ζ)

2d
, t2=sin

π(z−ζ)

2d
.

Çäåñü V
(k)
n0 � êîìïîíåíòû ìàòðèöû Ãðèíà ñòàòè÷åñêîé çàäà÷è.

Ïðè âûáîðå ïðåäñòàâëåíèé â âèäå (2.1) àìïëèòóäû ïåðåìåùåíèé îòðàæåííî-
ãî âîëíîâîãî ïîëÿ àâòîìàòè÷åñêè óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ. Êðîìå
òîãî, çà ñ÷åò âûáîðà çíàêîâ äëÿ βm â (2.3) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ èçëó÷åíèÿ íà
áåñêîíå÷íîñòè, òî åñòü îòðàæåííîå âîëíîâîå ïîëå èìååò õàðàêòåð ðàñõîäÿùèõñÿ
âîëí.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ýôôåêòèâíîãî ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (1.4)
äèôôåðåíöèðîâàëèñü ïî äóãîâîé êîîðäèíàòå s0 è çàïèñûâàëèñü â âèäå:

d (U1 + iU2)

ds0

∣∣∣∣
L

= iω0e
iϕ0 ,

d (U1 − iU2)

ds0

∣∣∣∣
L

= −iω0e
−iϕ0 , (2.5)

dW

ds0

=

(
∂W

∂z
eiϕ0 +

∂W

∂ z̄
e−iϕ0

)

z→ζ0

,

ãäå ϕ0 - óãîë ïîëîæèòåëüíîé êàñàòåëüíîé ê L â òî÷êå ζ0 = ξ0 + iη0 ∈ L ñ îñüþ
Ox1, (çäåñü è â äàëüíåéøåì ÷åðòî÷êà íàä ïåðåìåííîé îçíà÷àåò ñîïðÿæåíèå, òî
åñòü åñëè z = x1 + ix2, òî z̄ = x1 − ix2).

Âûïîëíåíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2.5) ñâîäèò êðàåâóþ çàäà÷ó ê ñèñòåìå ñèíãó-
ëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ðîäà:

∫

L

Bmn(s0, s)fn(s)ds = Mm(s0)ω0 + Nm(s0), n, m = 1, 2, (2.6)

Bmn = −c
λ + µ

4d
(Emn +

∞∑
j=0

Fmn(j)), Enn =
χ

2
Re

{
ctg

π(ζ0 − ζ)

2d
eiϕ0

}
,

E21 =
π(η0 − η)

4id

eiϕ0

sin2(π(ζ0 − ζ)/2d)
− 1

2i
ctg

π(ζ0 − ζ)

2d
sin ϕ0, E12 = Ē21,
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Fnn(j)=
1

1 + δj0

(αjgl sin αj(ξ0 − ξ) cos ϕ0 + h1βlgl cos αj(ξ0 − ξ) sin ϕ0−

−χe−αj |η0−η| sin(αj(ξ0 − ξ) + h1ϕ0)),

Fmn(j) = αj(al cos ϕ0 + (−1)m2iβlbl sin ϕ0) sin αj(ξ0 − ξ)+

+h1(βlal sin ϕ0 − (−1)m2iα2
jbl cos ϕ0)

cos αj(ξ0 − ξ)

1 + δj0

+ em, m 6=n, n · l=2,

gl =
γ2

l e
−βl|η0−η|

βl(γ2
2 − γ2

1)
, bl =

e−βl|η0−η|

γ2
n − γ2

l

, al =
(α2

j + β2
l )e

−βl|η0−η|

βl(γ2
n − γ2

l )
,

e2=
(−iαj(η0 − η)eiϕ0−h1 sin ϕ0

) eih1αj(ζ0−ζ)

1 + δj0

, e1 = ē2, h1 =sign(η0 − η),

f1 = p1 + ip2, f2 = p1 − ip2, M1 = iω0e
iϕ0 , M2 = M̄1,

N1 = −N2 = −γ1τ e−iγ1η0 sin ϕ0� â P -ñëó÷àå,
N1 = N2 = iγ2τ e−iγ2η0 sin ϕ0� â SV -ñëó÷àå.
Àíàëèç ÿäåð ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.6) ïîêàçûâàåò, ÷òî ÿäðà B11 è B22 ÿâëÿþòñÿ

ñèíãóëÿðíûìè, à ÿäðà B12 è B21 � íåïðåðûâíûìè. Ñëåäîâàòåëüíî, (2.6) � ñèñòåìà
ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûé óðàâíåíèé ïåðâîãî ðîäà.

Íåîáõîäèìûå äëÿ ðàçðåøèìîñòè ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé òðè äîïîëíèòåëüíûõ
óñëîâèÿ âûòåêàþò èç çàêîíîâ ïîñòóïàòåëüíîãî è âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ àáñî-
ëþòíî æåñòêîãî òåëà. Äëÿ ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ, èñõîäÿ èç âòîðîãî çàêîíà
Íüþòîíà, ïîëó÷àåì:

∫

L

S1ds = −ω2ρ0S0B1,

∫

L

S2ds = −ω2ρ0S0B2, (2.7)

à óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå, çàïèøåì â âèäå:
∫

L

(S1 (η − y)− S2 (ξ − x)) ds = −ω2JA ω0, (2.8)

ãäå S1 è S2 � àìïëèòóäû êîìïîíåíò âåêòîðà íàïðÿæåíèÿ íà êîíòóðå L; S0 è ρ0 �
ïëîùàäü è ïëîòíîñòü âêëþ÷åíèÿ, îãðàíè÷åííîãî êîíòóðîì L; JA � ìîìåíò èíåð-
öèè âêëþ÷åíèÿ îòíîñèòåëüíî òî÷êè A(x, y); ïîñòîÿííûå B1 è B2 îïðåäåëÿþòñÿ
ñîãëàñíî (1.4).

3. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé
Ïðè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà â íàñòîÿùåé ðàáîòå èñïîëüçîâàí ìåòîä

ìåõàíè÷åñêèõ êâàäðàòóð [8]. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìàòðèâàëàñü ñðåäà, ñîäåð-
æàùàÿ áåñêîíå÷íóþ ïåðèîäè÷åñêóþ ñèñòåìó æåñòêèõ öèëèíäðè÷åñêèõ âêëþ÷åíèé
ýëëèïòè÷åñêîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ
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Íà ãðàíèöå âêëþ÷åíèÿ ïðîâîäèëîñü âû÷èñëåíèå áåçðàçìåðíûõ íàïðÿæåíèé

σn = |τn| /P, σs = |τs| /P, σns = |τns| /P, (3.1)

ãäå τn è τns � àìïëèòóäû íîðìàëüíîãî è òàíãåíöèàëüíîãî íàïðÿæåíèé íà L; τs

îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ τs + τn = τ11 + τ22; P � ìàêñèìàëüíîå íàïðÿæåíèå
â ïàäàþùåé âîëíå, ðàâíîå γ1τ1 (λ + 2µ) â ñëó÷àå íàáåãàíèÿ íà öèëèíäð P -âîëíû
(1.1) è γ2τ2µ � â ñëó÷àå SV -âîëíû (1.2).

ξ = a sin β, η = −b cos β, 0 ≤ β ≤ 2π. (3.2)

Íà ðèñ. 1 è 2 ïðèâåäåíû ðàñïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé σn è σns âäîëü êîíòóðà
ýëëèïòè÷åñêîãî æåñòêîãî âêëþ÷åíèÿ (3.2) â ñëó÷àå íàáåãàíèÿ P - è SV - âîëíû
ñîîòâåòñòâåííî ïðè a/b = 0, 5; ν = 0, 3; a/d = 0, 5; λ0/2a = 1, 2 (λ0 � äëèíà ïà-
äàþùåé âîëíû: λ0 = 2π/γ1 â P -ñëó÷àå è λ0 = 2π/γ2 â SV -ñëó÷àå). Êðèâûå 1, 2,
3 è 4 ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿì ρ0/ρ = 0, 5; 1, 0; 2, 0 è 5, 0. Ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò,
÷òî ñóùåñòâóåò ïðèíöèïèàëüíîå ðàçëè÷èå â ðàñïðåäåëåíèè êîíòóðíûõ íàïðÿæå-
íèé ïðè íàáåãàíèè íà æåñòêîå âêëþ÷åíèå âîëíû ðàñøèðåíèÿ-ñæàòèÿ (1.1) èëè
âîëíû ñäâèãà (1.2). Â P -ñëó÷àå íàïðÿæåíèÿ σn äîñòèãàþò ìàêñèìóìà â ëîáîâîé
β = 1800 òî÷êå; â SV -ñëó÷àå íàïðÿæåíèÿ σn â ëîáîâîé β = 1800 è òåíåâîé β = 00

òî÷êàõ ðàâíû íóëþ è äîñòèãàþò ìàêñèìóìîâ â òåíåâîé è îñâåùåííîé çîíàõ. Íà-
ïðÿæåíèÿ σns â P - ñëó÷àå â ëîáîâîé è òåíåâîé òî÷êàõ ðàâíû íóëþ, à èõ ìàêñèìóì
äîñòèãàåòñÿ âáëèçè òî÷êè ñîñêàëüçûâàíèÿ; â SV -ñëó÷àå íàïðÿæåíèÿ σns ïðèíèìà-
þò ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ â ëîáîâîé òî÷êå è èìåþò ëîêàëüíûé ìàêñèìóì âáëèçè
òî÷êè β = 900. Ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà ρ0/ρ íàáëþäàåòñÿ óâåëè÷åíèå íàïðÿ-
æåíèé σn â P - ñëó÷àå è σns â SV - ñëó÷àå âáëèçè ëîáîâîé òî÷êè è èõ óìåíüøåíèå â
îêðåñòíîñòè òåíåâîé òî÷êè, à ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèé σn â SV -ñëó÷àå
ñìåùàþòñÿ èç òåíåâîé îáëàñòè (ïðè ρ0/ρ < 1) â îñâåùåííóþ (ïðè ρ0/ρ > 1).
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Îòìåòèì, ÷òî ïðè äèôðàêöèè ïðîäîëüíîé (1.1) èëè ïîïåðå÷íîé (1.2) âîëíû
íà æåñòêîì ýëëèïòè÷åñêîì âêëþ÷åíèè (3.2) íàïðÿæåíèå σs âñåãäà ìåíüøå σn è
ñâÿçàíî ñ íèì ñîîòíîøåíèåì σs = νσn/(1− ν).

Íà ðèñ. 3 è 4 ïðèâåäåíû ðàñïðåäåëåíèÿ ìàêñèìàëüíûõ êîíòóðíûõ íàïðÿæå-
íèé σn è σns â çàâèñèìîñòè îò îòíîøåíèÿ ïëîòíîñòåé âêëþ÷åíèÿ è ìàòðèöû ρ0/ρ
â P - è SV -ñëó÷àÿõ ñîîòâåòñòâåííî ïðè a/b = 0, 5; ν = 0, 3; a/d = 0, 5. Êðèâûå
1, 2, 3 è 4 îòâå÷àþò çíà÷åíèÿì λ0/2a = 0, 35; 0, 6; 1, 2 è 1, 9. Âèäíî, ÷òî â äàí-
íîì ñëó÷àå òàêæå ñóùåñòâóåò ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå ìåæäó P - è SV - ñëó÷àÿìè.
Òàê, ñ óâåëè÷åíèåì ïàðàìåòðà ρ0/ρ íàïðÿæåíèÿ σn â P -ñëó÷àå è íàïðÿæåíèÿ σns â
SV -ñëó÷àå ñíà÷àëà âîçðàñòàþò, à çàòåì ïðè äîñòèæåíèè îïðåäåëåííîãî çíà÷åíèÿ
(çàâèñÿùåãî îò îòíîøåíèÿ äëèíû âîëíû ê îñè ýëëèïñà) îíè íà÷èíàþò ïîñòåïåííî
ñòàáèëèçèðîâàòüñÿ è ñòðåìèòñÿ ê íàïðÿæåíèþ, ñîîòâåòñòâóþùåìó íåïîäâèæíîìó
âêëþ÷åíèþ [7]. Íàïðÿæåíèÿ σns â P -ñëó÷àå è σn â SV -ñëó÷àå, íàîáîðîò, ñíà÷à-
ëà óáûâàþò, à çàòåì íàñòóïàåò ïðîöåññ ñòàáèëèçàöèè. Ïðè÷åì, â ñëó÷àå êîðîòêèõ
âîëí (λ0/2a = 0, 35; è 0, 6; ) æåñòêîå âêëþ÷åíèå íà÷èíàåò âåñòè ñåáÿ êàê íåïîäâèæ-
íîå óæå ïðè ρ0/ρ = 5 (íàïðèìåð, ïðè λ0/2a = 0, 35 ìàêñèìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ
íà êîíòóðå æåñòêîãî âêëþ÷åíèÿ îòëè÷àþòñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùèõ íàïðÿæåíèé íà
êîíòóðå íåïîäâèæíîãî âêëþ÷åíèÿ ìåíåå, ÷åì íà 2%). Â ñëó÷àå ñðåäíèõ è äëèí-
íûõ âîëí (λ0/2a = 1, 2 è 1, 9) äàæå ïðè äîâîëüíî áîëüøèõ îòíîøåíèÿõ ïëîòíîñòåé
âêëþ÷åíèÿ è ìàòðèöû ìàêñèìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ σn è σns ïðîäîëæàþò èçìåíÿòü-
ñÿ ïðè óâåëè÷åíèè ρ0/ρ. Â äàííîì ñëó÷àå ñòàáèëèçàöèÿ íàïðÿæåíèé ïðîèñõîäèò
ïðè ρ0/ρ > 10.
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