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Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå èññëåäóåòñÿ âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà ïîâåäåíèÿ
ñïåöèàëüíîãî êëàññà ñèñòåì ñ âçàèìîäåéñòâèåì. Îñîáåííîñòüþ ýâîëþöèè ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòå-
ìû ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî çàêîí âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö îïðåäåëÿåòñÿ ñîñòîÿíèåì íåêîòîðîãî ñëó÷àé-
íîãî ïðîöåññà è ìåíÿåòñÿ â ñëó÷àéíûå ìîìåíòû âðåìåíè. Â ðàáîòå ïðèâåäåíû óñëîâèÿ, ïðè âû-
ïîëíåíèè êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùåãî ýâîëþöèþ òàêîé
ñèñòåìû.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèñòåìû âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö, ìåðîçíà÷íûé ïðîöåññ, ïîëóìàðêîâñêèé
ïðîöåññ.

1. Âñòóïëåíèå

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà
ïîâåäåíèÿ ñïåöèàëüíîãî êëàññà ñèñòåì âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö. Ñèñòåìû ñî
âçàèìîäåéñòâèåì îáëàäàþò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî äâèæåíèå îòäåëüíûõ ÷àñòèö îïèñû-
âàåòñÿ íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé ýâîëþöèåé, â òî âðåìÿ êàê âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó
÷àñòèöàìè ïîíèìàåòñÿ êàê çàâèñèìîñòü äâèæåíèÿ êàæäîé ÷àñòèöû îò ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ìàññû îñòàëüíûõ ÷àñòèö ñèñòåìû.

Îáùèé ïîäõîä ê èçó÷åíèþ ñòîõàñòè÷åñêèõ ïîòîêîâ è ìåðîçíà÷íûõ ïðîöåñ-
ñîâ, ñâÿçàííûõ ñ ñèñòåìàìè âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö, ïðåäëîæåí À.À.Äîðîãîâ-
öåâûì. Â ìîíîãðàôèè [1] ýâîëþöèÿ ñèñòåìû ñî âçàèìîäåéñòâèåì îïèñûâàåòñÿ
ñëåäóþùèì ñòîõàñòè÷åñêèì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì:





dx(u, t) = a(x(u, t), µt, t)dt +
∞∑

k=1

bk(x(u, t), µt, t)dwk(t)

x(u, 0) = u, u ∈ Rd

µt = µ0 ◦ x(·, t)−1

(1.1)
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ãäå {x(u, t), t ≥ 0} � òðàåêòîðèÿ ÷àñòèöû, ñòàðòîâàâøåé èç òî÷êè u ∈ Rd; µ0 �
íåêîòîðàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà σ-àëãåáðå B(Rd) áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ â Rd, èã-
ðàþùàÿ ðîëü íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññû ÷àñòèö â ñèñòåìå; µt = µ0 ◦x(·, t)−1

� îáðàç ìåðû µ0 ïðè îòîáðàæåíèè x(·, t) : Rd → Rd, òî åñòü ðàñïðåäåëåíèå ìàññû
÷àñòèö â ìîìåíò âðåìåíè t:

µt(∆) =

∫

Rd

1I∆(x(u, t))µ0(du), ∆ ∈ B(Rd),

ãäå 1I∆(x(u, t)) = 1, åñëè x(u, t) ⊂ ∆, è 1I∆(x(u, t)) = 0, åñëè x(u, t) 6⊂ ∆; {wk, k ≥ 1}
� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ Rd-çíà÷íûõ âèíåðîâñêèõ ïðîöåññîâ, èãðàþ-
ùèõ ðîëü ñëó÷àéíîé ñðåäû, â êîòîðîé äâèæóòñÿ ÷àñòèöû.

Êîýôôèöèåíòû a è bk, k ≥ 1, çàâèñÿò îò ïîëîæåíèÿ x(u, t) â ìîìåíò âðåìåíè
t ÷àñòèöû, ñòàðòîâàâøåé èç u, à òàêæå îò µt � ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññû îñòàëüíûõ
÷àñòèö â ìîìåíò âðåìåíè t.

Â ýòîé ñòàòüå ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé, êîãäà ðîëü ñëó÷àéíîé ñðåäû,
îïðåäåëÿþùåé õàðàêòåð âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö, èãðàåò íåêîòîðûé ïîëóìàðêîâ-
ñêèé ïðîöåññ. À èìåííî, ïóñòü {ν(t), t ≥ 0} � ïîëóìàðêîâñêèé ïðîöåññ ñ êîíå÷-
íûì ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé E = {1, 2, . . . , N} è ñ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ìîìåíòàìè
ñêà÷êîâ τ1, τ2, . . . . Â ñëó÷àéíîé ñðåäå, ïîðîæäåííîé ýòèì ïîëóìàðêîâñêèì ïðîöåñ-
ñîì, ðàññìîòðèì ýâîëþöèþ ñèñòåìû âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö â Rd, çàäàííóþ
ñëåäóþùèì óðàâíåíèåì:





dx(u, t) = −α (x(u, t)− ϕ(u)) dt + fν(t)(x(u, t), µt)dt

x(u, 0) = u, u ∈ Rd

µt = µ0 ◦ x(·, t)−1

(1.2)

Çäåñü fi : Rd → Rd, i ∈ E � íàáîð ôóíêöèé, îïðåäåëÿþùèõ õàðàêòåð âçàèìîäåéñò-
âèÿ ÷àñòèö.

Â êà÷åñòâå îäíîãî èç âîçìîæíûõ ïðèìåðîâ óðàâíåíèÿ (1.2) ðàññìîòðèì ñëó-
÷àé, êîãäà d = 1, íà÷àëüíàÿ ìåðà µ0 = 1

M

∑M
k=1 δuk

ñîñðåäîòî÷åíà â êîíå÷íîì
÷èñëå òî÷åê. Ïóñòü fi(x, µ) =

∫
Ai(x)

hi(v − x)µ(dv), ãäå hi(x) � íåêîòîðàÿ 2π-
ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ, Ai(x) = {v ∈ R : |x − v| ≤ εi} ⊂ R
� îáëàñòü âçàèìîäåéñòâèÿ äëÿ òî÷êè x, i ∈ E. Òîãäà óðàâíåíèå (1.2) ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê àíàëîã ìîäåëè Êóðàìîòî (ñì. [3]) äëÿ ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòî-
ðîâ. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå äëÿ ôàç
xk = x(uk, t):

dxk

dt
= ωk − αxk +

1

M

∑

j: |xj−xk|≤εi

hi(xj − xk), k = 1, . . . ,M,

ãäå ωk = ϕ(uk)/α è ïðè óñëîâèè, ÷òî ν(t) = i. Ýòîò ïðèìåð äåìîíñòðèðóåò, ÷òî
îáùèå ñâîéñòâà óðàâíåíèÿ (1.2) îïðåäåëÿþò õàðàêòåðèñòèêè ÿâëåíèÿ ñèíõðîíèçà-
öèè â ðàçëè÷íûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ñî ñëó÷àéíûìè ñâÿçÿìè.
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Íàñ èíòåðåñóåò âîïðîñ î íàëè÷èè ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.2). Äëÿ
óðàâíåíèé ñ âçàèìîäåéñòâèåì â îáùåì âèäå âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ ñòàöèîíàðíîãî
ðåøåíèÿ èññëåäîâàëèñü â ðàáîòàõ [1], [4], [5]. Óðàâíåíèå (1.1) èìååò ñòàöèîíàðíîå
ðåøåíèå, êîãäà a(x, µ, u) = −α(x− u) + φ(x, µ), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò íàëè÷èþ ó êàæ-
äîé ÷àñòèöû ñîáñòâåííîãî öåíòðà ïðèòÿæåíèÿ. Ïî âèäèìîìó, ýòî óñëîâèå (íàëè÷èå
ïðèòÿãèâàþùèõ öåíòðîâ) ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñòàöèîíàð-
íîãî ðåæèìà ó ìåðîçíà÷íîãî ïðîöåññà. Ýòèì îáóñëîâëåí è íàø âûáîð ïåðâîãî
ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1.2).

2. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ïðåäïîëîæåíèÿ
Îïðåäåëåíèå 1. Ñòîõàñòè÷åñêèé ïîòîê {x(u, t), u ∈ Rd, t ≥ 0} è ìåðîçíà÷íûé
ïðîöåññ {µt, t ≥ 0} íàçûâàþòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.2), ñîîòâåòñòâóþùèì
íà÷àëüíîé ìåðå µ0, åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî t ≥ 0





x(u, t) = u +
t∫

0

[−α (x(u, r)− ϕ(u)) + fν(r)(x(u, r), µr)
]
dr,

µt = µ0 ◦ x(·, t)−1.

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî îäíîðîäíûé ïîëóìàðêîâñêèé ïðîöåññ {ν(t), t ≥ 0} ñ êî-
íå÷íûì ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé E = {1, 2 . . . , N} è ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ τ1, τ2, . . .
ìîìåíòîâ ñêà÷êîâ çàäàí ïîëóìàðêîâñêèì ÿäðîì (ñì. [2])

Fij(t) = P (ν(τn+1) = j, τn+1 − τn ≤ t | ν(τn) = i) , i, j ∈ E

è âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
(a) âëîæåííàÿ öåïü Ìàðêîâà {νn = ν(τn)}∞n=0 íåðàçëîæèìà è ýðãîäè÷íà ñî ñòà-

öèîíàðíûì ðàñïðåäåëåíèåì {πi}N
i=1;

(b) ðàñïðåäåëåíèÿ Fi(t) =
∑
j∈E

Fij(t) âðåìåí ïðåáûâàíèÿ â ñîñòîÿíèÿõ íåàðèôìå-
òè÷íû;

(c) ñðåäíèå âðåìåíà ïðåáûâàíèÿ êîíå÷íû, mi =
∞∫
0

(1−Fi(t))dt ≤ C < ∞, i ∈ E,

è m =
∑
i∈E

πimi > 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 1 ïðîñòðàíñòâî âåðîÿòíîñòíûõ ìåð íà B(Rd), èìåþùèõ êîíå÷-
íûé ïåðâûé ìîìåíò. Ìåòðèêó â ýòîì ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëèì ðàññòîÿíèåì Âàñ-
ñåðøòåéíà (ñì. [1]):

Υ1(µ, σ) = inf
κ∈C(µ,σ)

∫∫

R2d

|u− v|κ(du, dv),

ãäå C(µ, σ) � ìíîæåñòâî âñåõ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð â B(R2d), èìåþùèõ â êà÷åñòâå
ìàðãèíàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé ìåðû µ è σ.
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Òåïåðü íà 1 × B(1)× R+ îïðåäåëèì ÿäðî

Qij(µ, A, t) = P (µτ1 ∈ A, ν(τ1) = j, τ1 ≤ t |µ0 = µ, ν(0) = i) =

∫ t

0

Fij(du)1IA(µi,u),

à òàêæå îñíîâàíèå ýòîãî ÿäðà

Qij(µ,A) = Qij(µ,A, [0,∞)) =

∫ ∞

0

Fij(du)1IA(µi,u).

Çäåñü µi,u � ðåøåíèå äåòåðìèíèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ




dxi(u, t) = −α(xi(u, t)− ϕ(u))dt + fi(xi(u, t), µi,t)dt

xi(u, 0) = u, u ∈ Rd

µi,t = µ ◦ xi(·, t)−1

(2.1)

ñ íà÷àëüíîé ìåðîé µ.

3. Ñóùåñòâîâàíèå èíâàðèàíòíîé ìåðû
Â ýòîì ïóíêòå áóäåò äîêàçàíî, ÷òî ââåäåííîå âûøå ÿäðî Qij(µ,A) îáëàäàåò

èíâàðèàíòíîé ìåðîé λ, îïðåäåëåííîé â ïðîñòðàíñòâå E× 1, òî åñòü òàêîé, ÷òî äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà A ⊂ 1

∑
i∈E

∫

1

λ(i, dµ)Qij(µ,A) = λ(j, A), j ∈ E.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (a)-(c) íà ïîëóìàðêîâñêèé ïðîöåññ ν(t),
ôóíêöèè ϕ, f1, . . . , fN â óðàâíåíèè (1.2) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà

|ϕ(u)− ϕ(v) | ≤ K |u− v |, K < 1; (3.1)

| fi(x1, µ1)− fi(x2, µ2) | ≤ L ( |x1 − x2 |+ Υ1(µ1, µ2)) , i ∈ E (3.2)
è

0 < N
1 + αK

α− 3L
< 1. (3.3)

Òîãäà ÿäðî Qij(µ,A) îáëàäàåò èíâàðèàíòíîé ìåðîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó Qij(µ, 1) = pij, ãäå pij � ïåðåõîäíûå
âåðîÿòíîñòè âëîæåííîé öåïè Ìàðêîâà {νn}∞n=0, òî äëÿ èíâàðèàíòíîé ìåðû, åñëè
òàêîâàÿ ñóùåñòâóåò, íåîáõîäèìî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ

∑
i∈E

λ(i, 1)pij = λ(j, 1), j ∈ E;
∑
i∈E

λ(i, 1) = 1,
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à çíà÷èò, λ(i, 1) = πi, ãäå {πi}i∈E � ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå âëîæåííîé öåïè
Ìàðêîâà {νn}∞n=0.

Ïîýòîìó áóäåì èñêàòü èíâàðèàíòíóþ ìåðó ÿäðà Qij(µ,A) íà ìíîæåñòâå M
âñåõ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð íà 1 × E, èìåþùèõ ñâîåé ïðîåêöèåé íà E èíâàðèàíòíîå
ðàñïðåäåëåíèå {πi}i∈E âëîæåííîé öåïè ïîëóìàðêîâñêîãî ïðîöåññà ν:

∀ρ ∈M : ρ(i, 1) = πi, i ∈ E.

Ïðîèçâîëüíóþ ìåðó ρ ∈M ìîæåì ïðåäñòàâèòü â âèäå

ρ(i, A) = πi%i(A), i ∈ E, A ⊂ 1, (3.4)

ãäå %i(·) � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà 1.
×åðåç M1 îáîçíà÷èì ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà M, ñîñòîÿùåå èç òàêèõ ìåð

ρ, ÷òî èõ ïðîåêöèè % íà 1 èìåþò êîíå÷íûé ïåðâûé ìîìåíò, òî åñòü

∀σ ∈ 1 :

∫

1

Υ1(σ, δ)%(dδ) < +∞.

Â ïðîñòðàíñòâå M1 îïðåäåëèì ðàññòîÿíèå ΥM1 ìåæäó ìåðàìè ρ1, ρ2 ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

ΥM1(ρ
1, ρ2) =

∑
i∈E

Υe1(%
1
i , %

2
i ),

ãäå
Υe1(%

1
i , %

2
i ) = inf

eκ∈ eC(%1
i ,%2

i )

∫∫

2
1

Υ1(σ1, σ2)κ̃(dσ1, dσ2),

è C̃(%1
i , %

2
i ) � ìíîæåñòâî âñåõ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð â B(2

1), èìåþùèõ â êà÷åñòâå ìàð-
ãèíàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé ìåðû %1

i è %2
i .

Èçâåñòíî (ñì. [1]), ÷òî (M1, ΥM1) � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ñåïàðàáåëüíîå ïðî-
ñòðàíñòâî . Â (M1, ΥM1) çàäàäèì îïåðàòîð Q, äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó

Q ρ(j, A) =
∑
i∈E

∫

1

ρ(i, dµ)Qij(µ,A).

Ìû ïîêàæåì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû ýòîò îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ ñæè-
ìàþùèì â ïðîñòðàíñòâå (M1, ΥM1), à çíà÷èò, èìååò â ýòîì ïðîñòðàíñòâå íåïîä-
âèæíóþ òî÷êó.

Èç îïðåäåëåíèÿ ÿäðà Qij(µ,A) è ñîîòíîøåíèÿ (3.4) äëÿ ìåðû ρ ñëåäóåò, ÷òî
ìåðó Qρ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Q ρ(j, A) =
∑
i∈E

M

∫

1

1IA(µi,τi
)%i(dµ)πipij,
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à ñîîòâåòñòâóþùóþ ìåðó (Qρ)j � â âèäå

(Qρ)j(A) =
∑
i∈E

M

∫

1

1IA(µi,τi
)%i(dµ)

πi

πj

pij ≡
∑
i∈E

cijRi%i(A),

ãäå cij = πipij/πj, à Ri%i(A) = M
∫
1

1IA(µi,τi
)%i(dµ).

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìåð ρ1, ρ2 ∈ M1 âûïîëíÿåòñÿ íåðà-
âåíñòâî

ΥM1(Qρ1,Qρ2) ≤ DΥM1(ρ
1, ρ2)

ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé D < 1. Äåéñòâèòåëüíî:

ΥM1(Qρ1,Qρ2) =
∑
j∈E

Υe1

(∑
i∈E

cijRi%
1
i ,

∑
i∈E

cijRi%
2
i

)
≤ N

∑
i∈E

Υe1(Ri%
1
i , Ri%

2
i ).

Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè òî, ÷òî cij > 0,
∑
i∈E

cij = 1, à çíà÷èò, cij ≤ 1.

Ïóñòü κi ∈ C̃(%1
i , %

2
i ), ãäå, íàïîìíèì, C̃(%1

i , %
2
i ) � ìíîæåñòâî âñåõ âåðîÿòíîñòíûõ

ìåð íà B(2
1), èìåþùèõ %1

i è %2
i ñâîèìè ìàðãèíàëüíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè. Îïðåäå-

ëèì ìåðó κi íà B(2
1) ñëåäóþùèì îáðàçîì

κi(A,B) = M

∫∫

2
1

κi(dµ, dσ)1IA(µi,τi
)1IB(σi,τi

), i ∈ E, A,B ⊂ 1.

Ïîñêîëüêó κi(A, ) = Ri%
1
i (A), κi(, B) = Ri%

2
i (B), òî κi ∈ C̃(Ri%

1
i , Ri%

2
i ). Ïîýòîìó,

èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ìåòðèêè Âàññåðøòåéíà, ìîæåì çàïèñàòü

Υe1(Ri%
1
i , Ri%

2
i ) ≤

∫∫

2
1

∞∫

0

κi(dµ, dσ)Υ1(µi,t, σi,t)Fi(dt). (3.5)

Îöåíèì ðàññòîÿíèå Υ1(µi,t, σi,t) ìåæäó ìåðàìè µi,t, σi,t, t ≥ 0. Ïóñòü x1
i � ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ (2.1) ñ íà÷àëüíîé ìåðîé µ(0) = µ; x2
i � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1) ñ

íà÷àëüíîé ìåðîé µ(0) = σ. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìåðû κ ∈ C(µi, σi) (òóò µi =
µi,0, σi = σi,0) èìååì

Υ1(µi,t, σi,t) ≤
∫∫

R2d

∣∣x1
i (u, t)− x2

i (v, t)
∣∣κ(du, dv) ≤

≤
∫∫

R2d

∣∣x1
i (u, t)− x2

i (u, t)
∣∣κ(du, dv) +

∫∫

R2d

∣∣x2
i (u, t)− x2

i (v, t)
∣∣κ(du, dv). (3.6)
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Îöåíèì êàæäîå èç ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà. Ïî ìåòîäó âàðèà-
öèè ïîñòîÿííûõ íàõîäèì, ÷òî

x1
i (u, t)− x2

i (u, t) =

t∫

0

e−α(t−s)
[
fi

(
x1

i (u, s), µi,s

)− fi

(
x1

i (u, s), σi,s

)]
ds.

Ñëåäîâàòåëüíî

∫∫

R2d

∣∣x2
i (u, t)− x2

i (u, t)
∣∣κ(du, dv) ≤ 2L

t∫

0

e−(α−L)(t−s)Υ1(µi,s, σi,s)ds. (3.7)

Îöåíèì òåïåðü âòîðîå ñëàãàåìîå â (3.6). Òàê êàê

x2
i (u, t)− x2

i (v, t) = (u− v)e−αt + α(ϕ(v)− ϕ(u))

t∫

0

e−α(t−s)ds+

+

t∫

0

e−α(t−s)
[
fi(x

2
i (u, s), σi,s)− fi(x

2
i (u, s), σi,s)

]
ds,

òî, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå óñëîâèÿ Ëèïøèöà (3.1), (3.2) íàõîäèì

∣∣x2
i (u, t)− x2

i (v, t)
∣∣ ≤ (1/α + K)

(
1 +

L

α− L

)
|u− v|.

Òàêèì îáðàçîì
∫∫

R2d

∣∣x2
i (u, t)− x2

i (v, t)
∣∣κ(du, dv) ≤ (1/α + K)

α

α− L
Υ1(µi, σi) ≡ CΥ1(µi, σi) (3.8)

Îáúåäèíåíèå (3.7) è (3.8), â âèäó ïðîèçâîëüíîñòè ìåðû κ, äàåò

Υ1(µi,t, σi,t) ≤ 2L

t∫

0

e−(α−L)(t−s)Υ1(µi,s, σi,s)ds + CΥ1(µi, σi).

Èòåðèðóÿ ýòî íåðàâåíñòâî, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

Υ1(µi,t, σi,t) ≤ CΥ1(µi, σi)

(
1 + 2L

1

α− 3L

)
= DΥ1(µi, σi),

ãäå D =
α

α− 3L
(1/α + K).
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Ïîäñòàâèâ íàéäåííóþ îöåíêó äëÿ Υ1(µi,t, σi,t) â (3.5), èìååì

Υ1(Ri%
1
i , Ri%

2
i ) ≤ D

∫∫

2
1

∞∫

0

κi(dµ, dσ)Υ1(µi, σi)Fi(dt) = DΥ1(%
1
i , %

2
i ),

à çíà÷èò, ΥM1(Qρ1,Qρ2) ≤ N
∑
i∈E

Υ1(Ri%
1
i , Ri%

2
i ) ≤ NDΥM1(ρ

1, ρ2), ãäå ND < 1 â
ñèëó óñëîâèÿ (3.3) òåîðåìû.

Èç íàëè÷èÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè ó ñæèìàþùåãî îïåðàòîðà íåìåäëåííî ñëåäóåò
óòâåðæäåíèå òåîðåìû: ÿäðî Q îáëàäàåò èíâàðèàíòíîé ìåðîé.

Ïîëó÷åííîå ðàñïðåäåëåíèå λ(·, ·) èìååò ñëåäóþùèé ñìûñë. Åñëè â çàäà÷å Êî-
øè (1.2) âçÿòü λ(·, ·) â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëóìàðêîâñêîãî ïðî-
öåññà ν è ìåðû µ (òî åñòü P (ν(0) = i, µ0 ∈ A) = λ(i, A)), òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{µτn}∞n=0 çíà÷åíèé ìåðîçíà÷íîãî ïðîöåññà â ìîìåíòû ñêà÷êîâ ïîëóìàðêîâñêîãî
ïðîöåññà áóäåò ñòàöèîíàðíîé.

4. Ñóùåñòâîâàíèå ñòàöèîíàðíîé ìåðû äëÿ ñëó÷àÿ ϕ = 0

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà â óðàâíåíèè (1.2) ϕ = 0, èñõîäíîå óðàâíåíèå îáëàäàåò ýâî-
ëþöèîííûì ñâîéñòâîì. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëèò óñòàíîâèòü ñóùåñòâîâàíèå
òàêîãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ â (1.2), ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè áóäåò ñòàöèîíàð-
íûì.

Ïðåäâàðèòåëüíî äîêàæåì ñëåäóþùåå àáñòðàêòíîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü (, ρ) �
ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ñåïàðàáåëüíîå ïðîñòðàíñòâî, {Gs,t, 0 ≤ s ≤ t} � äâóïàðàìåò-
ðè÷åñêîå ñåìåéñòâî íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ îòîáðàæåíèé ïðîñòðàíñòâà â ñåáÿ.
Òåðìèí "ñëó÷àéíîå îòîáðàæåíèå" îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî u ∈ Gs,t(u)
� ñëó÷àéíûé ýëåìåíò â . Ïóñòü Ω′ ⊂ Ω � ïîäìíîæåñòâî ïîëíîé ìåðû èñõîäíîãî
âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Òåîðåìà 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî:

1. Ñåìåéñòâî {Gs,t, 0 ≤ s ≤ t} îáëàäàåò ýâîëþöèîííûì ñâîéñòâîì íà Ω′, ò.å.

∀ω ∈ Ω′, ∀ 0 ≤ s1 ≤ s2 ≤ s3 : Gs1,s3 = Gs2,s3Gs1,s2 .

2. Ñåìåéñòâî {Gs,t, 0 ≤ s ≤ t} ñòàöèîíàðíî, ò.å.

∀h > 0 : {Gs,t, 0 ≤ s ≤ t} d
= {Gs+h,t+h, 0 ≤ s ≤ t}.

3. Ñåìåéñòâî {Gs,t, 0 ≤ s ≤ t} ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì â òîì ñìûñëå, ÷òî

∃ γ > 0, C > 0, ∀u, v ∈ ,∀ω ∈ Ω′ : ρ (Gs,t(u), Gs,t(v)) ≤ Ce−γ(t−s)ρ(u, v).

4. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî u ∈ ñåìåéñòâî {G0,t(u)} ñëàáî êîìïàêòíî.
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5. Ïðè ôèêñèðîâàííîì u ∈ è äëÿ âñåõ ω ∈ Ω′ ñóùåñòâóåò C(u) > 0 òàêîå,
÷òî

ρ(Gs,t1(u), Gs,t2(u)) ≤ C(u)|t1 − t2|.

Òîãäà ñóùåñòâóþò (âîçìîæíî, íà íîâîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå) ñëó÷àé-
íûé ïðîöåññ {x(t), t ≥ 0} â è ñåìåéñòâî íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ îòîáðàæåíèé
{G̃s,t, 0 ≤ s ≤ t}â òàêèå, ÷òî:

1) {Gs,t} d
= {G̃s,t};

2) ∀h > 0 {x(t), G̃s,t, 0 ≤ s ≤ t} d
= {x(t + h), G̃s+h,t+h, 0 ≤ s ≤ t};

3) ∀ s ≤ t x(t) = G̃s,tx(s).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì u0 ∈ è ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé ïðîöåññ y(t) =
G0,t(u0), t ≥ 0. Ïðîâåðèì, ÷òî y(t) ñëàáî ñõîäèòñÿ ïðè t → ∞. Êàê è ïðåæäå,
èñïîëüçóåì ðàññòîÿíèå Âàññåðøòåéíà ìåæäó âåðîÿòíîñòíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè
íà , íî íà ýòîò ðàç � íóëåâîãî ïîðÿäêà:

Υ0(µ, σ) = inf
κ∈C(µ,σ)

∫∫

2

ρ(u, v)

1 + ρ(u, v)
κ(du, dv).

Èçâåñòíî (ñì. [1]), ÷òî ñõîäèìîñòü â ìåòðèêå Υ0 ðàâíîñèëüíà ñëàáîé ñõîäèìîñòè.
Ïî óñëîâèþ òåîðåìû ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîöåññà {y(t), t ≥ 0} ñëàáî êîìïàêòíû â

. Ïîýòîìó äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò êîìïàêò K òàêîé, ÷òî inf
t≥0

P (y(t) ∈
K) ≥ 1− ε. Íà èñõîäíîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå, èëè, âîçìîæíî, åãî ðàñøè-
ðåíèè âûáåðåì ñëó÷àéíûå ýëåìåíòû η è ξ â òàê, ÷òîáû ðàñïðåäåëåíèÿ {η,Gs,t; 0 ≤
s ≤ t} è {ξ, Gs,t; 0 ≤ s ≤ t} ñîâïàäàëè ñ ðàñïðåäåëåíèÿìè {y(t1), Gs,t, t1 ≤ s ≤ t}
è {y(t2), Gs,t, t2 ≤ s ≤ t} ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ðàññòîÿíèå Âàññåðøòåéíà ìåæäó
ðàñïðåäåëåíèÿìè y(t1 + t) è y(t2 + t) íå ïðåâîñõîäèò

M
ρ (G0,t(η), G0,t(ξ))

1 + ρ (G0,t(η), G0,t(ξ))
≤ M

ρ (G0,t(η), G0,t(ξ))

1 + ρ (G0,t(η), G0,t(ξ))
1I{η∈K,ξ∈K} + 2ε ≤

≤ Ce−γt diamK + 2ε.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðàñïðåäåëåíèÿ {y(t), t ≥ 0} ôóíäàìåíòàëüíû ïðè t → +∞ â ìåò-
ðèêå Âàññåðøòåéíà. Ïîýòîìó ðàñïðåäåëåíèå y(t) ñëàáî ñõîäèòñÿ ïðè t → +∞ ê
íåêîòîðîé ìåðå ν.

Àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè ñ ó÷åòîì ñòàöèîíàðíîñòè ñåìåéñòâà {Gs,t} ìîæ-
íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî T > 0 ñëó÷àéíûå ïðîöåññû {y(t+s), s ∈ [0, T ]}
ñëàáî ñõîäÿòñÿ ïðè t → +∞.

Èñïîëüçóÿ äèàãîíàëüíûé ìåòîä Êàíòîðà, ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü tn →
+∞ òàêóþ, ÷òî {y(tn), Gtn+r1,tn+r2 , 0 ≤ r1 ≤ r2, r1, r2 ∈ Q} ñõîäèòñÿ ïî ðàñïðå-
äåëåíèþ. Ïóñòü {κ, G̃r1,r2 ; 0 ≤ r1 ≤ r2, r1, r2 ∈ Q} � ñîîòâåòñòâóþùèé ïðåäåë,
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çàäàííûé íà íåêîòîðîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå. Óñëîâèå 5) òåîðåìû ïîçâî-
ëÿåò ïðîäîëæèòü ñåìåéñòâî {G̃r1,r2 ; 0 ≤ r1 ≤ r2, r1, r2 ∈ Q} äî ñåìåéñòâà {G̃s,t; 0 ≤
s ≤ t}, ðàñïðåäåëåííîãî òàê æå êàê {Gs,t; 0 ≤ s ≤ t}. Òîãäà x(t) = G̃0,t(κ) �
èñêîìûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ.

Äîêàçàííàÿ òåîðåìà ïðèìåíèìà ê óðàâíåíèþ (1.2) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü
{ν(t), t ≥ 0} � ñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ ñî çíà÷åíèÿìè â E (â ÷àñòíîñòè, ýòî ìî-
æåò áûòü èñõîäíûé ïîëóìàðêîâñêèé ïðîöåññ, äëÿ êîòîðîãî, êàê èçâåñòíî (ñì. [2]),
ñóùåñòâóåò òàêîå íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ôàçû è âðåìåíè ïåðåêëþ÷åíèÿ, ïðè
êîòîðîì îí ñòàíîâèòñÿ ñòàöèîíàðíûì). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè {fi, i ∈ E}
îãðàíè÷åíû. Çàäàäèì îòîáðàæåíèÿ {Gs,t(·)} â ïðîñòðàíñòâå 1 ñëåäóþùèì îáðà-
çîì. Ïóñòü µt = Gs,t(µ) � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè





dy(u, t) = [−α y(u, t) + fν(t)(y(u, t), µt)]dt

y(u, s) = u, u ∈ Rd

µt = µ ◦ y(·, t)−1

Èç îöåíîê, ïðèâåäåííûõ â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1, ñëåäóåò, ÷òî {Gs,t(·)}
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû 2. Ïîýòîìó, âîçìîæíî, íà äðóãîì âåðîÿòíîñòíîì
ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî {G̃s,t(·)}, ðàñïðåäåëåííîå òàê æå êàê {Gs,t(·)}
(èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ñóùåñòâóåò ïðîöåññ ν̃, ðàñïðåäåëåííûé òàê æå êàê ν, ïðè
óñëîâèè, ÷òî âñå ôóíêöèè fi, i ∈ E ðàçëè÷íû) è ñëó÷àéíàÿ ìåðà µ0 òàêèå, ÷òî
ðåøåíèå {µt, t ≥ 0} çàäà÷è Êîøè (1.2) ñ ϕ = 0 � ñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ.

5. Ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå íà îñè

Â ýòîì ïóíêòå ìû âåäåì ðå÷ü î ñòàöèîíàðíîì ðåøåíèè óðàíåíèÿ

dx(u, t) =
[−α (x(u, t)− ϕ(u)) + feν(t)(x(u, t), µt)

]
dt, (5.1)

íà âñåì R, ãäå {ν̃(t), t ∈ R} � ñòàöèîíàðíûé ïîëóìàðêîâñêèé ïðîöåññ, êîíå÷íî-
ìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ êîòîðîãî ïîñòðîåíû ïî êîíå÷íîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèÿì
ñòàöèîíàðíîãî ïîëóìàðêîâñêîãî ïðîöåññà {ν(t), t ≥ 0}.

Îïðåäåëåíèå 2. Ñòîõàñòè÷åñêèé ïîòîê {x(u, t), u ∈ Rd, t ∈ R} è ìåðîçíà÷íûé
ïðîöåññ {µt, t ∈ R} íàçûâàþòñÿ ñòàöèîíàðíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (5.1), îòâå÷à-
þùèì âåðîÿòíîñòíîé ìåðå µ íà Rd, åñëè ∀ s ≤ t, u ∈ Rd :





x(u, t) = x(u, s) +
t∫

s

[−α (x(u, r)− ϕ(u)) + feν(r)(x(u, r), µr)
]
dr,

µt = µ ◦ x(·, t)−1

è, êðîìå òîãî, {µt, t ∈ R} � ñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ.
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Òåîðåìà 3. Ïóñòü âñå ôóíêöèè fi, i ∈ E îãðàíè÷åíû, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
Ëèïøèöà ïî ñîâîêóïíîñòè àðãóìåíòîâ íà Rd × 1 ñ ïîñòîÿííîé L è ïóñòü α >
L + 1. Òîãäà äëÿ êàæäîé ìåðû µ ∈ 1 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñòàöèîíàðíîå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.1), åé îòâå÷àþùåå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî s ∈ R îáîçíà÷èì ÷åðåç xs è µs ðåøåíèå ñëåäóþùåé
çàäà÷è Êîøè:





dxs(u, t) = −α (xs(u, t)− ϕ(u)) dt + feν(t)(x
s(u, t), µs

t)dt

xs(u, s) = u, u ∈ Rd

µs
t = µ ◦ xs(·, t)−1.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î ôóíêöèÿõ ϕ è fi, i ∈ E ìåðà µs
t

ïðè êàæäîì ω ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó 1 ìåð ñ êîíå÷íûì ïåðâûì ìîìåíòîì, òàê
êàê â ýòîì ñëó÷àå xs(·, t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà â Rd. Äëÿ s1 < s2 < t
ðàññìîòðèì MΥ1(µ

s1
t , µs2

t ). Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ìåòðèêè Υ1

MΥ1(µ
s1
t , µs2

t ) ≤ M

∫

Rd

‖ xs1(u, t)− xs2(u, t) ‖µ(du).

Îöåíèì ðàçíîñòü ‖ xs1(u, t)− xs2(u, t) ‖:

‖ xs1(u, t)− xs2(u, t) ‖ ≤ e−α(t−s2)‖ xs1(u, s2)− u ‖+

+ L

t∫

s2

e−α(t−r) (‖xs1(u, r)− xs2(u, r) ‖+ Υ1(µ
s1
r , µs2

r )) dr (5.2)

Çàìåòèì, ÷òî

‖ xs1(u, s2)− u ‖ ≤ ‖ϕ(u)‖+ ‖u− ϕ(u)‖+ C(1 + 1/α),

ãäå C = max
i∈E

sup ‖ fi‖∞ è ïîýòîìó, èòåðèðóÿ íåðàâåíñòâî (5.2) ïî ìåðå µ, ïîëó÷àåì

Υ1(µ
s1
t , µs2

t ) ≤ C1e
−α(t−s2) + (L + 1)

t∫

s2

e−α(t−r)Υ1(µ
s1
r , µs2

r )dr,

è îêîí÷àòåëüíî
Υ1(µ

s1
t , µs2

t ) ≤ C1e
−(α−L−1)(t−s2).

Èç óñòàíîâëåííîé ôóíäàìåíòàëüíîñòè ñåìåéñòâà {µs
t , s < t} ñëåäóåò ñóùåñòâî-

âàíèå â 1 ïðåäåëà µt = lim
s→−∞

µs
t , è, àíàëîãè÷íî, ñóùåñòâóåò ïðåäåë x(u, t) =

lim
s→−∞

xs(u, t). Òàê æå, êàê ýòî ñäåëàíî â [1], ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî {µt, t ∈ R}
ñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ è ÷òî µt = µ ◦ x(·, t)−1. Åäèíñòâåííîñòü ñòàöèîíàðíîãî ðå-
øåíèÿ ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî [1]. Òåîðåìà äîêàçàíà.

ISSN 0203�3755 Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, âûï. 25 (2008)



82 È.È.ÍÈÙÅÍÊÎ

Ñïèñîê öèòèðóåìûõ èñòî÷íèêîâ
1. Äîðîãîâöåâ À.À. Ìåðîçíà÷íûå ïðîöåññû è ñòîõàñòè÷åñêèå ïîòîêè. � Êèåâ: Èí-ò ìà-

òåìàòèêè ÍÀÍ Óêðàèíû, 2007. � 289 ñ.
2. Êîðîëþê Â.Ñ., Òóðáèí À.Ô. Ïîëóìàðêîâñêèå ïðîöåññû è èõ ïðèìåíåíèÿ . � Êèåâ:

Íàóê.äóìêà, 1978. � 217 ñ.
3. Acebron JA, Bonilla LL, Vincente CJP, Ritort F, and Spigler R The Kuramoto model: a

simple paradigm for synchronization phenomena.//Reviews of Modern Physics � 2005. �
V. 77. � P.137�186.

4. Dorogovtsev A.A., Karlikova M.P. Long-time behaviour of measure-valued process
corresponding to stochastic �ows with interaction // Theory of Stochastic Processes. �
2003. � 9(25), No. 1-2. �- P.52-59.

5. Pilipenko A.Yu. Stationary measure-valued processes generated by a �ow of interacted
particles. Ukrainian Mathematical Congress, 2001, Section 9 // Probability Theory and
Mathematical Statistics, Proceedings, Kyiv. � 2002. � P.123-130.

Ïîëó÷åíà 09.11.2008

ISSN 0203�3755 Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, âûï. 25 (2008)


