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Àííîòàöèÿ. Èññëåäóåòñÿ ðàñïðîñòðàíåíèå ïîâåðõíîñòíûõ ãðàâèòàöèîííûõ âîëí íàä óïðóãèì
ïîëóïðîñòðàíñòâîì â ðàìêàõ ìîäåëè æèäêîñòè êîíå÷íîé ãëóáèíû. Çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ â òåð-
ìèíàõ ïîòåíöèàëà ñêîðîñòè è îòêëîíåíèÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè äëÿ æèäêîñòè è ñêàëÿðíîãî è
âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëîâ äëÿ óïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà. Âûâåäåíî äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå è
àíàëèçèðóåòñÿ âëèÿíèå óïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà íà ôàçîâóþ è ãðóïïîâóþ ñêîðîñòè.

Ââåäåíèå
Èññëåäîâàíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ ãðàâèòàöèîííûõ âîëí íàä ïî-

äàòëèâûì äíîì ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé èíòåðåñ êàê â âîëíîâîé ãèäðîäèíàìèêå
øåëüôà, òàê è â ñåéñìîëîãèè. Àêòóàëüíîñòü äàííîé ïðîáëåìû îïðåäåëÿåòñÿ íåîá-
õîäèìîñòüþ ïðîãíîçèðîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ âîëíîâîãî ïîëÿ â ïðèáðåæíîé çîíå, ïðè
ðàñïðîñòðàíåíèè âîëí öóíàìè, òå÷åíèè âîäû â êàíàëå è äð. Âëèÿíèå íà ðàñïðî-
ñòðàíåíèå ïîâåðõíîñòíûõ âîëí óïðóãîãî ïîäñòèëàþùåãî ñëîÿ íà äîííîé ïîâåðõíî-
ñòè èññëåäîâàëîñü â [1, 2]. Â äëèííîâîëíîâîì ïðèáëèæåíèè (ìåëêàÿ âîäà) â íåëè-
íåéíîé ïîñòàíîâêå çàäà÷à î ðàñïðîñòðàíåíèè ïîâåðõíîñòíûõ âîëí íàä ïîäàòëèâûì
îñíîâàíèåì ðàññìàòðèâàëàñü â [3]. Çäåñü ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à â ëèíåéíîé ïî-
ñòàíîâêå î ðàñïðîñòðàíåíèè âîëí íàä óïðóãèì ïîëóïðîñòðàíñòâîì, íî â ðàìêàõ
ìîäåëè æèäêîñòè êîíå÷íîé ãëóáèíû. Çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ â òåðìèíàõ ïîòåíöè-
àëà ñêîðîñòè äëÿ æèäêîñòè ñâåðõó è ñêàëÿðíîãî è âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëîâ äëÿ
óïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Â íåâîçìóùåííîì ñîñòîÿíèè íåâÿçêàÿ íåñæèìàåìàÿ æèäêîñòü çàíèìàåò îá-

ëàñòü Ωf = {(x, y, z) : −∞ < x, y <∞,−H ≤ z ≤ 0}, óïðóãàÿ ñðåäà çàíèìàåò îá-
ëàñòü Ωe = {(x, y, z) : −∞ < x, y <∞,−∞ < z < −H}.
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Â áåçðàçìåðíîì âèäå ñèñòåìà óðàâíåíèé, îïèñûâàþùàÿ ïîòåíöèàëüíîå äâèæå-
íèå æèäêîñòè íàä óïðóãèì ïîëóïðîñòðàíñòâîì, ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

β∇2ϕ+
∂2ϕ

∂z2
= 0 â Ωf , (1.1)
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)
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s

∂2~u

∂t2
− ~F â Ωe, (1.2)

ηt + α~∇ϕ · ~∇η − 1

β
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−ρ
f

ρe

(
csh
cs

)2

pδik = σik ïðè z = −H(x, y) + γξ(x, y, t), (1.6)

i, k = 1, 2, 3.

Áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû â (1.1)�(1.6) ââåäåíû ïî àíàëîãèè c [3] ïî ôîðìóëàì
(çâåçäî÷êè âñþäó îïóùåíû):
äëÿ æèäêîé ñðåäû
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äëÿ óïðóãîé ñðåäû
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(1.8)

Â (1.1)�(1.8) t � âðåìÿ, p � äàâëåíèå, η(x, y, t) � îòêëîíåíèå ñâîáîäíîé ïî-
âåðõíîñòè, ~u � âåêòîð óïðóãèõ ïåðåìåùåíèé, h0 � ãëóáèíà æèäêîñòè, ρf è ρe �
ïëîòíîñòè æèäêîñòè è óïðóãîé ñðåäû, G è λ � ñäâèãîâûé è äèëàòàöèîííûé ìî-
äóëè óïðóãîñòè, ~F � ìàññîâàÿ ñèëà, ∇2 � ëàïëàñèàí,

∇2 ≡ ∂2
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g � ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ, α = ηmax/h0, β = h2
0/`

2, γ ∼ α.

2. Ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí â æèäêîñòè êîíå÷íîé ãëóáèíû
Â äàëüíåéøåì ðàññìàòðèâàåì ëèíåàðèçîâàííóþ çàäà÷ó äëÿ æèäêîñòè êîíå÷-

íîé ïîñòîÿííîé ãëóáèíû ïðè îòñóòñòâèè ìàññîâîé ñèëû ( ~F = 0), êîòîðàÿ ñëåäóåò
èç ïîñòàíîâêè (1.1)�(1.6), åñëè ïðèíÿòü α = 0, γ = 0, β = 1 è H(x, y) = h0.

Âåêòîðíîå ïîëå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñîãëàñíî òåîðåìå Ãåëüìãîëüöà â âèäå ñóììû
ãðàäèåíòà ñêàëÿðíîé ôóíêöèè ψ è ðîòîðà âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà ~a: ~u = ~∇ψ+~∇×~a,
~∇ · ~a = 0, è â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå (1.2) ñâîäèòñÿ ê äâóì âîëíîâûì óðàâíåíèÿì

∇̂2ψ − 1

c2e

∂2ψ

∂t2
= 0, ∇̂2~a− 1

c2s

∂2~a

∂t2
. (2.1)

Òåíçîð íàïðÿæåíèé σik â (1.6) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â òåðìèíàõ êîìïîíåíò âåêòîðà ïå-
ðåìåùåíèé

σik = λun,n +G(ui,k + uk,i), i, k, n = 1, 2, 3, (2.2)
ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå.

Ïðè ðàññìîòðåíèè ïëîñêîé çàäà÷è êîìïîíåíòà uy = 0 è ïðîèçâîäíûå ïî y
îò èñêîìûõ ôóíêöèé ðàâíû íóëþ. Âåêòîðíûé ïîòåíöèàë ~a â ýòîì ñëó÷àå èìååò
îäíó êîìïîíåíòó ay. Â ðåçóëüòàòå çàäà÷à (1.1)�(1.6) ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ òðåõ
ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé ϕ, ψ, ay.

Ñ ó÷åòîì óêàçàííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèé ñèñòåìà óðàâíåíèé (1.1)�(1.6) ïðè-
íèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

β
∂2ϕ

∂x2
+
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∂z2
= 0 â Ωf ,

∂2ψ

∂x2
+
∂2ψ
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− 1
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= 0 â Ωe,
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+
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− 1

c2s

∂2ay
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= 0 â Ωe,

∂ϕ

∂z
+ β

∂2ϕ

∂t2
= 0 ïðè z = 0, (2.3)
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2
∂2ψ

∂x∂z
+
∂2ay
∂x2

− ∂2ay
∂z2

= 0 ïðè z = −h0,

uz(x, z, t) = 0 ïðè z → −∞.

Êðîìå òîãî, uz, ò.å. ψ è ay äîëæíû óáûâàòü íà áåñêîíå÷íîñòè.
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Ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.3) ðàçûñêèâàþòñÿ â êëàññå áåãóùèõ âîëí ïðåäñòàâëåíèåì
èñêîìûõ ôóíêöèé â âèäå

ϕ(x, z, t) = Φ(z)ei(kx−ωt), (2.4)
ψ(x, z, t) = Ψ(z)ei(kx−ωt), (2.5)
ay(x, z, t) = Ay(z)e

i(kx−ωt). (2.6)

Â ðåçóëüòàòå ïîñëå ïîäñòàíîâêè (2.4)�(2.6) ñèñòåìà óðàâíåíèé (11) ïðèâîäèòñÿ
ê ñèñòåìå óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ C1, C2, C3, è C4

C1

(
k
√
β

β
− ω2

)
+ C2

(
−k

√
β

β
− ω2

)
= 0,

C1

(
k
√
βe−k

√
β
)

+ C2

(
−k

√
βe−k

√
β
)

+

+ C3

(
iβω

√
k2 − ω2

c2e
e
−

r
k2−ω2

c2e

)
+ C4

(
−kβωe−

r
k2−ω2

c2s

)
= 0, (2.7)

C1iαω
c2sh
c2s

ρf

ρe
e−k

√
β + C2iαω

c2sh
c2s

ρf

ρe
ek
√
β +

+ C3

√
βe

−
r
k2−ω2

c2e

[
− λ

G

ω2

c2e
+ 2

(
k2 − ω2

c2e

)]
+ C42ik

√
β

√
k2 − ω2

c2s
e
−

r
k2−ω2

c2s = 0,

C32ik

√
k2 − ω2

c2e
e
−

r
k2−ω2

c2e + C4

(
−2k2 +

ω2

c2s

)
e
−

r
k2−ω2

c2s = 0.

Íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò, åñëè îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû (2.7) ðàâåí íó-
ëþ. Èç ïîëó÷åííîãî òàêèì îáðàçîì äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèòñÿ çàâèñè-
ìîñòü ôàçîâîé è ãðóïïîâîé ñêîðîñòåé îò äëèíû âîëíû. Äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå
èìååò äâà äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ. Çäåñü ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî íèçøèé êîðåíü,
ñîîòâåòñòâóþùèé ðàñïðîñòðàíåíèþ ïîâåðõíîñòíûõ ãðàâèòàöèîííûõ âîëí ñ ó÷åòîì
âëèÿíèÿ óïðóãîãî îñíîâàíèÿ.

3. ×èñëåííûå ðàñ÷åòû è àíàëèç ðåçóëüòàòîâ

Îïðåäåëåíèå êîðíåé äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ ïðîâîäèëîñü ñòàíäàðòíûìè ÷èñ-
ëåííûìè ìåòîäàìè. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 1�8.
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Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòü ôàçîâîé cp è ãðóïïîâîé cg ñêîðîñòåé îò äëèíû âîëíû λ: 1 � äëÿ æåñòêîãî
äíà, 2 � äëÿ óïðóãîãî äíà, h0 = 10ì, G = 62êÃ/ñì2. Ôàçîâûå è ãðóïïîâûå ñêîðîñòè äëÿ æåñòêîãî
äíà è äëÿ óïðóãîãî äíà ïðàêòè÷åñêè ñëèâàþòñÿ.

Ðèñ. 2. Ïðèðàùåíèå ãðóïïîâîé ñêîðîñòè, îáóñëîâëåííîå óïðóãîñòüþ îñíîâàíèÿ (h0 = 10ì, G =
62êÃ/ñì2).
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Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü ôàçîâîé cp è ãðóïïîâîé cg ñêîðîñòåé îò äëèíû âîëíû λ: 1 � äëÿ æåñòêîãî
äíà, 2 � äëÿ óïðóãîãî äíà, h0 = 10ì, G = 10êÃ/ñì2.

Ðèñ. 4. Ïðèðàùåíèå ãðóïïîâîé ñêîðîñòè, îáóñëîâëåííîå óïðóãîñòüþ îñíîâàíèÿ (h0 = 10ì, G =
10êÃ/ñì2).
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Ðèñ. 5. Çàâèñèìîñòü ôàçîâîé cp è ãðóïïîâîé cg ñêîðîñòåé îò äëèíû âîëíû λ: 1 � äëÿ æåñòêîãî
äíà, 2 � äëÿ óïðóãîãî äíà, h0 = 20ì, G = 5êÃ/ñì2.

Ðèñ. 6. Ïðèðàùåíèå ãðóïïîâîé ñêîðîñòè, îáóñëîâëåííîå óïðóãîñòüþ îñíîâàíèÿ (h0 = 20ì, G =
5êÃ/ñì2).

ISSN 0203�3755 Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, âûï. 20 (2006)



ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈÅ ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÍÛÕ ÂÎËÍ Â ÑËÎÅ ÆÈÄÊÎÑÒÈ 57

Ðèñ. 7. Çàâèñèìîñòü ôàçîâîé cp è ãðóïïîâîé cg ñêîðîñòåé îò äëèíû âîëíû λ: 1 � äëÿ æåñòêîãî
äíà, 2 � äëÿ óïðóãîãî äíà, h0 = 500ì, G = 20êÃ/ñì2.

Ðèñ. 8. Ïðèðàùåíèå ãðóïïîâîé ñêîðîñòè, îáóñëîâëåííîå óïðóãîñòüþ îñíîâàíèÿ (h0 = 500ì, G =
20êÃ/ñì2).
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Ïðè ïðîâåäåíèè ðàñ÷åòîâ çàäàâàëîñü îòíîøåíèå ïëîòíîñòåé óïðóãîé ρe è æèä-
êîé ρf ñðåä ρe/ρf = 1.2, êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ïðèíèìàëñÿ ðàâíûì ν = 0.3, â
ýòîì ñëó÷àå îòíîøåíèå ìîäóëåé äèëàòàöèîííîãî λ ê ñäâèãîâîìó G ðàâíî λ

G
= 1.5.

Ìîäóëü ñäâèãà â ðàñ÷åòàõ ïðèíèìàëñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåàëüíûìè óñëîâèÿìè [4].
Íà âñåõ ðèñóíêàõ ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè ôàçîâîé ñêîðîñòè cp è ãðóïïîâîé

ñêîðîñòè cg îò äëèíû âîëíû, à òàêæå çàâèñèìîñòü ïðèðàùåíèÿ ãðóïïîâîé ñêî-
ðîñòè ∆cg, îáóñëîâëåííîãî óïðóãîñòüþ îñíîâàíèÿ ∆cg = ceg − crg (ceg � ãðóïïîâàÿ
ñêîðîñòü, ñîîòâåòñòâóþùàÿ óïðóãîìó îñíîâàíèþ, crg � æåñòêîìó îñíîâàíèþ). Ïðè
óâåëè÷åíèè λ/h0 âñå cp è cg ñòðåìÿòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ê 1, ò.å. ê csh =

√
gh0.

Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè ôàçîâûõ ñêîðîñòåé îò äëèíû âîëíû äëÿ
ñëó÷àÿ ãëóáèíû h0 = 10ì è ìîäóëÿ ñäâèãà îñíîâàíèÿ G = 62êÃ/ñì2. Â ýòîì ñëó÷àå,
êàê âèäíî èç ðèñ. 2, âëèÿíèå óïðóãîñòè îñíîâàíèÿ ïðåíåáðåæèìî ìàëî.

Â ñëó÷àå áîëåå ïîäàòëèâîãî îñíîâàíèÿ G = 10êÃ/ñì2 âëèÿíèå óïðóãîñòè ïðåä-
ñòàâëåíî íà ðèñ. 3 è 4. Â ýòîì ñëó÷àå, êàê âèäíî èç ðèñ. 4, ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü
âîçðàñòàåò íà 2%.

Íà ðèñ. 5 è 6 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû äëÿ ñëó÷àÿ h0 = 20ì è G = 5êÃ/ñì2.
Êàê âèäíî èç ðèñ. 6 â ýòîì ñëó÷àå âëèÿíèå óïðóãîñòè íà ãðóïïîâóþ ñêîðîñòü
äîñòèãàåò âåëè÷èíû 20%. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü òàêæå, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ôàçîâàÿ
ñêîðîñòü cp èìååò ýêñòðåìóì ïðè λ/h0 = 6.

Íà ðèñ. 7 è 8 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ ýêçîòè÷åñêîãî ñëó÷àÿ h0 =
500ì è G = 20êÃ/ñì2. Â ýòîì ñëó÷àå âëèÿíèå óïðóãîñòè äîñòèãàåò 35% è èìååò
ìåñòî çàïèðàíèå âîëí ïðè λ/h0 = 8, ò.å. ýíåðãèÿ íå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, èç ïðîâåäåííîãî àíàëèçà ñëåäóåò, ÷òî ó÷åò âëèÿíèÿ óïðóãî-
ñòè äíà ìîæåò ïðèâîäèòü ê óâåëè÷åíèþ ãðóïïîâîé ñêîðîñòè, è, ñëåäîâàòåëüíî,
ïåðåíîñó ýíåðãèè âîëí â ïðèáðåæíîé çîíå è âîëí öóíàìè íà 20%.
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