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Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíû ðåæèìû ðåçîíàíñíûõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé îäíîäèñêîâîãî ðî-
òîðà ñ ìàññèâíûìè íåëèíåéíî-óïðóãèìè îïîðàìè. Èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåîðèè íåëèíåéíûõ
íîðìàëüíûõ ôîðì êîëåáàíèé, Ðàóøåðà è ãàðìîíè÷åñêîãî áàëàíñà. Ïîëó÷åíû ðåæèìû äâèæå-
íèÿ ñ öèêëè÷åñêè ñèììåòðè÷íûìè è öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûìè òðàåêòîðèÿìè. Ïðè àíàëèçå
ðåæèìîâ ïåðâîãî òèïà ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû ñèñòåìû ìîæåò áûòü óìåíüøåíî âäâîå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îäíîäèñêîâûé ðîòîð, âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ, íåëèíåéíûå íîðìàëüíûå

ôîðìû êîëåáàíèé, óñòîé÷èâîñòü ôîðì êîëåáàíèé.

1. Ââåäåíèå

Àíàëèç íåëèíåéíûõ ìîäåëåé òåõíè÷åñêèõ ñèñòåì ïðåäñòàâëÿåò çíà÷èòåëüíûé
èíòåðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ àäåêâàòíîãî îïèñàíèÿ ïðîèñõîäÿùèõ â òàêèõ ñèñòåìàõ
ïðîöåññîâ. Îäíàêî, ñêîëüêî-íèáóäü çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû ìîäåëè
äåëàåò âåñüìà òðóäîåìêèì ïðèìåíåíèå áîëüøèíñòâà ìåòîäîâ òåîðèè íåëèíåéíûõ
êîëåáàíèé, ïîýòîìó ÷àùå âñåãî èññëåäîâàòåëè îãðàíè÷èâàþòñÿ ðàññìîòðåíèåì îò-
íîñèòåëüíî ïðîñòûõ ìîäåëåé.

Øèðîêî èçâåñòíû êëàññè÷åñêèå ðàáîòû ïî ðîòîðíîé äèíàìèêå À.Òîíäëà [21],
Ô.Ì.Äèìåíòáåðãà [5], Å.Ë.Íèêîëàè [9], Â. Â.Áîëîòèíà [2]. Äèíàìèêó ðîòî-
ðîâ, èìåþùèõ óïðóãèå îïîðû, ðàññìàòðèâàëè Â.À. Ãðîáîâ [4], À.Ï.Ôèëèïïîâ è
Å. Ã. Ãîëîñêîêîâ [3], À.Ñ.Êåëüçîí [6, 7], È.À.Ïàñûíêîâà [10, 11], J.Genta [15],
A.Muszynska [16] è äð. Â ðàáîòå [4] ðàññìàòðèâàþòñÿ ìîäåëè ðîòîðíûõ ñèñòåì
ñ ëèíåéíî-óïðóãèìè ìàññèâíûìè îïîðàìè, à òàêæå ñèñòåìû ñ íåëèíåéíî-óïðóãèìè
áåçìàññîâûìè îïîðàìè ñ êóáè÷åñêîé íåëèíåéíîñòüþ (òèïà Äóôôèíãà). Â ñòàòüå [6]
èçó÷àåòñÿ âîïðîñ îá àïïðîêñèìàöèè íåëèíåéíîé õàðàêòåðèñòèêè ïîäøèïíèêà ñòå-
ïåííûì ðÿäîì, ÷òî ïðÿìî ïðèâîäèò ê êîíöåïöèè îïîð òèïà Äóôôèíãà. Èññëå-
äîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ðîòîðîâ ñ íåëèíåéíî-óïðóãèìè îïîðàìè ìîæíî íàéòè â ðàáî-
òàõ [10, 11, 15] è äð. Äèíàìèêà ñèììåòðè÷íîãî ðîòîðà ñ îïîðàìè òèïà Äóôôèíãà
èññëåäîâàëîñü ïðè ïîìîùè àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ â ðàáîòå [14].
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Â ðàáîòå [13] ðàññìàòðèâàþòñÿ âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ, ïðîèñõîäÿùèå â ðî-
òîðíîé ñèñòåìå, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü êîòîðîé ïðåäñòàâëåíà ïðèâåäåííûìè íè-
æå óðàâíåíèÿìè (1). Â óêàçàííîé ðàáîòå ïðè ïîìîùè ìåòîäîâ íåëèíåéíûõ íîð-
ìàëüíûõ ôîðì êîëåáàíèé è ãàðìîíè÷åñêîãî áàëàíñà ïîëó÷åíû àìïëèòóäíûå êðè-
âûå äëÿ ãëàâíûõ êîîðäèíàò äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû â îêðåñòíîñòè ïåðâîé êðèòè-
÷åñêîé ñêîðîñòè.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äåìîíñòðèðóåòñÿ ðÿä îñîáåííîñòåé, ñâÿçàííûõ ñ ñóùåñòâî-
âàíèåì è óñòîé÷èâîñòüþ îêîëîðåçîíàíñíûõ ðåæèìîâ â ðîòîðíîé ñèñòåìå ñ íåëè-
íåéíûìè îïîðàìè.

2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü îäíîäèñêîâîãî ðîòîðà
ñ ìàññèâíûìè íåëèíåéíî-óïðóãèìè îïîðàìè

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü îäíîäèñêîâîãî ðîòîðà, äèñê êîòîðîãî îáëàäàåò ñòà-
òè÷åñêîé íåóðàâíîâåøåííîñòüþ è ðàñïîëîæåí íà âàëó äëèíîé l íåñèììåòðè÷íî
îòíîñèòåëüíî îïîð (ðèñ. 1,à). Îïîðû ðîòîðà ÿâëÿþòñÿ ìàññèâíûìè, íåëèíåéíî-
óïðóãèìè ñ êóáè÷åñêîé íåëèíåéíîñòüþ (âîññòàíàâëèâàþùàÿ ñèëà P â îïîðå è ïå-
ðåìåùåíèå âàëà â îïîðå x ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì âèäà P = k1x + k2x

3). Âàë è
îïîðû ïðèíÿòû èçîòðîïíî-óïðóãèìè. Êðîìå ïîñòóïàòåëüíûõ ïåðåìåùåíèé x, y,
ïîëîæåíèå äèñêà îïðåäåëÿåòñÿ óãëîâûìè ïåðåìåùåíèÿìè θ1, θ2 (ðèñ. 1,b). Ïîëî-
æåíèå îïîð îïðåäåëÿåòñÿ èõ ïåðåìåùåíèÿìè x1, y1, x2, y2.

(a) (b)

Ðèñ. 1. Ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà ðàññìàòðèâàåìîãî ðîòîðà

Óðàâíåíèÿ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé äàííîé ñèñòåìû èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

mẍ+ ρ1ẋ+ c11 (x− h1x2 − h2x1) + c12 (θ2 − (x2 − x1)/l) = εΩ2m cosΩt,

mÿ + ρ1ẏ + c11 (y − h1y2 − h2y1) + c12 (−θ1 − (y2 − y1)/l) = εΩ2m sinΩt,

Ieθ̈1 + ρ2θ̇1 + IpΩθ̇2 − c21 (y − h1y2 − h2y1)− c22 (−θ1 − (y2 − y1)/l) = 0,

Ieθ̈2 + ρ2θ̇2 − IpΩθ̇1 + c21 (x− h1x2 − h2x1) + c22 (θ2 − (x2 − x1)/l) = 0,

(1)
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m1ẍ1 + βẋ1 + s1 (x− h1x2 − h2x1) + s2

(
θ2 −

x2 − x1
l

)
+ cx

(1)x1 + cx
(2)x1

3 = 0,

m1ÿ1 + βẏ1 + s1 (y − h1y2 − h2y1) + s2

(
−θ1 −

y2 − y1
l

)
+ cy

(1)y1 + cy
(2)y1

3 = 0,

m2ẍ2 + βẋ2 + s3 (x− h1x2 − h2x1) + s4

(
θ2 −

x2 − x1
l

)
+ kx

(1)x2 + kx
(2)x2

3 = 0,

m2ÿ2 + βẏ2 + s3 (y − h1y2 − h2y1) + s4

(
−θ1 −

y2 − y1
l

)
+ ky

(1)y2 + ky
(2)y2

3 = 0,

ãäå m, Ip, Ie � ìàññà è ìîìåíòû èíåðöèè äèñêà, m1,m2 � ìàññû îïîð, c11 =

3EJ
l31 + l32
l31l

3
2

, c12 = c21 = 3EJl l1 − l2
l21l

2
2

, c22 = 3EJ l
l1l2

� ñòàòè÷åñêèå êîýôôèöèåí-

òû æåñòêîñòè âàëà [3], ε � ýêñöåíòðèñèòåò äèñêà, Ω � ÷àñòîòà âðàùåíèÿ ðîòîðà;

β, ρ1, ρ2 � êîýôôèöèåíòû äåìïôèðîâàíèÿ ïåðåìåùåíèé îïîð è äèñêà, c
(1)
x , c

(1)
y è

k
(1)
x , k

(1)
y � êîýôôèöèåíòû, õàðàêòåðèçóþùèå ëèíåéíóþ ÷àñòü âîññòàíàâëèâàþùèõ

ñèë â îïîðàõ (äëÿ ëåâîé è ïðàâîé îïîð ñîîòâåòñòâåííî), c
(2)
x , c

(2)
y è k

(2)
x , k

(2)
y � àíà-

ëîãè÷íûå êîýôôèöèåíòû, îïðåäåëÿþùèå íåëèíåéíûå êîìïîíåíòû âîññòàíàâëèâà-
þùèõ ñèë, s1 = c12/l−c11h2, s2 = c22/l−c12h2, s3 = −c12/l−c11h1, s4 = −c22/l−c12h1,
h1 = l1/l, h2 = l2/l. Âûâîä óðàâíåíèé (1) êàê óðàâíåíèé Ëàãðàíæà âòîðîãî ðîäà
ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [4, 14, 17].

Àíàëèç ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé áóäåì âåñòè ñ ïðèìåíåíèåì äâóõ ìàòåìàòè÷å-
ñêèõ ìåòîäîâ: ãàðìîíè÷åñêîãî áàëàíñà è íåëèíåéíûõ íîðìàëüíûõ ôîðì êîëåáàíèé
(ÍÍÔ). Ìåòîä ãàðìîíè÷åñêîãî áàëàíñà ïðèìåíÿëñÿ íåïîñðåäñòâåííî ê èñõîäíûì
óðàâíåíèÿì (1), ïðè÷åì äëÿ îáîáùåííûõ ïåðåìåùåíèé ñèñòåìû (1) ñòðîèëèñü òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ òàêîãî âèäà:

xi = A1i cos (Ωt) +B1i sin (Ωt) + A3i cos (3Ωt) +B3i sin (3Ωt) , i = 1, 8

Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà íåëèíåéíûõ íîðìàëüíûõ ôîðì êîëåáàíèé ñèñòåìà (1)
âíà÷àëå ïðèâîäèòñÿ ïðè ïîìîùè ëèíåéíîé çàìåíû ïåðåìåííûõ ê ãëàâíûì êîîð-
äèíàòàì q̄. Â ñèëó èçîòðîïèè óïðóãîãî ïîëÿ ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà îáëàäàåò
ïàðíûìè ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè è ÿâëÿåòñÿ, òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìîé ñ âíóò-
ðåííèìè ðåçîíàíñàìè. Âñëåäñòâèå ýòîãî ïðè ïðèáëèæåíèè ÷àñòîòû âíåøíåãî âîç-
äåéñòâèÿ ê ðåçîíàíñíîìó çíà÷åíèþ ñðåäè ãëàâíûõ êîîðäèíàò q̄ ìîæíî âûäåëèòü
äâå (ò.í. àêòèâíûå ïåðåìåííûå), àìïëèòóäû êîëåáàíèé êîòîðûõ ñóùåñòâåííî ïðå-
âûøàþò àìïëèòóäû êîëåáàíèé äðóãèõ ïåðåìåííûõ. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè àêòèâíûå
ãëàâíûå êîîðäèíàòû îáîçíà÷àþòñÿ ñèìâîëàìè q1, q2, à ñîîòâåòñòâóþùèå îáîáùåí-
íûå ñêîðîñòè � s1, s2.

Äëÿ ïðèìåíåíèÿ èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû ìåòîäà íîðìàëüíûõ ôîðì êîëåáà-
íèé äîñòàòî÷íî çíàòü ïðèáëèæåííûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ àêòèâíûõ
ïåðåìåííûõ êàê ôóíêöèé âðåìåíè (ýòî ìîãóò áûòü, íàïðèìåð, ðåøåíèÿ ñîîòâåò-
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ñòâóþùåé êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû):

q1 = A1 cos (Ωt) +B1 sin (Ωt) + A2 cos (2Ωt)+

+B2 sin (2Ωt) + A3 cos (3Ωt) +B3 sin (3Ωt) + . . . , q2 = . . .

s1 = B1Ωcos (Ωt)− A1Ω sin (Ωt) + 2B2Ωcos (2Ωt)−
− 2A2Ω sin (2Ωt) + 3B3Ωcos (3Ωt)− 3A3Ω sin (3Ωt) + . . . , s2 = . . .

(2)

Ïîñëå ðÿäà ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ðàçëîæåíèÿ:

cos (Ωt) = α1q1 + α2s1 + α2q2 + α3s2 + α5q
2
1 + α6s

2
1 + . . . ,

sin (Ωt) = β1q1 + β2s1 + β2q2 + β3s2 + β5q
2
1 + β6s

2
1 + . . .

(3)

Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèÿ (3), ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü íåàâòîíîìíóþ ñèñòåìó óðàâíå-
íèé â ãëàâíûõ êîîðäèíàòàõ â ýêâèâàëåíòíóþ àâòîíîìíóþ. Â ýòîì ñîñòîèò îñ-
íîâíàÿ èäåÿ ìåòîäà Ðàóøåðà [8, 18]. Â ýêâèâàëåíòíîé àâòîíîìíîé ñèñòåìå ìîæ-
íî âûäåëèòü çàâèñèìîñòè ìåæäó ôàçîâûìè ïåðåìåííûìè ñèñòåìû âèäà qi =
qi(q1, s1, q2, s2), si = si(q1, s1, q2, s2), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íåëèíåéíûìè íîðìàëüíû-
ìè ôîðìàìè êîëåáàíèé Øîó-Ïüåðà [19, 20]. Çäåñü àêòèâíûå ïåðåìåííûå q1, q2 è
s1, s2 âûáèðàþòñÿ â êà÷åñòâå íîâûõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ. Çíàÿ íîðìàëüíûå
ôîðìû êîëåáàíèé, ïîñòðîåííûå äëÿ ýêâèâàëåíòíîé àâòîíîìíîé ñèñòåìû, ìîæíî
ïðèáëèæåííî îïèñàòü ðåçîíàíñíûå êîëåáàíèÿ èñõîäíîé íåàâòîíîìíîé äèíàìè÷å-
ñêîé ñèñòåìû.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÍÍÔ ýêâèâàëåíòíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé â ãëàâíûõ êîîðäèíà-
òàõ òðàíñôîðìèðóåòñÿ â ñèñòåìó óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ ïîìîùüþ
ïðåîáðàçîâàíèÿ

d

dt
=

∂

∂q1

dq1
dt

+
∂

∂s1

ds1
dt

+
∂

∂q2

dq2
dt

+
∂

∂s2

ds2
dt
.

Ðåøåíèå ïîëó÷àåìûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ìîæåò áûòü íàéäåíî
â ôîðìå ñòåïåííûõ ðÿäîâ:{

qn = a
(n)
1,0,0,0q1 + a

(n)
0,1,0,0s1 + a

(n)
0,0,1,0q2 + a

(n)
0,0,0,1s2 + a

(n)
2,0,0,0q

2
1 + . . .

sn = b
(n)
1,0,0,0q1 + b

(n)
0,1,0,0s1 + b

(n)
0,0,1,0q2 + b

(n)
0,0,0,1s2 + b

(n)
2,0,0,0q

2
1 + . . .

, n = 3, N (4)

Çíàÿ çàâèñèìîñòè (4), ìîæíî ñâåñòè íåàâòîíîìíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé â ãëàâíûõ
êîîðäèíàòàõ ñ N ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ê ñèñòåìå ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, îñòà-
âèâ èç N óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà òîëüêî òå äâà, êîòîðûå ñîäåðæàò q̈1 è q̈2,
è èñêëþ÷àÿ âñå ïðî÷èå ïåðåìåííûå ñ ïîìîùüþ çàâèñèìîñòåé (4). Èñïîëüçóÿ ýòè
óðàâíåíèÿ, ìîæíî óòî÷íèòü ïðåäñòàâëåíèÿ (2) è âûïîëíèòü íîâóþ èòåðàöèþ, åñ-
ëè òî÷íîñòü ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ íåäîñòàòî÷íà. Áîëåå ïîäðîáíî ðåàëèçàöèÿ èòå-
ðàöèîííîé ïðîöåäóðû ïîñòðîåíèÿ íåëèíåéíûõ íîðìàëüíûõ ôîðì âûíóæäåííûõ
êîëåáàíèé îïèñàíà â ðàáîòàõ [1, 12, 13].
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3. Ñòàöèîíàðíûå êîëåáàíèÿ â ðîòîðíîé ñèñòåìå

Èç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî óïðóãîå ïîëå, ñîçäàâàåìîå âàëîì è îïîðàìè â ñèñòå-
ìå (1), ÿâëÿåòñÿ èçîòðîïíûì, ñëåäóåò, ÷òî c

(1)
x = c

(1)
y , c

(2)
x = c

(2)
y , k

(1)
x = k

(1)
y , k

(2)
x =

k
(2)
y .

Ïóñòü ïàðàìåòðû ñèñòåìû ïðèíèìàþò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ: m1 = m2 = 2êã,
m = 12êã, Ie = 0.1225êã·ì2, Ip = 0.24êã·ì2, ε = 0.00003ì, l = 0.8ì, l1 = 0.24ì,

c
(1)
x = c

(1)
y = k

(1)
x = k

(1)
y = 7 · 105Í/ì, c(2)x = c

(2)
y = k

(2)
x = k

(2)
y = 8 · 1010Í/ì3,

E = 2.1 · 1011Ïà, β = 60Í·c/ì, ρ1 = 5Í·c/ì, ρ2 = 5Í·c,J = 3.976 · 10−8ì4.

Ïðèìåíÿÿ îïèñàííûå âûøå ïðîöåäóðó ðàñ÷åòà ÍÍÔ, ìîæíî ïîëó÷èòü â îêðåñò-
íîñòè ïåðâîãî ðåçîíàíñà àìïëèòóäíûå êðèâûå, èçîáðàæåííûå íà ðèñ. 2, ãäå ïðåä-
ñòàâëåíû àìïëèòóäû ïåðâîé è òðåòüåé ãàðìîíèê ïåðåìåùåíèé öåíòðà äèñêà Î.
Àìïëèòóäû ïåðåìåùåíèé äèñêà è îïîð â äâóõ ïåðïåíäèêóëÿðíûõ íàïðàâëåíèÿõ,
ñîîòâåòñòâóþùèõ îñÿì ÎÕ è OY, îêàçûâàþòñÿ ðàâíûìè.

(a) (b)

Ðèñ. 2. Àìïëèòóäíûå êðèâûå ïåðâîé (à) è òðåòüåé (b) ãàðìîíèê ïîñòóïàòåëüíûõ ïåðåìåùåíèé

öåíòðà äèñêà Î (ëèíèÿ - ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà ãàðìîíè÷åñêîãî áàëàíñà,

òî÷êè - ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå íà îñíîâå ìåòîäà íåëèíåéíûõ íîðìàëüíûõ ôîðì êîëåáàíèé) (ν1-

ïåðâàÿ ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé íåïîäâèæíîãî ðîòîðà).

Ôîðìà ïîëó÷åííûõ À×Õ ÿâëÿåòñÿ âïîëíå îæèäàåìîé, ó÷èòûâàÿ ïðèíÿòûé õà-
ðàêòåð íåëèíåéíîñòè îïîð. Îäíàêî, àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ïîëó÷åííûõ ñòàöèîíàð-
íûõ ðåøåíèé ïóòåì ðàñ÷åòà ìóëüòèïëèêàòîðîâ (èññëåäóåòñÿ ðåøåíèå, ïîëó÷åí-
íîå ìåòîäîì ãàðìîíè÷åñêîãî áàëàíñà) äåìîíñòðèðóåò íåîæèäàííûå ðåçóëüòàòû
(ðèñ. 3).
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Ðèñ. 3. Ðåçóëüòàò àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðèñóíêó 2. Òî÷êàìè ïîêàçà-

íû óñòîé÷èâûå ðåøåíèÿ, îêðóæíîñòÿìè - íåóñòîé÷èâûå.

Êàê âèäíî èç ðèñóíêà, ñóùåñòâóåò îïðåäåëåííûé äèàïàçîí ÷àñòîò, â êîòîðîì
íàéäåííûå ðåæèìû îêàçûâàþòñÿ íåóñòîé÷èâûìè. Äîïîëíèòåëüíîå èññëåäîâàíèå
ïîêàçûâàåò, ÷òî îò îáíàðóæåííîé àìïëèòóäíîé êðèâîé îòâåòâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëü-
íàÿ ïàðà ðåøåíèé, êîòîðûå îáíàðóæèâàþòñÿ êàê ìåòîäîì ãàðìîíè÷åñêîãî áàëàí-
ñà, òàê è ìåòîäîì íîðìàëüíûõ ôîðì êîëåáàíèé (ðèñ. 4,à). Èññëåäîâàíèå óñòîé÷è-
âîñòè ïîëó÷åííûõ ðåæèìîâ äàåò ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 4,b.

(a) (b)

Ðèñ. 4. Óòî÷íåííàÿ À×Õ äëÿ ïåðâîé ãàðìîíèêè ïåðåìåùåíèÿ õ äèñêà. à) - ðåøåíèÿ íà îñíîâå

ìåòîäîâ ãàðìîíè÷åñêîãî áàëàíñà (ëèíèÿ) è ìåòîäà ÍÍÔ (òî÷êè), b) - ðåçóëüòàò àíàëèçà óñòîé-

÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé (òî÷êè - óñòîé÷èâûå ðåøåíèÿ, îêðóæíîñòè - íåóñòîé-

÷èâûå).

ISSN 0203�3755 Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, òîì 1(29), �2 (2011)



ÐÅÇÎÍÀÍÑÍÛÅ ÐÅÆÈÌÛ ÄÂÈÆÅÍÈß ÎÄÍÎÄÈÑÊÎÂÎÃÎ ÐÎÒÎÐÀ 275

Ðàññìîòðèì îáíàðóæèâàåìûå ðåæèìû. Ïðîèçâîëüíî âûáåðåì êàêîå-ëèáî çíà-
÷åíèå ÷àñòîòû âðàùåíèÿ Ω, ïðè êîòîðîì ñóùåñòâóþò òðè îáíàðóæåííûõ ðåæèìà
êîëåáàíèé (ïóñòü, íàïðèìåð, Ω/ν1 = 1.02 (ν1-ïåðâàÿ ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà êîëåáà-
íèé íåïîäâèæíîãî ðîòîðà)). Çàäàííîìó çíà÷åíèþ ÷àñòîòû âðàùåíèÿ ñîîòâåòñòâó-
þò ðåæèìû, óñëîâíî îáîçíà÷åííûå áóêâàìè A, B è C (ñì. ðèñ. 4,b).

Ïðîñòðàíñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå ïðåöåññèðóþùåãî ðîòîðà, ñîîòâåòñòâóþùåå
ðåæèìó À, èçîáðàæåíî íà ðèñ. 5, òàì æå èçîáðàæåíû òðàåêòîðèè, êîòîðûå îïè-
ñûâàþò öåíòð äèñêà (òî÷êà 1), à òàêæå ëåâàÿ è ïðàâàÿ îïîðû (òî÷êè 2 è 3 ñîîò-
âåòñòâåííî).

Ðèñ. 5. Ïðîñòðàíñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå ïðåöåññèðóþùåãî âàëà â ðåæèìå À, à òàêæå òðàåêòîðèè

ïåðåìåùåíèé äèñêà, ëåâîé è ïðàâîé îïîð (òî÷êè 1, 2, 3 ñîîòâåòñòâåííî), ïîëó÷åííûå íà îñíîâå

àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé (åäèíèöà èçìåðåíèÿ ïåðåìåùåíèé � ìì).

Ôîðìà òðàåêòîðèé, èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. 5, ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íîé äëÿ âñåõ ðå-
æèìîâ, èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. 2 - òðàåêòîðèè êàê öåíòðà äèñêà, òàê è îïîð ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé öèêëè÷åñêè ñèììåòðè÷íûå ëèíèè. Îäíàêî, ïðè âûáðàííîì ðàíåå
çíà÷åíèè ÷àñòîòû âðàùåíèÿ ðåæèì À îêàçûâàåòñÿ íåóñòîé÷èâûì, ÷òî ïîäòâåð-
æäàåòñÿ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Ñâîéñòâàìè öèêëè÷åñêîé ñèììåòðèè íå îáëàäàþò, îäíàêî, òðàåêòîðèè, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ðåæèìàì B è C (ðèñ. 6 è 7 ñîîòâåòñòâåííî), îíè ÿâëÿþòñÿ öåíòðàëüíî-
ñèììåòðè÷íûìè. Íà êàæäîì èç äàííûõ ðåæèìîâ öåíòð äèñêà îïèñûâàåò òðàåêòî-
ðèþ, áëèçêóþ ê ýëëèïñó. Ïðè ýòîì â ðåæèìå B àìïëèòóäû êîëåáàíèé â íàïðàâ-
ëåíèè îñè ÎÕ ñóùåñòâåííî ïðåâûøàþò àìïëèòóäû ïåðåìåùåíèé â íàïðàâëåíèè
îñè OY, äëÿ ðåæèìà C âñå ñ òî÷íîñòüþ äî íàîáîðîò. Êàæäûé èç äàííûõ ðåæèìîâ
ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì, ðåçóëüòàòû ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîâåðî÷íûõ ðàñ÷åòîâ òàêæå
ïðèâåäåíû íà ðèñ. 6 è 7.
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Ðèñ. 6. Ïðîñòðàíñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå ïðåöåññèðóþùåãî âàëà â ðåæèìå B, à òàêæå òðàåêòî-

ðèè ïåðåìåùåíèé äèñêà, ëåâîé è ïðàâîé îïîð (òî÷êè 1, 2, 3 ñîîòâåòñòâåííî)(åäèíèöà èçìåðåíèÿ

ïåðåìåùåíèé � ìì). Çäåñü òî÷êè îòâå÷àþò àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèÿì, ëèíèè - ïðîâåðî÷íîìó

÷èñëåííîìó ðàñ÷åòó.

Ðèñ. 7. Ïðîñòðàíñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå ïðåöåññèðóþùåãî âàëà â ðåæèìå C, à òàêæå òðàåêòîðèè

ïåðåìåùåíèé äèñêà, ëåâîé è ïðàâîé îïîð (òî÷êè 1, 2, 3 ñîîòâåòñòâåííî)(åäèíèöà èçìåðåíèÿ ïåðå-

ìåùåíèé � ìì). Òî÷êè îòâå÷àþò àíàëèòè÷åñêîìó ðåøåíèþ, ëèíèè � ïðîâåðî÷íîìó ÷èñëåííîìó

ðàñ÷åòó.
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Íà ðèñóíêå 8 èçîáðàæåíà äèàãðàììà Êýìïáåëëà ðîòîðíîé ñèñòåìû ïðè óêà-
çàííûõ ðàíåå çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ. Òî÷êå D íà ðèñ. 4, â êîòîðîé ïðîèñõîäèò
âåòâëåíèå ðåøåíèé, ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèå ÷àñòîòû âðàùåíèÿ, ðàâíîå ïåðâîé êðè-
òè÷åñêîé ñêîðîñòè ðîòîðà.

(a) (b)

Ðèñ. 8. Äèàãðàììà Êýìïáåëëà ðîòîðíîé ñèñòåìû. Îïðåäåëåíèå ïåðâîé êðèòè÷åñêîé ñêîðîñòè

ïðÿìîé ïðåöåññèè. (ω � óãëîâûå ñêîðîñòè ïðåöåññèè ëèíåéíîãî ðîòîðà)

4. Èñïîëüçîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñ ïîëîâèííûì
÷èñëîì ïåðåìåííûõ

Êàê ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà, óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ðî-
òîðíîé ñèñòåìû, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 1, ïîçâîëÿþò îáíàðóæèòü äâà êà÷åñòâåííî
ðàçëè÷íûõ âèäà ðåøåíèé: ïåðâûé òèï ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóåò ðåæèìàì ñ öèêëè-
÷åñêè ñèììåòðè÷íûìè òðàåêòîðèÿìè ïåðåìåùåíèé äèñêà è îïîð (ðåæèì À), âòî-
ðîé òèï ðåøåíèé îïèñûâàåò ðåæèìû äâèæåíèÿ, ïðè êîòîðûõ òðàåêòîðèè äèñêà è
îïîð ÿâëÿþòñÿ ëèíèÿìè ñ öåíòðàëüíîé ñèììåòðèåé (ðåæèìû B,C). Îòëè÷èòåëüíàÿ
÷åðòà ðåæèìà À � öèêëè÷åñêàÿ ñèììåòðèÿ òðàåêòîðèé â êîíôèãóðàöèîííîì ïðî-
ñòðàíñòâå � ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ðåæèìû òàêîãî òèïà, èñïîëüçóÿ áîëåå ïðîñòóþ
ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü.

Òåïåðü, ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ f̄ = {x, θ1, x1, x2}T , f̄∗ = {y, θ2, y1, y2}T , ìîæ-
íî óáåäèòüñÿ, ïðîâîäÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ â ñèñòåìå (1), ÷òî
äàííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî çàìåíû âèäà f̄ (t) →
f̄ ∗ (t+ T/4) , f̄ ∗ (t) → −f̄ (t+ T/4) ïðè îäíîâðåìåííîé çàìåíå t → t + T/4
(T = 2π/Ω �ïåðèîä âðàùåíèé ðîòîðà). Ðàâåíñòâî f̄ (t) = f̄ ∗ (t+ T/4) , f̄∗ (t) =
−f̄ (t+ T/4) äëÿ ðåæèìà À ïîäòâåðæäàåòñÿ òàêæå àíàëèòè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè
è ïðåäñòàâëåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ òðàåêòîðèé íà ðèñ. 5. Òàêèì îáðàçîì, óñëî-
âèÿ ñèììåòðèè ïîçâîëÿþò äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåæèìîâ òèïà À èñïîëüçîâàòü áîëåå
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ïðîñòóþ ìîäåëü, ÷èñëî ïåðåìåííûõ â êîòîðîé óìåíüøåíî ðîâíî íàïîëîâèíó:

mẍ (t) + ρ1ẋ (t) + c11 (x (t)− h1x2 (t)− h2x1 (t))+

+ c12

(
−θ1 (t+ π/2Ω)−

x2 (t)− x1 (t)

l

)
= εΩ2m cosΩt,

Ieθ̈1 (t) + ρ2θ̇1 (t)− IpΩθ̇1 (t+ π/2Ω)

− c21 (−x (t+ π/2Ω) + h1x2 (t+ π/2Ω) + h2x1 (t+ π/2Ω))−

− c22

(
−θ1 (t)−

−x2 (t+ π/2Ω) + x1 (t+ π/2Ω)

l

)
= 0,

m1ẍ1 (t) + βẋ1 (t) + s1 (x (t)− h1x2 (t)− h2x1 (t))+

+ s2

(
−θ1 (t+ π/2Ω)−

x2 (t)− x1 (t)

l

)
+ cx

(1)x1 (t) + cx
(2)x1

3 (t) = 0,

m2ẍ2 (t) + βẋ2 (t) + s3 (x (t)− h1x2 (t)− h2x1 (t))+

+ s4

(
−θ1 (t+ π/2Ω)−

x2 (t)− x1 (t)

l

)
+ kx

(1)x2 (t) + kx
(2)x2

3 (t) = 0,

(5)

Î÷åâèäíî, ÷òî äàííûé âàðèàíò çàïèñè ðåäóöèðîâàííîé ñèñòåìû ñ ïîëîâèííûì
÷èñëîì ïåðåìåííûõ íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì.

Ìåòîä ãàðìîíè÷åñêîãî áàëàíñà ìîæíî ïðèìåíÿòü ê óðàâíåíèÿì (5) íåïîñðåä-
ñòâåííî. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà íåëèíåéíûõ íîðìàëüíûõ ôîðì êîëåáàíèé òàêæå
âîçìîæíî ïîñëå ðÿäà îãîâîðîê. Âî-ïåðâûõ, â îïèñàííîì âûøå âàðèàíòå ìåòîä
ÍÍÔ òðåáóåò íàëè÷èÿ óðàâíåíèé â ãëàâíûõ êîîðäèíàòàõ. Îäíàêî â ðåæèìå À
ãëàâíûå êîîðäèíàòû òàêæå ìîæíî ðàçáèòü íà äâå ãðóïïû ïîäîáíî ïðèâåäåí-
íûì âûøå âåêòîðàì f̄ è f̄ ∗, à ýòî â ñâîþ î÷åðåäü ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ÷åòûðå
óðàâíåíèÿ â ãëàâíûõ êîîðäèíàòàõ, ïîäîáíûõ óðàâíåíèÿì (5). Âî-âòîðûõ, ñðå-
äè îñòàâëåííûõ ÷åòûðåõ ïåðåìåííûõ àêòèâíîé áóäåò ëèøü îäíà ãëàâíàÿ êîîð-
äèíàòà (íàïðèìåð, q1), à çíà÷èò, ôîðìû Øîó-Ïüåðà íåîáõîäèìî èñêàòü â âè-
äå çàâèñèìîñòåé qi = qi (q1, s1), si = si (q1, s1), ãäå s1 = q̇1, ÷òî çíà÷èòåëüíî
îáëåã÷àåò âû÷èñëèòåëüíóþ ñòîðîíó çàäà÷è. Â-òðåòüèõ, â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè
ìîæíî ïðèíÿòü, ÷òî èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà ñèñòåìû â ïðîöåññå äâèæåíèÿ îïè-
ñûâàåò íà ïëîñêîñòè (q1, s1) òðàåêòîðèþ, áëèçêóþ ê êàíîíè÷åñêîìó ýëëèïñó âè-
äà q1 = A cos (Ωt+ ψ) , s1 = −ΩA sin (Ωt+ ψ), ÷òî ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü ñëå-

äóþùèå çàâèñèìîñòè: q1 (t+ π/2Ω) = −A sin (Ωt+ ψ) = s1 (t)/Ω, s1 (t+
π/2Ω) =

−AΩcos (Ωt+ ψ) = −Ωq1 (t). Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïîìîùè ýòèõ çàâèñèìîñòåé
ïðè ïîñòðîåíèè íîðìàëüíûõ ôîðì êîëåáàíèé íåîáõîäèìî âûïîëíèòü çàìåíó àê-
òèâíûõ ïåðåìåííûõ â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ ðåäóöèðîâàííîé ñèñòåìû, è ëèøü ïî-
ñëå ýòîãî ïðèñòóïàòü ê ñîñòàâëåíèþ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. ×ëåíàì
âèäà qi (t+ T/4) , si (t+ T/4) ïðè ôîðìèðîâàíèè óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-
íûõ ñòàâÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèå âûðàæåíèÿ qi = qi (s1/Ω,−Ωq1) , si = si (s1/Ω,−Ωq1).
â îñòàëüíîì ïðîöåäóðà íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ îò îïèñàííîé ðàíåå.

Ïðîâåðî÷íûé ðàñ÷åò ïîêàçûâàåò, ÷òî À×Õ, ïîñòðîåííûå â îêðåñòíîñòè ðåçî-
íàíñà Ω ≈ Ω1êð. ïðè ïîìîùè ìåòîäà ãàðìîíè÷åñêîãî áàëàíñà, ïðèìåíÿåìîãî êàê
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ê ïîëíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé, òàê è ê óêîðî÷åííîé, íå îòëè÷àþòñÿ.

5. Âûâîäû

Ðàññìîòðåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè îäíîäèñêîâîãî ðîòîðà ñ èçîòðîïíî-óïðó-
ãèì âàëîì è íåëèíåéíûìè èçîòðîïíî-óïðóãèìè îïîðàìè ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü, ÷òî
óðàâíåíèÿ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ðîòîðà ïîä äåéñòâèåì ñîáñòâåííîé íåóðàâíî-
âåøåííîñòè â äèàïàçîíå ÷àñòîò, áëèçêîì ê ïåðâîé êðèòè÷åñêîé ñêîðîñòè, äîïóñ-
êàþò ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íûì ðåæèìàì äâèæåíèÿ. Íà-
ðÿäó ñ ðåæèìàìè ñèíõðîííîé ïðåöåññèè, ïðè êîòîðûõ òðàåêòîðèè äèñêà è îïîð
ÿâëÿþòñÿ öèêëè÷åñêè ñèììåòðè÷íûìè (ïðè ìàëîé íåëèíåéíîñòè - áëèçêèìè ê êðó-
ãîâûì), ìîæíî îáíàðóæèòü òàêèå ñèíõðîííûå ðåæèìû, ïðè êîòîðûõ òðàåêòîðèè
ñòàíîâÿòñÿ öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûìè (ïðè ìàëîé íåëèíåéíîñòè - áëèçêèìè ê ýë-
ëèïòè÷åñêèì). Ñóùåñòâîâàíèå ïîäîáíûõ ðåæèìîâ ïîäòâåðæäàåòñÿ êàê ïðè ïîìî-
ùè àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ, òàê è ïðèìåíåíèåì ÷èñëåííîãî ìîäåëè-
ðîâàíèÿ.

Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå, äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðåæèìîâ äâèæåíèÿ ñ öèêëè÷åñêè ñèì-
ìåòðè÷íûìè òðàåêòîðèÿìè ìîæíî èñïîëüçîâàòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, ñôîðìóëè-
ðîâàííûå îòíîñèòåëüíî ÷åòûðåõ îáîáùåííûõ ïåðåìåùåíèé, à íå âîñüìè.
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