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Аннотация. Рассматривается динамически симметричное твердое тело на струнном подвесе.
Длина подвеса меняется по кусочно-постоянному периодическому закону. Исследуются условия
стабилизации вращения тела вокруг оси динамической симметрии. Исследования проводятся ме-
тодами теории Флоке и теории устойчивых многочленов. Получены необходимые и достаточные
условия устойчивости.
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1. Введение

Одним из направлений исследований в теоретической механике является ис-
следование устойчивости стационарных движений механических систем при па-
раметрических возмущениях. В данной статье будет рассматриваться движение
абсолютно твердого тела, подвешенного на струнном подвесе. Обзор [1] дает до-
статочно полное представление о результатах в этой области по состоянию на
1991 г. Исследованию устойчивости в маятниковых системах посвящены также
работы [2–8].

Целью настоящей работы является получение необходимых и достаточных
условий устойчивости абсолютно твердого тела на подвесе переменной длины, в
случае когда изменения длины подвеса описывается кусочно-постоянной функци-
ей и частота этих изменений мала. При этом применяется аппарат теории устойчи-
вых многочленов развитой в книге [9]. В работах [12, 13] также рассматриваются
вопросы устойчивости систем с переменной длиной подвеса для маятников.

2. Постановка задачи

Рассматривается динамически симметричное твердое тело, подвешенное на
нерастяжимом невесомом стержне O1O2. Точка O2 находится на оси динамиче-
ской симметрии тела.
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Предполагается, что длина подвеса описывается кусочно-постоянной функци-
ей, так что

l(t) =


l1, t ∈

(
kθ,

θ

2
+ kθ

]
l2, t ∈

(
θ

2
+ kθ, (k + 1)θ

]
; k ∈ Z.

Исходя из вида функции l(t), можем заключить, что на интервалах времени(
kθ,

θ

2
+ kθ

)
и
(
θ

2
+ kθ, (k + 1)θ

)
тело находится под действием стационарных

связей, а в момент времени t =
kθ

2
происходит мгновенное изменение голономной

связи. Этот момент времени является моментом удара в системе.
Введем неподвижную систему координат Oξηζ, так что ось ζ — вертикальная,

а плоскость ξη — горизонтальная. Точка O1 (точка подвеса) имеет координаты
ξ = 0, η = 0, ζ = 0. В центре масс G тела, расположенном на оси динамической
симметрии, поместим начала двух других систем координат: Gξ1η1ζ1 и Gxyz. Оси
первой системы координат постоянно параллельны соответствующим осям Oξηζ,
оси второй системы жестко связаны с телом. При этом ось Gz направлена по
оси динамической симметрии тела и является главной центральной осью инер-
ции. Положение тела и жестко связанной с ним системы координат Gxyz относи-
тельно поступательно перемещающейся системы Gξ1η1ζ1 определим тремя углами
Эйлера–Крылова: α, β и γ. Углами α1 и β1 зададим положение стержня O1O2 по
отношению к системе координат O1ξηζ.

Струнный подвес можно рассматривать как реономную геометрическую связь

x2 + y2 + z2 = l2(t), t ̸= kθ

2
,

где x, y, z — координаты точки O2 в неподвижной системе координат. Координаты
ξG, ηG, ζG центра масс тела G определяются по формулам.

ξG = −l(t) sin β1 − a sin β,

ηG = −l(t) sinα1 cos β1 + a sinα cos β, t ̸= kθ

2
,

ζG = −l(t) cosα1 cos β1 − a cosα cos β.

Кинетическая энергия системы имеет вид

T =
1

2
(m(ξ̇2G + η̇2G + ζ̇2G) + A(ω2

x + ω2
y) + Cω2

z),

а потенциальная энергия определяется формулой

V = mgζG = −mg(l(t) cosα1 cos β1 + a cosα cos β), t ̸= kθ

2
.
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Кроме силы тяжести на систему действуют малые силы трения в шарнире O1,
которые можно задать функцией Релея

R =
µ(α̇2

1 + β̇2
1)

2
,

µ — положительный коэффициент.

При t ̸= kθ

2
уравнения движения имеют форму уравнений Лагранжа второго

рода [10]
d

dt
(
∂L

∂q̇k
)− ∂L

∂qk
= Qk,

где qk — обобщенные координаты, а Qk — соответствующие им обобщенные силы

Qk =
∂R

∂q̇k
.

При t =
kθ

2
уравнения движения имеют форму

qk(
kθ

2
− 0) = qk(

kθ

2
+ 0),

∂L

∂q̇k

∣∣∣∣
t=
kθ

2
−0

=
∂L

∂q̇k

∣∣∣∣
t=
kθ

2
+0

.

Система уравнений движения допускает стационарный режим:

α1 = α̇1 = 0, β1 = β̇1 = 0, β = β̇ = 0, α = α̇ = 0, γ = ωt+ c, γ̇ = ω,

где ω — угловая скорость вращения тела вокруг его оси динамической симметрии.
В линейном приближении система уравнений возмущенного движения в пере-

менных x = (x1, x2, x3, x4)
T , где

x1 = α1, x2 = β1, x3 = α, x4 = β

имеет вид

Anẍ(t) + (B + G)ẋ(t) + Cnx(t) = 0, n = 1, 2, t ̸= kθ

2
,

x(t+) = x(t), A2ẋ(t
+) = A1ẋ(t), t =

θ

2
+ kθ,

x(t+) = x(t), A1ẋ(t
+) = A2ẋ(t), t = kθ.

(2.1)

Постоянные матрицы An, B, G, C выглядят следующим образом

An =


ml2n 0 maln 0
0 ml2n 0 maln

maln 0 A+ma2 0
0 maln 0 A+ma2

, B =


µ 0 0 0
0 µ 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

,
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G =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 Cω
0 0 −Cω 0

, Cn =


mgln 0 0 0
0 mgln 0 0
0 0 mga 0
0 0 0 mga

.

Введем комплексные переменные z1 = x1 + ix2, z2 = x3 + ix4, z = (z1, z2)
T .

Система (2.1) преобразуется к виду:

Ãnz̈(t) + (B̃ + G̃)ż(t) + C̃nz(t) = 0, n = 1, 2, t ̸= kθ

2
,

z(t+) = z(t), Ã2ż(t
+) = Ã1ż(t), t =

θ

2
+ kθ,

z(t+) = z(t), Ã1ż(t
+) = Ã2ż(t), t = kθ,

(2.2)

где

Ãn =

(
ml2n maln
maln A+ma2

)
, B̃ =

(
µ 0
0 0

)
,

G̃ =

(
0 0
0 −iCω

)
, C̃n =

(
mgln 0
0 mga

)
.

Система (2.2) является линейной периодической системой дифференциальных
уравнений с импульсным воздействием. Для исследования устойчивости систе-
мы (2.2) применим результаты теории Флоке [11]. Для этого систему дифферен-
циальных уравнений приведем к нормальной форме. Введем новые переменные
y1(t) = z(t), y2(t) = ż(t), y(t) = (y1, y2)

T тогда

ẏ(t) = Mny(t), t ̸= kθ

2
,

ẏ(t+) = S1y(t), t =
θ

2
+ kθ,

ẏ(t+) = S2y(t), t = kθ,

(2.3)

где

Mn =

(
0 I

−Ã−1
n C̃n −Ã−1

n (B̃ + G̃)

)
=

=


0 0 1 0
0 0 0 1

− (A+ma2)g
Aln

ma2g
Aln

− (A+ma2)µ
Aml2n

−aCω
Aln

i
mag
A

−mag
A

aµ
Aln

Cω
A
i

 ,

S1 =

(
I 0

0 Ã−1
2 Ã1

)
=


1 0 0 0
0 1 0 0

0 0 l1(Al1+ma2(l1−l2))

Al22

a(A+ma2)(l1−l2)

Al22

0 0 −mal1(l1−l2)
Al2

Al2−ma2(l1−l2)
Al2

 ,
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S2 =

(
I 0

0 Ã−1
1 Ã2

)
=


1 0 0 0
0 1 0 0

0 0 l2(Al2+ma2(l2−l1))

Al21

a(A+ma2)(l2−l1)

Al21

0 0 −mal2(l2−l1)
Al1

Al1−ma2(l2−l1)
Al1

 .

Матрица монондромии системы (2.3) будет иметь вид:

Φ = S2e
M2

θ
2S1e

M1
θ
2 .

Необходимые и достаточные условия устойчивости системы (2.3) основаны на ре-
зультатах классической теории Флоке:

1) система (2.3) асимптотически устойчива, тогда и только тогда, когда все
мультипликаторы этой системы (характеристические числа матрицы монодромии
Φ) лежат внутри открытого единичного круга (комплексной плоскости C),

2) система (2.3) неустойчива, если хотя бы один мультипликатор лежит вне
замкнутого единичного круга,

3) система (2.3) устойчива, тогда и только тогда, когда все мультипликато-
ры лежат внутри замкнутого единичного круга и тем из них, которые лежат на
единичной окружности соответствуют простые элементарные делители матрицы
Φ.

В настоящей работе исследуется вопрос об условиях устойчивости стационар-
ного вращения твердого тела при условии, что θ является достаточно малым.

3. Условия устойчивости стационарного вращения

Рассмотрим случай, когда θ — мало. Разложим с точностью до o(θ) элементы
матрицы монодромии Φ:

eMn
θ
2 = I +

θ

2
Mn + o(θ).

Тогда Φ разложится в ряд по θ следующим образом

Φ = I +
θ

2
(S2M2S1 +M1) + o(θ). (3.1)

Согласно теории Флоке система будет асимптотически устойчивой, тогда и толь-
ко тогда, когда все мультипликаторы матрицы монодромии будут лежать внутри
открытой единичной окружности. Это условие эквивалентно условию, что для
всех собственных значений матрицы S2M2S1 + M1 должно выполняться условие
Re(λ) < 0. Для проверки этого условия воспользуемся критерием Рауса-Гурвица
для многочленов с комплексными коэффициентами. Представим характеристиче-
ский многочлен f(λ) матрицы S2M2S1 +M1 в виде [9]:

f(ip) = ĝ(p)− ĥ(p).

Где
ĝ(p) = a0p

4 + a1p
3 + a2p

2 + a3p+ a4

ĥ(p) = b0p
3 + b1p

2 + b2p+ b3.
(3.2)
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Для данных многочленов (3.2) составим матрицу Гурвица:

a0 a1 a2 a3 a4 0 0 0
0 b0 b1 b2 b3 0 0 0
0 a0 a1 a2 a3 a4 0 0
0 0 b0 b1 b2 b3 0 0
0 0 a0 a1 a2 a3 a4 0
0 0 0 b0 b1 b2 b3 0
0 0 0 a0 a1 a2 a3 a4
0 0 0 0 b0 b1 b2 b3


.

Вычисляя ее главные миноры четного порядка (определители Гурвица), получим
необходимые и достаточные условия параметрической стабилизации. При этом
будем учитывать, что характеристический многочлен симметричен относительно
l1, l2, а следовательно коэффициенты в определителях Гурвица можна предста-
вить, как функции от элементарных симметричных многочленов σ1 = l1 + l2 и
σ2 = l1l2.

(σ2
1 − 2σ2)E > 0,

AE3(σ2
1 − 2σ2)

3gσ1 + 4E2(σ2
1 − 2σ2)

2mag−
−4BE(σ2

1 − 2σ2)(C
2ω2 + Amag)− 4AB2C2ω2 > 0,

−a2m2g2((−σ2
1 + 2σ2)E + AB)(−4ma(−σ2

1 + 2σ2)E + AB)+
+AE2σ1(σ

2
1 − 2σ2)

2) + BC2ω2mag(8ma(E(σ2
1 − 2σ2) + 3AB)+

+AEσ1(E(σ2
1 − 2σ2) + 3AB)(σ2

1 − 2σ2))+

+AB2C4ω4σ1((σ
2
1 − 2σ2) + AB) > 0,

(3.3)

AB2(Amag − 2C2ω2)−
−2BE(Amag + C2ω2) + E2mag(σ2

1 − 2σ2)
2 > 0,

θ ≪ 1.

Для сокращения выкладок были введены следующие обозначения:

B =
1

A2σ2
2

((A+
1

2
ma2)(σ2

1 − 2σ2)−ma2σ2), E =
A+ma2

Aσ2
2

.

Из системы неравенств (3.3) можно исключить первое неравенство, так как оно
выполняется при любых значениях параметров системы. Таким образом условия
параметрической стабилизации сводятся к системе из трёх неравенств.

4. Примеры

На рис. 1a и 1b штриховкой отмечены области устойчивости в пространстве
параметров (ω, l1/l2) при следующих значениях констант:
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(a) C = 2кг · м2/с2, A = 10кг · м2/с2, l2 = 5м, m = 5кг, a = 0.3м, g = 9, 8м/с2,
µ = 0.5кг · м2/с2;

(b) C = 2кг · м2/с2, A = 3кг · м2/с2, l2 = 3м, m = 2кг, a = 0.5м, g = 9, 8м/с2,
µ = 0.3кг · м2/с2.
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Рис. 1.

5. Обсуждение

В данной статье предложен подход, основанный на определителях Гурвица и
теории Флоке, который дает возможность определить области устойчивости ди-
намически симметричного твердого тела на струнном подвесе переменной длины.
Получены необходимые и достаточные условия устойчивости в виде системы нера-
венств, ограничивающие параметры системы. Представлены численные примеры
и построены области, которые им отвечают.
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