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Àííîòàöèÿ. Ïðåäëîæåíà ìåòîäèêà ñïåöèôèêàöèè è èäåíòèôèêàöèè ñòàöèîíàðíûõ ëèíåéíî-
êâàäðàòè÷åñêèõ ìîäåëåé äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì â òð¼õìåðíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Îöåíèâàíèå
ïàðàìåòðîâ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðîâåäåíî ñ ïîìîùüþ ìåòîäà êîëëîêàöèè. Äëÿ êîð-
ðåêòíîé íàñòðîéêè ìîäåëè ðàçðàáîòàíà ñõåìà ìóëüòèêðèòåðèàëüíîãî ðåãóëÿòîðà, äåéñòâóþùåãî
ïî ïðèíöèïó îáðàòíîé ñâÿçè. Âñå ìåòîäû è ìîäåëè àïðîáèðîâàíû íà ðåàëüíûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ
äàííûõ.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: LQ-ìîäåëü, ñïåöèôèêàöèÿ, ïàðàìåòðè÷åñêàÿ èäåíòèôèêàöèÿ, ìóëüòèêðèòå-
ðèàëüíûé ðåãóëÿòîð, îáðàòíàÿ ñâÿçü.

1. Ââåäåíèå
Öåíòðàëüíîé èäååé ñîâðåìåííîãî ñèñòåìíîãî àíàëèçà ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ñâîéñòâ

ðåàëüíûõ ñèñòåì ñ ïîìîùüþ èõ ìàòåìàòè÷åñêèõ àáñòðàêöèé � äèíàìè÷åñêèõ ìî-
äåëåé, ïðåäñòàâëåííûõ â âèäå äèôôåðåíöèàëüíûõ èëè äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè-
÷åñêèõ óðàâíåíèé. Îäíàêî ðåøåíèþ ïðÿìîé çàäà÷è, êàê ïðàâèëî, ïðåäøåñòâó-
åò ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è äèíàìèêè, êîòîðàÿ ñîñòîèò â âîññòàíîâëåíèè çàêîíà
äâèæåíèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ïî èìåþùèìñÿ ýìïèðè÷åñêèì äàííûì [6, 12].

Ìàòåìàòè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò ñëåäóþùåå. Ïóñòü â íåêîòîðûõ òî÷êàõ îòðåçêà
[τ0, τ1] èç èññëåäóåìîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè [τ0, τk] èìååòñÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ èí-
ôîðìàöèÿ {xτ} î äèíàìèêå âåêòîðà x ôàçîâûõ êîîðäèíàò â ïðîñòðàíñòâå Em.
Äàííûå {uτ} î äèíàìèêå âåêòîðà u óïðàâëÿþùèõ ïåðåìåííûõ â ïðîñòðàíñòâå Er

ìîãóò îòñóòñòâîâàòü. Íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü çàêîí äâèæåíèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòå-
ìû â âèäå

{
ẋ(τ) = f(x(τ), u(τ) |θ1), x(τ∗) = x∗,

u̇(τ) = g(x(τ), u(τ) |θ2), u(τ∗) = u∗,
(1.1)

ãäå θ1 è θ1 � âåêòîðû íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ, ïîäëåæàùèõ èäåíòèôèêàöèè.
Ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ x∗ è u∗ çàäàþòñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå τ∗ ∈ [τ0, τk] è ÷àñòî
ñ÷èòàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûìè íåèçâåñòíûìè êîýôôèöèåíòàìè [13]. Ñïåöèôèêàöèÿ
âåêòîð-ôóíêöèé f è g ìîæåò áûòü êàê àïðèîðíîé (äëÿ ñëàáî ôîðìàëèçîâàííûõ
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ñèñòåì) [8], òàê è àïîñòåðèîðíîé (åñëè ôèçèêà ïðîöåññà èëè ïðåäâàðèòåëüíûé
àíàëèç äàííûõ óêàçûâàþò íà êîíêðåòíûé âèä ôóíêöèîíàëüíîé ôîðìû) [13].

Åñëè âîçìîæíî ñîáðàòü èíôîðìàöèþ î äèíàìèêå âåêòîðà óïðàâëåíèé u(t),
òî äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòèôèêàöèè ìîäåëè (1.1) èñïîëüçóþò ðÿä êëàññè÷å-
ñêèõ ìåòîäîâ. Óñëîâíî èõ ìîæíî ðàçäåëèòü íà ÷åòûðå ãðóïïû: äèôôåðåíöèàëüíî-
ðàçíîñòíûå ñõåìû, èíòåãðàëüíûå ñõåìû [1, 12], íåëèíåéíûå ðåãðåññèîííûå ìåòî-
äû [10] è ìåòîäû êîëëîêàöèè [13]. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî èìåííî ïîñëåäíÿÿ ãðóïïà ìåòî-
äîâ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì êîìïðîìèññîì ìåæäó óíèâåðñàëüíîñòüþ è ýôôåêòèâ-
íîñòüþ â èñïîëüçîâàíèè. Ê òîìó æå, ìåòîäû êîëëîêàöèè ïî ñâîåé ñóòè áëèçêè ê
ìåòîäàì ðàçëîæåíèÿ òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ íà ñîñòàâëÿþùèå, ÷òî äåëàåò èõ âàæ-
íûì èíñòðóìåíòîì àíàëèçà âðåìåííûõ ðÿäîâ [11].

Ãëàâíîé ïðîáëåìîé çàäà÷è ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòèôèêàöèè ìîäåëè (1.1) ÿâ-
ëÿåòñÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ ê ìàëûì èçìåíåíèÿì âõîäíîé èí-
ôîðìàöèè. Ïîýòîìó îáðàòíûå çàäà÷è äèíàìèêè îòíîñÿò ê êëàññó íåêîððåêòíî ïî-
ñòàâëåííûõ [4, 6, 9]. Áîëåå òîãî, íà ïðàêòèêå èíôîðìàöèÿ î äèíàìèêå âåêòîðà
óïðàâëåíèé u(t) ìîæåò âîîáùå îòñóòñòâîâàòü. Â ýòîì ñëó÷àå íåêîððåêòíîñòü çà-
äà÷è óñèëèâàåòñÿ, à òðàäèöèîííûå ìåòîäû ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòèôèêàöèè ñòà-
íîâÿòñÿ íåïðèìåíèìûìè.

Äëÿ äîîïðåäåëåíèÿ çàäà÷è ðàññìîòðèì ñêàëÿðíóþ ôóíêöèþ F , çàäàþùóþ ïî-
âåðõíîñòü, âäîëü êîòîðîé äâèæåòñÿ èñõîäíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà. Êîíñòðóè-
ðîâàòü ôóíêöèþ F íåîáõîäèìî òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îíà àêêóìóëèðîâàëà âñþ
ïðåäûñòîðèþ äâèæåíèÿ ôàçîâûõ êîîðäèíàò è óïðàâëåíèé, à òàêæå âûñòóïàëà â
êà÷åñòâå àãðåãèðîâàííîé ãëîáàëüíîé õàðàêòåðèñòèêè äâèæåíèÿ:

Ḟ (τ) = h(x(τ), u(τ) |θ3), F (τ∗) = F∗, (1.2)

ãäå θ3 � âåêòîð íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ, ïîäëåæàùèõ èäåíòèôèêàöèè. Ñêà-
ëÿðíóþ âåëè÷èíó F , äâèæåíèå êîòîðîé çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì (1.2), èíîãäà íàçûâà-
þò ôóíêöèåé êà÷åñòâà èëè ôóíêöèåé ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ñèñòåìû (performance
fucntion) [5]. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íà ïðîìåæóòêå [τ0, τ1] äîñòóïíà èíôîðìà-
öèÿ Fτ î äèíàìèêå âåëè÷èíû F .

Ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî ðàöèîíàëüíàÿ ñïåöèôèêàöèÿ ôóíêöèè F ðåãóëÿðèçèðó-
åò èñõîäíóþ çàäà÷ó [9]. Ê òîìó æå, ìîäåëü â ôîðìå (1.1), (1.2) ìîæåò îêàçàòüñÿ
ïîëåçíîé äëÿ ïîñòàíîâêè çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, â êîòîðîé íåêîòîðûé
ôóíêöèîíàë îò F ìîæåò âûñòóïàòü â êà÷åñòâå öåëåâîãî [5].

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Öåëü äàííîé ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â îòûñêàíèè òàêîãî íåïðåðûâíî äèôôåðåí-

öèðóåìîãî óïðàâëåíèÿ u(t) è ïàðàìåòðîâ ìîäåëè (1.1), (1.2), ÷òîáû ïðè ïåðåâåäå-
íèè ñèñòåìû èç íåêîòîðîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè τ0 â êîíå÷íóþ
æåëàåìóþ òî÷êó (x∗, F∗) ìîäåëüíûå òðàåêòîðèè ôàçîâûõ êîîðäèíàò x è ôóíêöèè
êà÷åñòâà F (íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè) îáëàäàëè ðÿäîì ñâîéñòâ:

à) ñîîòíîøåíèÿ x(τ) ≈ xτ è F (τ) ≈ Fτ âûïîëíÿþòñÿ c âûñîêîé òî÷íîñòüþ â
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äèñêðåòíîì íàáîðå òî÷åê îòðåçêà [τ0, τ1] â ñìûñëå åâêëèäîâîé L2-íîðìû;
á) äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû ïðîãíîçîâ ôàçîâûõ êîîðäèíàò x(τ) è ôóíêöèè

êà÷åñòâà F (τ) èìåþò ìèíèìàëüíóþ äëèíó;
â) îöåíêè íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ êàê ìîæíî ìåíåå ÷óâñòâèòåëüíû ê íåçíà-

÷èòåëüíûì èçìåíåíèÿì âõîäíîé èíôîðìàöèè;
ã) óïðàâëåíèå u(t) óäîâëåòâîðÿåò îïðåäåë¼ííûì îãðàíè÷åíèÿì, êîòîðûå íåèç-

áåæíî âîçíèêàþò â õîäå ðåøåíèÿ.
Íåêîòîðûå èç ýòèõ ñâîéñòâ íà ïðàêòèêå ÿâëÿþòñÿ êîíêóðèðóþùèìè. Ïîýòîìó

âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â ïîñòðîåíèè òàêîãî ìóëüòèêðèòåðèàëüíîãî ðåãóëÿòîðà,
äåéñòâóþùåãî ïî ïðèíöèïó îáðàòíîé ñâÿçè [3, 12], êîòîðûé ïîçâîëèë áû íàñòðîèòü
ðàññìàòðèâàåìóþ ìîäåëü íà óêàçàííûé íàáîð ñâîéñòâ.

Ïðè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ìîäåëåé, öåëüþ êîòîðûõ åñòü ïðîãíîçèðîâàíèå èëè
îïòèìèçàöèÿ, ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.1), (1.2) óäîá-
íî óäîâëåòâîðÿòü â ìîìåíò âðåìåíè, ñëåäóþùèé çà ïåðèîäîì èäåíòèôèêàöèè.
Â äàííîé ðàáîòå èäåíòèôèêàöèÿ óðàâíåíèé îñóùåñòâëÿåòñÿ íà ïðîìåæóòêå [τ0, τ1],
â N öåëî÷èñëåííûõ òî÷êàõ êîòîðîãî èìååòñÿ íåîáõîäèìàÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ èíôîð-
ìàöèÿ. Ïîýòîìó â êà÷åñòâå τ∗ óäîáíî âûáðàòü ìîìåíò âðåìåíè τ1+1. Ñäåëàâ çàìåíó
t = τ − τ∗, èäåíòèôèêàöèþ ìîäåëè ìîæíî ïðîâîäèòü íà [−N,−1], à ïðîãíîçèðî-
âàíèå èëè îïòèìèçàöèþ � íà [0, τk − τ∗]. Â ÷àñòíîñòè, ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.1), (1.2) áóäóò óäîâëåòâîðÿòüñÿ â òî÷êå t = 0.

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäîâàíèå ïðîâîäèòñÿ â ðàìêàõ ñòàöèîíàðíîé àâòîíîìíîé
ëèíåéíî-êâàäðàòè÷åñêîé (LQ) ìîäåëè ñ íåèçâåñòíûìè óïðàâëåíèÿìè u:





ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) + a0, x(0) = x∗,

u̇(t) = Du(t) + d0, u(0) = u∗,

Ḟ = h(x, u), F (0) = F∗.

(2.1)

Çäåñü A, D � íåèçâåñòíûå ìàòðèöû, B � íåèçâåñòíàÿ ñèììåòðè÷íàÿ íåâûðîæ-
äåííàÿ ìàòðèöà, a0, d0 � íåèçâåñòíûå âåêòîðû-ñòîëáöû; h(· · · ) � ôóíêöèÿ, ïîä-
ëåæàùàÿ ñïåöèôèêàöèè è ñîäåðæàùàÿ ëèíåéíûå, êâàäðàòè÷íûå èëè áèëèíåéíûå
ôîðìû ïî ñâîèì àðãóìåíòàì. ×òî êàñàåòñÿ ðàçìåðíîñòè ìîäåëè, òî íà ïðàêòèêå
ðàçìåðíîñòü ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà âûáèðàþò èç óñëîâèÿ m ≥ 3 äëÿ ïîëó÷åíèÿ
ñâîéñòâ ðåàëüíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì [2]. Äàëåå ðàññìîòðåí ñëó÷àé m = 3 è
r = 3.

3. Ìåòîä ðåøåíèÿ

Ïðåäëîæåííûé â äàííîé ðàáîòå ìåòîä èäåíòèôèêàöèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé (1.1), (1.2) ïî ñâîåé ñóòè îòíîñèòñÿ ê êëàññó êîëëîêàöèîííûõ ìåòîäîâ, ãëàâ-
íàÿ èäåÿ êîòîðûõ çàêëþ÷àåòñÿ â ðàçëîæåíèè ïåðåìåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ïî áàçèñíûì ôóíêöèÿì [12, 13].
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3.1. Èäåíòèôèêàöèÿ óðàâíåíèé äëÿ ôàçîâûõ êîîðäèíàò è óïðàâëåíèé

Ñëåäóÿ èçâåñòíûì ìåòîäàì âûäåëåíèÿ â ðÿäàõ äèíàìèêè íåñëó÷àéíûõ ñîñòàâ-
ëÿþùèõ [11], áóäåì ïðåäïîëàãàòü òð¼õêîìïîíåíòóþ àääèòèâíóþ ñõåìó ðàçëîæå-
íèÿ ôàçîâîé òðàåêòîðèè (ïðè äîáàâëåíèè øóìîâ εi(t) ïîëó÷àåòñÿ ðåàëüíàÿ òðà-
åêòîðèÿ):

xi(t) = xòði
(t) + xïi

(t) + xñåçi
(t), i = 1, 2, 3, (3.1)

ãäå xòði
(t) � òðåíäîâàÿ, xïi

(t) � ïåðèîäè÷åñêàÿ, xñåçi
(t) � ñåçîííàÿ êîìïîíåíòû. Â

äàííîé ðàáîòå â êà÷åñòâå xòði
(t) ïðåäëàãàåòñÿ âûáðàòü ýêñïîíåíöèàëüíûé òðåíä, â

êà÷åñòâå xïi
(t) � ãàðìîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ (êîëåáàíèå ñ ïîñòîÿííîé àìïëèòóäîé è

÷àñòîòîé w), à â êà÷åñòâå xñåçi
(t) � ñìåøàííóþ ïåðèîäèêó (êîëåáàíèå ñ ïåðåìåííîé

àìïëèòóäîé è ÷àñòîòîé µ).
Îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû ïåðâûõ äâóõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èç (2.1)

ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

x(t) = c0 + c1e
λ1t + c2e

ν1t cos ωt + c3e
ν1t sin ωt + d1e

λ2t + d2e
ν2t cos µt + d3e

ν2t sin µt.

Îäíàêî òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ñîäåðæèò ìíîãî óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ (λ1, λ2,
ν1, ν2, ω, µ) è ïðàêòè÷åñêàÿ èäåíòèôèêàöèÿ áóäåò ñîïðÿæåíà ñ îãðîìíûìè òðóä-
íîñòÿìè. Êîìïüþòåðíàÿ ðåàëèçàöèÿ óêàçûâàåò íà íåîáõîäèìîñòü ïðèñóòñòâèÿ â
ìîäåëè íå áîëåå òð¼õ óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ. Ïîñêîëüêó ÷àñòîòû êîëåáàíèé
ñèñòåìû è óïðàâëåíèé äîëæíû ïðèñóòñòâîâàòü â ìîäåëè, òî èç ÷åòûð¼õ ïàðàìåò-
ðîâ ýêñïîíåíò âûáèðàåì îáîáùåííûé ýêñïîíåíöèàëüíûé ïàðàìåòð. Â ðåçóëüòàòå
ïðåäñòàâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå:

x(t) = n1 + n2 cos wt + n3 sin wt + m1e
λt + m2e

λt cos µt + m3e
λt sin µt,

èëè
x(t) = N f + Mgeλt, (3.2)

N = [n1, n2, n3], M = [m1, m2, m3], f = (1, cos wt, sin wt)′, g = (1, cos µt, sin µt)′.
Ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ÷àñòîò w, µ è ïàðàìåòðà λ íåèçâåñòíûå êîýô-

ôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ (3.2) ìîæíî îöåíèòü â ðàìêàõ ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàä-
ðàòîâ (ÌÍÊ) äëÿ ëèíåéíûõ ðåãðåññèé. Îöåíêîé ãðàíè÷íîãî çíà÷åíèÿ x∗ áóäåò
âûñòóïàòü ïðîãíîçíîå çíà÷åíèå óðàâíåíèÿ ðåãðåññèè x∗ = N f(0) + Mg(0).

Ó÷èòûâàÿ ðàçëîæåíèå (3.2), íå òðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî

ẋ = NJwf + MJµgeλt,

Jw =




0 0 0
0 0 −w
0 w 0


 , Jµ =




λ 0 0
0 λ −µ
0 µ λ


 .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç (2.1) ẋ = AN f + AMgeλt + Bu + a0. Äàëåå òåîðåòè÷åñêè
âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.
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1. Óïðàâëåíèå u(t) ïîëíîñòüþ ôîðìèðóåò òðåíä è ñåçîííóþ ñîñòàâëÿþùóþ
ðàçëîæåíèÿ (3.1). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

A = NJwN−1 ïðè det(N) 6= 0, (3.3)

z ≡ Bu + a0 = (MJµ − AM)geλt. (3.4)

Çäåñü ïåðåìåííàÿ z(t), ââåä¼ííàÿ äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøèõ âûêëàäîê, äà¼ò öåí-
íóþ èíôîðìàöèþ î âèäå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ óïðàâëåíèÿ u(t). Òàê,
èç âûðàæåíèÿ (3.4) âèäíî, ÷òî ż = (MJµ − AM)Jµgeλt, à çíà÷èò, ïåðåìåííàÿ z(t)
óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíîé çàäà÷å Êîøè

ż = Rz, z(0) = (MJµ − AM)g(0),
R = (MJµ − AM)Jµ(MJµ − AM)−1 ïðè det(MJµ − AM) 6= 0.

(3.5)

2. Óïðàâëåíèå u(t) ïîëíîñòüþ ôîðìèðóåò ïåðèîäè÷åñêóþ êîìïîíåíòó ðàçëî-
æåíèÿ (3.1). Àíàëîãè÷íûå âûêëàäêè ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó:

A = MJwM−1 ïðè det(M) 6= 0, (3.6)

z = (NJw − AN)f , (3.7)

ż = Rz, z(0) = (NJw − AN)f(0),
R = (NJw − AN)Jw(NJw − AN)−1 ïðè det(NJw − AN) 6= 0.

(3.8)

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ, î÷åâèäíî, óïðàâëåíèå u(t) óäîâëåòâîðÿåò íåîäíîðîäíîé çàäà-
÷å Êîøè

u̇ = B−1RBu + B−1Ra0, u(0) = B−1(z(0)− a0).

Ñðàâíèâàÿ ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñ èñêîìîé ìîäåëüþ (2.1), çàêëþ÷àåì, ÷òî

D = B−1RB, d0 = B−1R a0 = DB−1a0. (3.9)

Åñëè det(B) 6= 0, òî, ñäåëàâ çàìåíó α0 = B−1a0, îêîí÷àòåëüíî ïðèõîäèì ê
ñëåäóþùåé çàäà÷å Êîøè:

{
ẋ = Ax + B(u + α0), x(0) = x∗,

u̇ = D(u + α0), u(0) = B−1z(0)−α0,
(3.10)

â êîòîðîé íåîïðåäåë¼ííûìè îñòàëèñü ìàòðèöà B è âåêòîð α0.

3.2. Ñïåöèôèêàöèÿ è èäåíòèôèêàöèÿ ôóíêöèè êà÷åñòâà

Òåîðåìà. Åñëè D = −A′ è B = B′, òî ñèñòåìà (3.10) ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâîé.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåìàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà àâòîíîìíà,
òî å¼ ãàìèëüòîíèàí H(x,u), åñëè îí ñóùåñòâóåò, ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì ñè-
ñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (3.10), ò.å ôóíêöèåé, ïðèíèìàþùåé ïîñòî-
ÿííîå çíà÷åíèå âäîëü ëþáîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.10) [3, 5]. Óìíîæèì ñêàëÿðíî
ïåðâîå óðàâíåíèå (3.10) íà u̇, à âòîðîå � íà ẋ è íàéä¼ì ðàçíîñòü ïîëó÷èâøèõñÿ
óðàâíåíèé:

u̇′Ax + u̇′B(u + α0) + ẋ′A′(u + α0) = 0,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

d

dt
H(x,u) = 0, H(x,u) ≡ u′ẋ− 1

2
u′Bu + α′

0Ax. (3.11)

Èòàê, íà òðàåêòîðèÿõ, çàäàâàåìûõ ñèñòåìîé (3.10), H(x,u) = const ïðè D = −A′.
Ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî

ẋ =
∂H

∂u′
, u̇ = −∂H

∂x′
,

à çíà÷èò, ñèñòåìà (3.10) ïðè D = −A′ è B = B′ äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòî-
íîâîé, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Â çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû âîçíèêàþò ïðè
ðåøåíèè ïî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà. Â ýòîì ñëó÷àå, ó÷èòûâàÿ (3.11),
ìîæíî ðàññìîòðåòü ñêàëÿðíóþ ôóíêöèþ G(x, u) = α′

0Ax − 1
2
u′Bu êàê âîçìîæ-

íóþ ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà çàäà÷è îïòèìèçàöèè [5].
Â êîîðäèíàòàõ (x, z) ïðè D = −A′ ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:

G(x, z) = b0 + α′
0ẋ−

d

dt
(
1

2
x′Kz), K ≡ B−1. (3.12)

Àíàëèçèðóÿ ðàçìåðíîñòü ïðàâûõ ÷àñòåé â (3.10), (3.12), íå òðóäíî çàìåòèòü, ÷òî
ðàçìåðíîñòü âåëè÷èíû G ðàâíà êâàäðàòó ðàçìåðíîñòè ôàçîâûõ êîîðäèíàò, äåë¼í-
íîìó íà âðåìÿ. Ïîñêîëüêó íà ïðàêòèêå ðåàëüíûå âåëè÷èíû ñ òàêîé ðàçìåðíîñòüþ
âñòðå÷àþòñÿ êðàéíå ðåäêî, ïåðåéä¼ì ê âñïîìîãàòåëüíîé âåëè÷èíå Y , èìåþùåé
ðàçìåðíîñòü ôàçîâûõ êîîðäèíàò è ÿâëÿþùåéñÿ íåêîòîðîé îáùåé õàðàêòåðèñòè-
êîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Òîãäà ôóíêöèþ G ìîæíî ïðåäñòàâèòü, íàïðèìåð, â
âèäå G = kẎ Y , ãäå k > 0 - íåêîòîðûé áåçðàçìåðíûé êîýôôèöèåíò. Ïîñëå èíòå-
ãðèðîâàíèÿ âûðàæåíèÿ (3.12) ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó:

F ≡ k
1

2
Y 2 = c0 + b0t + α′

0x−
1

2
x′Kz. (3.13)

Äèôôåðåíöèðîâàíèå (3.13) íà èíòåðâàëå (−N, 0) ïðèâîäèò ê çàäà÷å Êîøè äëÿ
ôóíêöèè êà÷åñòâà (3.12):

Ḟ = b0 + α′
0ẋ−

1

2
z′Kz− 1

2
z′K(A + D′)x, F (0) = F∗. (3.14)
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Çàïèñü ôóíêöèè êà÷åñòâà F â ôîðìå (3.13) óäîáíà äëÿ èäåíòèôèêàöèè, ïî-
ñêîëüêó îíà ñîäåðæèò èçâåñòíûå âåëè÷èíû ẋ è z. Áîëåå òîãî, íåèçâåñòíûìè ïàðà-
ìåòðàìè â (3.13) âûñòóïàþò èìåííî òå, êîòîðûõ íå äîñòàâàëî äëÿ äîîïðåäåëåíèÿ
ñèñòåìû (3.10) (ìàòðèöà B = K−1 è âåêòîð α0).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè èäåíòèôèêàöèè ìîäåëè (3.13) íåîáõîäèìî ó÷èòû-
âàòü íåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ íà óïðàâëåíèå u(t).

Âî-ïåðâûõ, â çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ [5] è äëÿ ìíîãèõ ôèçè÷åñêèõ
ñèñòåì [3] ìàòðèöà K ìîäåëè (3.16) äîëæíà áûòü ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé.

Âî-âòîðûõ, ñëåäóÿ ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè óïðàâëåíèé, ëîãè÷íî ââåñòè îãðà-
íè÷åíèÿ íà óïðàâëåíèå u(t) â âèäå

max
i
|ui(t)

xi(t)
| ≤ l, t ∈ [−N, 0], (3.15)

ãäå l � íàïåð¼ä çàäàííîå ÷èñëî. Óñëîâèå (3.15) ìîæíî óäîâëåòâîðèòü, âàðüèðóÿ
çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà ïðîïîðöèîíàëüíîñòè k èç (3.13).

Â-òðåòüèõ, â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ èñêàòü óïðàâëåíèå, äëÿ êîòîðîãî
óñëîâèå íà ïðàâîì êîíöå ïðèíèìàåò âèä u(0) = 0. Ïðè òàêîì ïîäõîäå ïîäðàçó-
ìåâàåòñÿ, ÷òî ïîñëå äîñòèæåíèÿ öåëè èññëåäîâàíèÿ óïðàâëåíèÿ

”
óãàñàþò“ â òî÷êå

t = 0. Òîãäà âåêòîð α0 è ìàòðèöà K ìîäåëè (3.13) áóäóò ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé
ñîîòíîøåíèåì α0 = Kz(0). Èòàê, ìîäåëü (3.13) äëÿ èäåíòèôèêàöèè ôóíêöèè êà-
÷åñòâà îêîí÷àòåëüíî ïðèíèìàåò âèä

F ≡ k
1

2
Y 2 = c0 + b0t + (z′0 −

1

2
z′)Kx. (3.16)

3.3. Êîíñòðóèðîâàíèå ðåãóëÿòîðà è îáðàòíîé ñâÿçè

Ïðè çàäàííûõ ÷àñòîòàõ w, µ è ïàðàìåòðå λ èäåíòèôèêàöèÿ ìîäåëè (3.10), (3.14)
ïðîõîäèò â äâà ýòàïà: ñíà÷àëà ïî ìåòîäîëîãèè ðàçäåëà 3.1 îïðåäåëÿþòñÿ ïàðàìåò-
ðû A, x(0), z(0) ìîäåëè (3.10), à çàòåì ïî ìåòîäîëîãèè ðàçäåëà 3.2 � ïàðàìåòðû
B, α0 ìîäåëè (3.16).

Îäíàêî íàïîìíèì, ÷òî ìîäåëü (3.10), (3.14) äîëæíà îáëàäàòü ðÿäîì ñâîéñòâ,
îïèñàííûõ â ðàçäåëå 2. Äëÿ èõ âûïîëíåíèÿ ïîñòðîèì ñõåìó ðåãóëÿòîðà, âûðà-
áàòûâàþùåãî â ñèëó ïðèíöèïà îáðàòíîé ñâÿçè íà îñíîâå òåêóùèõ âûõîäîâ òàêèå
âõîäû â ñèñòåìó, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò çàäàííûé ìóëüòèêðèòåðèé [3, 12]. Ñàìûìè
èçâåñòíûìè ìóëüòèêðèòåðèàëüíûìè ðåãóëÿòîðàìè â òåîðèè óïðàâëåíèÿ ÿâëÿþò-
ñÿ PI- è PID-ðåãóëÿòîðû, â êîòîðûõ ìóëüòèêðèòåðèé çàäà¼òñÿ â âèäå ñóììû ëî-
êàëüíûõ êðèòåðèåâ ñ çàäàííûìè ïðèîðèòåòàìè (êîýôôèöèåíòàìè óñèëåíèÿ) [12].
Àäàïòèðóÿ òðåáîâàíèÿ ðàçäåëà 2 ê ïðåäëîæåííîé â äàííîé ðàáîòå ìåòîäîëîãèè
èäåíòèôèêàöèè ìîäåëè (3.10), (3.14), ïîëó÷èì ñëåäóþùèé íàáîð ëîêàëüíûõ êðè-
òåðèåâ.

1. Ïîêàçàòåëåì êà÷åñòâà àïïðîêñèìàöèè èñõîäíûõ äàííûõ óäîáíî âûáðàòü êî-
ýôôèöèåíòû äåòåðìèíàöèè R2 ìîäåëåé (3.2) è (3.16), ïîñêîëüêó èäåíòèôèêàöèÿ
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ìîäåëåé ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ÌÍÊ [7].
2. Ïðîãíîçíûå ñâîéñòâà ìîäåëåé áóäåì õàðàêòåðèçîâàòü ñ ïîìîùüþ äîâåðè-

òåëüíûõ èíòåðâàëîâ ïðîãíîçîâ. Â ðàáîòå ìèíèèçèðóþòñÿ äëèíû ñëåäóþùèõ èí-
òåðâàëîâ ïðîãíîçîâ:

xi(0) ∈ (ni1 + ni2 + mi1 + mi2− δitα, ni1 + ni2 + mi1 + mi2 + δitα), i = 1, 2, 3. (3.17)

Çäåñü ni1, ni2 è mi1, mi2 � ýëåìåíòû ìàòðèö N è M ðàçëîæåíèÿ (3.2) ñîîòâåò-
ñòâåííî; δi � ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêàÿ îøèáêà ïðåäñêàçàíèÿ xi(0); tα � äâóñòîðîí-
íèé êâàíòèëü ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà ñ çàäàííûìè óðîâíåì çíà÷èìîñòè α è
÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû [7].

3. ×óâñòâèòåëüíîñòè ÌÍÊ-îöåíîê ìîäåëåé (3.2), (3.16) ïðåäëàãàåòñÿ àíàëèçè-
ðîâàòü ïî ñëåäóþùåé ñõåìå. Ïîñëå ïåðâîíà÷àëüíîãî îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ ïðî-
âîäèòñÿ ðàôèíèðîâàíèå ðåãðåññèîííûõ ìîäåëåé (ïîñëåäîâàòåëüíîå îòáðàñûâàíèå
íåçíà÷èìûõ êîýôôèöèåíòîâ ïðè çàäàííîì óðîâíå çíà÷èìîñòè α). Äàëåå ìèíèìè-
çèðóåòñÿ èíäåêñ îáóñëîâëåííîñòè CI èíôîðìàöèîííîé ìàòðèöû óðàâíåíèÿ ðåãðåñ-
ñèè êàê ïîêàçàòåëü ÷óâñòâèòåëüíîñòè ÌÍÊ-îöåíîê ê ìàëûì èçìåíåíèÿì âõîäíîé
èíôîðìàöèè [10].

4. Ðåãóëÿòîð ñèñòåìû äîëæåí âûáðàòü òàêîé êëàññ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû K,
÷òîáû îíà áûëà ñòðîãî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé. Ïîìèìî ýòîãî ðåãóëÿòîð äîë-
æåí âûïîëíÿòü ðîëü îáðàáîò÷èêà èñêëþ÷èòåëüíûõ ñèòóàöèé (exception handling).
Îíè ìîãóò âîçíèêíóòü, åñëè â ðåçóëüòàòå ðàôèíèðîâàíèÿ ìîäåëè ñòàíîâÿòñÿ âû-
ðîæäåííûìè íåêîòîðûå ìàòðèöû, äëÿ êîòîðûõ áûëà ïðåäïîëîæåíà íåâûðîæäåí-
íîñòü â ðàçäåëå 3.1.

Îáúåäèíÿÿ, èçëîæåííûå ëîêàëüíûå êðèòåðèè â åäèíûé ìóëüòèêðèòåðèé ñ çà-
äàííûìè ïðèîðèòåòàìè (êîýôôèöèåíòàìè óñèëåíèÿ), ïîëó÷èì êëàññè÷åñêóþ ñõå-
ìó ðåãóëÿòîðà, èçîáðàæåííóþ íà ðèñ. 1.

Ðèñ. 1. Ñõåìà ìóëüòèêðèòåðèàëüíîãî ðåãóëÿòîðà è ïðèíöèïà îáðàòíîé ñâÿçè

4. ×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò
Ïðîáëåìà èäåíòèôèêàöèè LQ-ìîäåëåé âñòðå÷àåòñÿ â õèìè÷åñêîé èíæåíåðèè,

íåéðîáèîëîãèè, êîìïüþòåðíîé òîìîãðàôèè [6, 13], ýêîíîìè÷åñêîì àíàëèçå [5, 14].
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Â äàííîé ðàáîòå àïðîáàöèÿ ïðåäëîæåííûõ ìîäåëåé è ìåòîäîâ ïðîâîäèòñÿ íà ðÿ-
äàõ äèíàìèêè ðåàëüíûõ ìàêðîýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ðàññìîòðèì ìàêðîýêîíîð-
ìè÷åñêîå ðàçâèòèå ÑØÀ çà ïåðèîä âðåìåíè 1971-1998 (áàçîâûé ïåðèîä, N = 28).
Â êà÷åñòâå ôàçîâûõ êîîðäèíàò ïðåäëàãàåòñÿ âûáðàòü ïîòðåáèòåëüñêèå ðàñõîäû
(x1), âàëîâûå èíâåñòèöèè â îñíîâíûå ôîíäû (x2) è ýêñïîðò (x3), à â êà÷åñòâå Y �
âàëîâîé íàöèîíàëüíûé ïðîäóêò, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå îáùåé õàðàêòåðèñòè-
êîé ðàçâèòèÿ ìàêðîýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû [15]. (Èñõîäíûå äàííûå îáåçðàçìåðåíû
ïóò¼ì äåëåíèÿ íà ñîîòâåòñòâóþùèå ïîêàçàòåëè â 1971 ã.)

Êîìïüþòåðíàÿ ðåàëèçàöèÿ ðàáîòû ðåãóëÿòîðà ïî ïðèíöèïó îáðàòíîé ñâÿçè äà-
ëà ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû. Îïòèìàëüíûìè ïàðàìåòðàìè, íà êîòîðûå íàñòðîèëàñü
ìîäåëü (3.10), (3.14), îêàçàëèñü ñëåäóþùèå: λ̂ = 0.0605, ŵ = 0.1034, µ̂ = 0.2011.
Ïðè ýòîì ðàçëîæåíèå (3.2) ïîñëå ïðîöåäóðû ðàôèíèðîâàíèÿ ïðèíèìàåò âèä:

x1(t)
(ñ.î.)

= 7.5761
(1.0850)

+ 4.6306
(0.4179)

cos ŵt + 5.5982
(1.4766)

sin ŵt− 3.8640
(1.1294)

eλ̂t cos µ̂t + 3.3781
(0.6821)

eλ̂t sin µ̂t,

x2(t)
(ñ.î.)

= 9.1352
(1.0850)

+ 5.5186
(0.4238)

cos ŵt + 7.5236
(1.4865)

sin ŵt− 5.6138
(1.1374)

eλ̂t cos µ̂t + 5.3533
(0.6623)

eλ̂t sin µ̂t,

x3(t)
(ñ.î.)

= 21.6225
(7.3074)

+ 15.6792
(4.5368)

cos ŵt + 7.9913
(2.6458)

sin ŵt− 21.7651
(11.7989)

eλ̂t + 9.1218
(2.1811)

eλ̂ sin µ̂t.

Çäåñü â ñêîáêàõ óêàçàíû ñòàíäàðòíûå îøèáêè êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ [7]. Ïî
êðèòåðèþ Ñòüþäåíòà ïðè óðîâíå çíà÷èìîñòè α = 0.05 êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ
îêàçûâàþòñÿ çíà÷èìûìè. Êîýôôèöèåíòû äåòåðìèíàöèè ñîñòàâëÿþò: R2 = 0.9778
äëÿ x1, R2 = 0.9735 äëÿ x2 è R2 = 0.9864 äëÿ x3. Ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò î âûñîêîì
êà÷åñòâå ïðåäëîæåííîé ìîäåëè è âîçìîæíîñòè å¼ èñïîëüçîâàíèÿ äëÿ âîññòàíîâëå-
íèÿ ïàðàìåòðîâ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (3.3)-(3.5), íàõîäèì

A =



−3.7265 2.4026 0.2906
−5.1686 3.3541 0.3939
−3.2548 1.8179 0.3724


 , x(0) =




8.3427
9.0400

15.5365


 ,

R =




0.2661 −0.7643 0.7720
1.5672 −1.5843 0.6153

−1.3756 −0.0304 1.3782


 , z(0) =




6.0897
8.5019
6.2521


 .

Ñòîëáåö x(0) ñîäåðæèò ïðîãíîçíûå çíà÷åíèÿ ôàçîâûõ êîîðäèíàò. Îòíîñèòåëü-
íûå äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû (3.17) ïðîãíîçîâ ñîñòàâëÿþò ±11.9453%, ±11.9083%
è ±8.6234% ñîîòâåòñòâåííî. Ñðàâíèâàÿ ðåàëüíûå çíà÷åíèÿ ôàçîâûõ êîîðäèíàò â
òî÷êå t = 0 ñ ïðîãíîçîì x(0), âèäèì, ÷òî ðåàëüíûå çíà÷åíèÿ ëåæàò âíóòðè äîâåðè-
òåëüíîãî èíòåðâàëà, à ôàêòè÷åñêèå îòíîñèòåëüíûå îøèáêè ïðîãíîçà ñîñòàâëÿþò
1.0131%, 2.4784% è 0.4492% ñîîòâåòñòâåííî. Ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò î äîñòàòî÷íî âû-
ñîêèõ ïðîãíîçíûõ ñâîéñòâàõ ìîäåëè è âîçìîæíîñòè å¼ èñïîëüçîâàíèÿ äëÿ çàäàíèÿ
íà÷àëüíûõ óñëîâèé LQ-ìîäåëè. Íà ðèñ. 2(a)-2(c) òî÷êàìè ïðåäñòàâëåíû ðåàëüíûå,
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à êðèâûìè � ìîäåëüíûå çíà÷åíèÿ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé. Òî÷êàìè â ìîìåíò âðåìå-
íè t = 0 îáîçíà÷åíû ðåàëüíûå äàííûå çà 1999 ã.

(a) x1(t) (b) x2(t)

(c) x3(t) (d) F (t)

Ðèñ. 2. Ðåàëüíûå è ìîäåëüíûå çíà÷åíèÿ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé è ïîòåíöèàëà ñèñòåìû

Äàëåå, ÷òîáû îöåíèòü îñòàâøèåñÿ íåèçâåñòíûìè ïàðàìåòðû ìîäåëè (3.10), èäåí-
òèôèöèðóåì ôóíêöèþ êà÷åñòâà (3.16). Âûáåðåì â (3.15) çíà÷åíèå l = 0.1. Òåì
ñàìûì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ óïðàâëåíèé íà áàçîâîì ïåðè-
îäå ñîñòàâëÿþò íå áîëåå 10% ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé ôàçîâûõ êîîðäèíàò. Â
ðåçóëüòàòå ðàáîòû ðåãóëÿòîðà, óñòàíîâëåíî, ÷òî îïòèìàëüíûì êëàññîì ìàòðèöû
K ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà ñ ðàçíûìè ýëåìåíòàìè ïî ãëàâíîé äèàãîíàëè
è îäèíàêîâûìè ýëåìåíòàìè âíå å¼. Òàêæå áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ëó÷øèé ðåçóëü-
òàò ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ýêñïîíåíöèàëüíûé òðåíä îòíîñèòü ê óïðàâëåíèþ u(t). Îïòè-
ìàëüíîå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà ïðîïîðöèîíàëüíîñòè k ìîäåëè (3.16) îêàçàëîñü
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ðàâíûì 0.015.
×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ïî îöåíèâàíèþ ìîäåëè (3.16) ïîêàçàë, ÷òî âñå êîýôôè-

öèåíòû ðàçëîæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè çíà÷èìûìè è èñêîìîå ïðåäñòàâëåíèå
ïðèíèìàåò âèä:

F (t)
(ñ.î.)

= 0.4903
(0.2115)

+ 0.0183
(0.0069)

t + (z′0(t)−
1

2
z′(t))




0.2740
(0.0404)

−0.1114
(0.0184)

−0.1114
(0.0184)

−0.1114
(0.0184)

0.1732
(0.0336)

−0.1114
(0.0184)

−0.1114
(0.0184)

−0.1114
(0.0184)

0.2427
(0.0374)


 z(t).

Êîýôôèöèåíò äåòåðìèíàöèè R2 = 0.9729 ñâèäåòåëüñòâóåò î êà÷åñòâå ìîäåëè (3.16).
Ïðîãíîçíîå çíà÷åíèå F (0) = 0.2014. Ôàêòè÷åñêàÿ îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà ïðîãíîçà
ñîñòàâëÿåò 1.5681%. Íà ðèñ. 2(d) èçîáðàæåí ãðàôèê ôóíêöèè êà÷åñòâà F è ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ äèàãðàììà ðàññåèâàíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà (3.10) ñòàíîâèòñÿ
ïîëíîñòüþ îïðåäåë¼ííîé:

D =




0.1469 −0.0862 −0.0154
0.8158 −0.9366 −0.6031

−1.0823 1.3180 0.8497


 , α0 =




0.0255
0.0980
0.1079


 .

Ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ óïðàâëåíèÿ u(t) èçîáðàæåíî
íà ðèñ. 3.

(a) u1(t) (b) u2(t) (c) u3(t)

Ðèñ. 3. Ìîäåëüíûå êðèâûå óïðàâëåíèé

5. Âûâîäû
Â ðàáîòå ïðåäëîæåí è àïðîáèðîâàí ïîäõîä ê ñïåöèôèêàöèè è èäåíòèôèêàöèè

ñòàöèîíàðíûõ LQ-ìîäåëåé â òð¼õìåðíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå â ñëó÷àå íåèçâåñò-
íûõ óïðàâëåíèé. Äëÿ íàñòðîéêè ìîäåëè íà çàäàííûé íàáîð ñâîéñòâ ïðåäëîæå-
íà ñõåìà ìóëüòèêðèòåðèàëüíîãî ðåãóëÿòîðà, äåéñòâóþùåãî ïî ïðèíöèïó îáðàòíîé
ñâÿçè. Êîìïüþòåðíàÿ ðåàëèçàöèÿ, ïðîâåäåííàÿ íà ðåàëüíûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ äàí-
íûõ, ïðîäåìîíñòðèðîâàëà ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëîæåííûõ àëãîðèòìîâ. Êðîìå òîãî,
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ïðîöåäóðû èíäåíòèôèêàöèè ìîäåëåé ñ ïîìîùüþ êîëëîêàöèîííûõ ìåòîäîâ áûëè
ñâåäåíû ê ÌÍÊ äëÿ ëèíåéíûõ ðåãðåññèé, ÷òî ïîçâîëèëî èñïîëüçîâàòü êëàññè÷å-
ñêèå ñòàòèñòè÷åñêèå òåñòû äëÿ ðàôèíèðîâàíèÿ ìîäåëè è ïðîâåðêè å¼ íà àäåêâàò-
íîñòü. Â äàëüíåéøåì ìåòîäû, ïðåäëîæåííûå â äàííîé ðàáîòå, ìîãóò áûòü îáîá-
ùåíû äëÿ ñëó÷àÿ m-ìåðíûõ ôàçîâûõ ïðîñòðàíñòâ (m > 3) è èñïîëüçîâàíû äëÿ
ïîñòðîåíèÿ LQ-ìîäåëåé îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Ñïèñîê öèòèðóåìûõ èñòî÷íèêîâ
1. Àëüáðåõò Ý.Ã. Ìåòîäèêà ïîñòðîåíèÿ è èäåíòèôèêàöèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé

ìàêðîýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ [http://zhurnal.ape.relarn.ru/articles/2002/005.pdf] //
Ýëåêòðîííûé æóðíàë "Èññëåäîâàíî â Ðîññèè". � 2002. � Ò. 5. � Ñ. 54-86.

2. Àíèùåíêî Â.Ñ. Äåòåðìèíèðîâàííûé õàîñ // Ñîðîñîâñêèé îáðàçîâàòåëüíûé æóð-
íàë. � 1997. � � 6. � Ñ. 70-76.

3. Áàáàêîâ È.Ì. Òåîðèÿ êîëåáàíèé. Èçä. 4-å, èñïðàâë. � Ì.: Íàóêà, 2004. � 591 ñ.
4. Áåëîçåðîâ Â.Å., Êîðíååâ Ì.Â. Îá óñòîé÷èâñòè ðåøåíèé ëèíåéíûõ íåñòàöèîíàíûõ

óðàâíåíèé ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ // Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû: ìåæâåä. íàó÷í. ñáîðíèê. �
ÒÍÓ, 2006. � Âûï. 20. � Ñ. 3�19.

5. Áðàéñîí À., Õî Þ-Øè.Ïðèêëàäíàÿ òåîðèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Îïòèìèçàöèÿ,
îöåíêà è óïðàâëåíèå: Ïåð. ñ àíãë. Ìàêàøîâà Ý.Ì., Ïëîòíèêîâà Þ.Ï. � Ì.: Ìèð,
1972. � 545 ñ.

6. Êðóòüêî Ï.Ä. Îáðàòíûå çàäà÷è äèíàìèêè óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì: íåëèíåéíûå ìîäå-
ëè. � Ì.: Íàóêà, 1988. � 328 ñ.

7. Íàçàðåíêî Î.Ì. Îñíîâè åêîíîìåòðèêè. Âèä. 2-ãå, ïåðåðîá.: Ïiäðó÷íèê. � Ê.: Öåíòð
íàâ÷àëüíî¨ ëiòåðàòóðè, 2005. � 392 ñ.

8. Íàçàðåíêî Î.Ì. Ïîáóäîâà òà iäåíòèôiêàöiÿ ëiíiéíî-êâàäðàòè÷íèõ ìîäåëåé ñëàáî
ôîðìàëiçîâàíèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì // Âiñíèê Õàðê. íàö. óí-òó. Ñåð. ¾Ìàòåìà-
òè÷íå ìîäåëþâàííÿ. Iíôîðìàöiéíi òåõíîëîãi¨. Àâòîìàòèçîâàíi ñèñòåìè óïðàâëií-
íÿ¿. � 2008. � Ò. 10, � 833. � Ñ. 185�192.

9. Òèõîíîâ À.Í., Àðñåíèí Â.ß. Ìåòîäû ðåøåíèÿ íåêîððåêòíûõ çàäà÷: Èçä. 3-å, èñïð. �
Ì.: Íàóêà, 1986. � 288 ñ.

10. Bates D.M., Watts D.B. Nonlinear Regression Analysis and Its Applications. � N.Y.:
Wiley, 1988. � 365 p.

11. Hamilton J.D. Time Series Analysis. � N.J.: Princeton University Press, 1994. � 800 p.
12. Ljung L. System Identi�cation. Theory for the user. 2nd ed. � N.J.: PTR Prentice Hall,

Upper Saddle River, 1999. � 432 p.
13. J.O. Ramsay, et al. Parameter Estimation for Di�erential Equations: A Generalized

Smoothing Approach. // Journal of the Royal Statistical Society. Series B. � 2007. �
Vol. 69, N. 5. � P. 741�796.

14. Nazarenko O.M., Filchenko D.V. Parametric Identi�cation of State-Space Dynamic
Systems: A Time-Domain Perspective. // International Journal of Innovating Computing,
Information and Control. � 2008. � Vol. 4, N. 7. � P. 1553�1566.

15. Eurostat 's Web Site. � http://epp.eurostat.ec.europa.eu.

Ïîëó÷åíà 21.03.2009

ISSN 0203�3755 Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, âûï. 26 (2009)


