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Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè íà êîìáèíàòîðíîé êîíôèãó-
ðàöèè ïåðåñòàíîâîê, àíàëèçèðóþòñÿ ìåòîäû ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷. Îïèñûâàåòñÿ ìåòîä ëîêàëè-
çàöèè çíà÷åíèÿ öåëåâîé ëèíåéíîé ôóíêöèè íà îñíîâàíèè ïðèìåíåíèÿ òåîðèè ãðàôîâ, ó÷èòûâàÿ
ñâîéñòâà è ñòðóêòóðó ìíîæåñòâà ïåðåñòàíîâîê. Îáîñíîâûâàåòñÿ ïîñòðîåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
çíà÷åíèé ëèíåéíîé ôóíêöèè, ðàçëîæåíèå òî÷åê ïåðåñòàíîâîê ïî ïîäãðàôàì ãðàôà ïåðåñòàíî-
âî÷íîãî ìíîãîãðàííèêà è èõ èñïîëüçîâàíèå äëÿ ðåàëèçàöèè ìåòîäà.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîìáèíàòîðíàÿ îïòèìèçàöèÿ, êîìáèíàòîðíàÿ êîíôèãóðàöèÿ ïåðåñòàíîâîê,
ãðàô ïåðåñòàíîâî÷íîãî ìíîãîãðàííèêà, ïîäãðàô ãðàôà, ñòðóêòóðèðîâàííûé ìåòîä ëîêàëèçàöèè.

1. Ââåäåíèå
Â ïîñëåäíåå âðåìÿ äîñòàòî÷íî ðàñïðîñòðàíåííûìè ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è êîìáè-

íàòîðíîé îïòèìèçàöèè. Ãëàâíûì îáðàçîì ýòî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî íà ïðàêòèêå
ìíîãèå ïðèêëàäíûå çàäà÷è îïèñûâàþòñÿ ìîäåëÿìè, â êîòîðûõ öåëåâàÿ ôóíêöèÿ
îïðåäåëåíà íà êîìáèíàòîðíûõ êîíôèãóðàöèÿõ. Â ÷àñòíîñòè, òàêèå çàäà÷è âîçíè-
êàþò ïðè èññëåäîâàíèè ìíîãèõ òåîðåòè÷åñêèõ è ïðèêëàäíûõ ïðîáëåì [1, 5, 7�14].
Ðàñøèðåíèå ïðèìåíåíèé êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷ ïðèâîäèò ê èõ óñëîæíåíèþ, â ÷àñò-
íîñòè, ê ïîÿâëåíèþ íîâûõ èëè ðàññìîòðåíèþ íåäîñòàòî÷íî èçó÷åííûõ êîìáèíà-
òîðíûõ ìîäåëåé [5, 7, 11�14], êîòîðûå èìåþò áîëüøóþ ðàçìåðíîñòü, ñïåöèàëüíóþ
ñòðóêòóðó, íåòî÷íóþ èíôîðìàöèþ î çíà÷åíèÿõ è ò.ï. Ðåøåíèå ýòèõ çàäà÷ ñâÿçàíî
ñî çíà÷èòåëüíûìè òðóäíîñòÿìè è òðåáóåò ðàçðàáîòêè è îáîñíîâàíèÿ íîâûõ èëè
ìîäèôèêàöèè èçâåñòíûõ ìåòîäîâ. Â ýòîì ñìûñëå î÷åíü ïîëåçíûì áóäåò ïðèìåíå-
íèÿ òåîðèè ãðàôîâ.

Ñ ïîìîùüþ òåîðèè ãðàôîâ õîðîøî îïèñûâàþòñÿ ìíîãèå òèïû êîìáèíàòîðíûõ
çàäà÷. Ïðè ýòîì ãðàôè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ íå ïðîñòî èëëþñòðàöèÿìè,
íî è ïîçâîëÿþò ïîëó÷àòü íîâûå ïîäõîäû ê ðåøåíèþ, à òàêæå ðåçóëüòàòû. Ñëåäóåò
îòìåòèòü òåñíóþ ñâÿçü ðåçóëüòàòîâ î ìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèêàõ ãðàôîâ ìíî-
ãîãðàííèêîâ ñ ïðîáëåìàìè îöåíêè ÷èñëà èòåðàöèé è ýôôåêòèâíîñòè àëãîðèòìîâ
ñèìïëåêñíîãî òèïà â çàäà÷àõ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
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Äàííàÿ ðàáîòà ïðîäîëæàåò èññëåäîâàíèÿ ðàáîò [2-6] è äàåò âîçìîæíîñòü ðå-
øèòü áîëåå ñëîæíóþ çàäà÷ó ëîêàëèçàöèè çíà÷åíèé ëèíåéíîé ôóíêöèè íà ïåðåñòà-
íîâêàõ.

Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå [4] ðàññìîòðåí ìåòîä óïîðÿäî÷åíèÿ çíà÷åíèé öåëåâîé
ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå ïåðåñòàíîâîê, êîòîðûé äàåò âîçìîæíîñòü ïîñòðîèòü ãà-
ìèëüòîíîâ ïóòü â ïåðåñòàíîâî÷íîì ìíîãîãðàííèêå, â [5] ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à
íà ãðàôàõ ñ ó÷åòîì ïîâòîðåíèé ýëåìåíòîâ ïåðåñòàíîâêè.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ëîêàëèçóåòñÿ çíà÷åíèå ëèíåéíîé ôóíêöèè íà ïåðåñòàíîâ-
êàõ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî àëãîðèòì, ïðåäñòàâëåííûé â äàííîé ñòàòüå, ìîæíî
èñïîëüçîâàòü äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ íà ðàçëè÷íûõ êîìáèíàòîðíûõ êîíôèãóðàöèÿõ
ïðè íàëè÷èè äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé.

2. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ

Ïðè ðåøåíèè êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷ ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ òàêèå õîðîøî èçâåñò-
íûå êîíñòðóêöèè èç ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà, êàê ñî÷åòàíèÿ, ðàçìåùå-
íèÿ, ïåðåñòàíîâêè è ò.ï. Óæå äëÿ ýòèõ ïðîñòåéøèõ êîìáèíàòîðíûõ êîíñòðóê-
öèé âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ôîðìàëèçàöèè èõ îïðåäåëåíèÿ ñ öåëüþ èçáåæàòü
ñëîâåñíûõ íàãðîìîæäåíèé è ïóòàíèöû. Ñ óñëîæíåíèåì êîíñòðóêöèé òàêàÿ íåîá-
õîäèìîñòü ñòàíîâèòñÿ âñå áîëåå àêòóàëüíîé. Óïîìÿíóòàÿ ôîðìàëèçàöèÿ ìîæåò
áûòü îñóùåñòâëåíà â áîëüøîì êëàññå ñëó÷àåâ ïóòåì ââåäåíèÿ ïîíÿòèÿ êîíôè-
ãóðàöèè. Äàäèì ýòî îïðåäåëåíèå. Ïóñòü çàäàíû ìíîæåñòâà X = {1, 2, . . . , m},
Y = {y1, y2, . . . , yn}, è ïóñòü íà Y çàäàí ñòðîãèé ëèíåéíûé ïîðÿäîê: Y = y1 <
y2 < . . . < yn. Îòîáðàæåíèå ϕ : X → Y , óäîâëåòâîðÿþùåå íåêîòîðîìó êîìïëåêñó
îãðàíè÷åíèé Λ, áóäåì íàçûâàòü êîíôèãóðàöèåé. Êîìïëåêñ îãðàíè÷åíèé Λ, êîòî-
ðîìó óäîâëåòâîðÿåò îòîáðàæåíèå ϕ, îïðåäåëÿåò íåêîòîðûé êëàññ êîíôèãóðàöèé,
ñîîòâåòñòâóþùèõ óñëîâèÿì íà êîìáèíàòîðíûå êîíñòðóêöèè â ðàññìàòðèâàåìîé
çàäà÷å [10].

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå ϕ ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü òàêèì îáðà-
çîì: êàæäîìó çàïîëíåíèþ m ïðåäìåòîâ â n ÿ÷åéêàõ ñòàâèòñÿ âî âçàèìíî îäíî-
çíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðàÿ êîíôèãóðàöèÿ ϕ : X → Y , |X| = m, |Y | = n, à
ðàçëè÷èìîñòü çàïîëíåíèÿ òî÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîéñòâàìè êîíôèãóðàöèè ϕ.

Êàê èçâåñòíî, òèïè÷íûìè õàðàêòåðèñòèêàìè îáúåêòîâ ÿâëÿþòñÿ òàê íàçûâà-
åìûå ïåðâè÷íûå è âòîðè÷íûå ñïåöèôèêàöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ èì îòîáðàæåíèé.
Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ñïåöèôèêàöèè îïðåäåëÿþò, â íåêîòîðîì ñìûñëå, ñîñòàâ ýëå-
ìåíòîâ, ÿâëÿþùèõñÿ îáðàçàìè îòîáðàæåíèÿ ñ ó÷åòîì ïîâòîðåíèé ýòèõ ýëåìåíòîâ.
Îïðåäåëèì êîíôèãóðàöèþ êàê óäîâëåòâîðÿþùåå êîìïëåêñó óñëîâèé Λ îäíîçíà÷-
íîå îòîáðàæåíèå ϕ : X → Y , ãäå X = {1, 2, . . . , m}, Y � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî.
Ðàññìîòðèì êîíôèãóðàöèè σ, äëÿ êîòîðûõ âñÿêèå îãðàíè÷åíèÿ îòñóòñòâóþò, ò.å.
Λ = ∅.

Ïóñòü σ � êîíôèãóðàöèÿ, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé îòîáðàæåíèÿ ìíîæåñòâà
X = {1, 2, . . . , m} â ìíîæåñòâî A = {a1, a2, . . . , an}. Êîíôèãóðàöèÿ σ ìîæåò áûòü
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çàïèñàíà â âèäå

σ =

(
1 2 . . . m

σ(1) σ(2) . . . σ(m)

)
=

(
1 2 . . . m
ai1 ai2 . . . aim

)
,

ãäå σ(j) = aij , j = 1, 2, . . . , m. Èíîãäà óäîáíî êîíôèãóðàöèþ σ çàïèñûâàòü â
âèäå m-ìåðíîãî âåêòîðà ñ êîìïîíåíòàìè èç A: σ = (σ(1), σ(2), . . . , σ(m)) èëè
σ = (ai1 , ai2 , . . . , aim).

Äàäèì îïðåäåëåíèå äâóõ ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé õàðàêòåðèñòèê êîíôèãóðà-
öèè σ, ïåðâè÷íîé è âòîðè÷íîé ñïåöèôèêàöèè.

Âûðàæåíèå [σ] = [aα1
1 , aα2

2 , . . . , aαn
n ], α1 + α2 + . . . + αn = m, íàçûâàåòñÿ ïåðâè÷-

íîé ñïåöèôèêàöèåé êîíôèãóðàöèè σ, åñëè âåêòîð (ai1 , ai2 , . . . , aim) èìååò αj ýëå-
ìåíòîâ ai èç ìíîæåñòâà A{j = 1, 2, . . . , n}. ×èñëî αj íàçûâàåòñÿ ai-ïîêàçàòåëåì
ïåðâè÷íîé ñïåöèôèêàöèè σ.

Åñëè ìíîæåñòâî A ïîäâåðãíåì ïðåîáðàçîâàíèþ, ñîñòîÿùåìó â ðàçìíîæåíèè
ýëåìåíòà ai â αj â èäåíòè÷íûõ ýêçåìïëÿðàõ, α1 +α2 + . . .+αn = m, òî â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èì ìóëüòèìíîæåñòâî A′ îáðàçîâ îòîáðàæåíèÿ σ : X → A. Ñîñòàâ ýëåìåíòîâ
ìóëüòèìíîæåñòâà A′ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðîì (α1 + α2 + . . . + αn), α1 +
α2 + . . . + αn = m. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìóëüòèìíîæåñòâî A′ èìååò ïåðâè÷íóþ
ñïåöèôèêàöèþ [aα1

1 , aα2
2 , . . . , aαn

n ].
Ïóñòü ñðåäè ÷èñåë [aα1

1 , aα2
2 , . . . , aαn

n ], îïðåäåëÿþùèõ ïåðâè÷íóþ ñïåöèôèêàöèþ
êîíôèãóðàöèè σ èìååòñÿ β0 íóëåé, β1 åäèíèö, β2 äâîåê è ò.ä. Âûðàæåíèå

[[σ]] =
[[

0β01β12β2 . . .mβm
]]

,

β0 + β1 + . . . + βm = n, β0 + 2β1 + . . . + mβm = m,

íàçûâàåòñÿ âòîðè÷íîé ñïåöèôèêàöèåé êîíôèãóðàöèè σ. ×èñëî βj íàçûâàåòñÿ j-
ïîêàçàòåëåì âòîðè÷íîé ñïåöèôèêàöèè. Èíîãäà 0-ïîêàçàòåëü âòîðè÷íîé ñïåöèôè-
êàöèè σ ìîæíî îïóñêàòü, çàïèñûâàÿ

[[σ]] =
[[

1β12β2 . . . mβm
]]

,

β0 + β1 + . . . + βm = n, β0 + 2β1 + . . . + mβm = m,

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ãîâîðèòü î òîì, ÷òî ìóëüòèìíîæåñòâî îáðàçîâ
îòîáðàæåíèÿ èìååò âòîðè÷íóþ ñïåöèôèêàöèþ

[[
1β12β2 . . .mβm

]]
,

β0 + β1 + . . . + βm = n, β0 + 2β1 + . . . + mβm = m,

åñëè ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A′ âñòðå÷àþùèõñÿ â A′ i ðàç, ðàâíî βi (i =
0, 1, . . . , m). Ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ îòîáðàæåíèé σ : X → A áóäåì îáîçíà÷àòü
Ax. ßñíî, ÷òî ìåæäó Ax è m-é äåêàðòîâîé ñòåïåíüþ A(m) ñóùåñòâóåò áèåêòèâíîå
ñîîòâåòñòâèå. Òîãäà ëþáîå ìóëüòèìíîæåñòâî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïåðâè÷íîé
è âòîðè÷íîé ñïåöèôèêàöèé.

ISSN 0203�3755 Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, âûï. 27 (2009)



70 Ë.Í. ÊÎËÅ×ÊÈÍÀ

Ïîñêîëüêó âåêòîð (ai1 , ai2 , . . . , aim), ñîîòâåòñòâóþùèé êîíôèãóðàöèè σ, ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê óïîðÿäî÷åííîå ìóëüòèìíîæåñòâî îáðàçîâ îòîáðàæåíèÿ σ, òî
ïåðâè÷íûå ñïåöèôèêàöèè σ è A′ ñîâïàäàþò. Ïðè m = n êàæäîé êîíôèãóðàöèè
ñîîòâåòñòâóåò ïåðåñòàíîâêà, è èõ ÷èñëî ðàâíî P (n) = n!.

3. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è îïòèìèçàöèè íà êîìáèíàòîðíîé
êîíôèãóðàöèè ïåðåñòàíîâîê

Â îáùåì âèäå ýêñòðåìàëüíóþ êîìáèíàòîðíóþ çàäà÷ó ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü
òàê: èìååòñÿ ìíîæåñòâî èç n ýëåìåíòîâ, íà íåì çàäàåòñÿ êîìáèíàòîðíàÿ êîí-
ôèãóðàöèÿ A = {σi} = {a1, a2, . . . , an}. (Â äàííîì ñëó÷àå ïîä êîíôèãóðàöèåé
σi = a1, a2, . . . , an ìû ïîíèìàåì ïåðåñòàíîâêè.) Íà ìíîæåñòâå A çàäàåòñÿ ôóíê-
öèÿ f(x). Òðåáóåòñÿ îòûñêàòü ýêñòðåìóì ôóíêöèè f(x) è ýëåìåíòû ìíîæåñòâà A,
êîòîðûå ýòîò ýêñòðåìóì äîñòàâëÿþò.

Ñàìà ôîðìóëèðîâêà ýêñòðåìàëüíûõ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷ äèêòóåò âûáîð îïå-
ðàöèé, ïðèìåíÿåìûõ äëÿ èõ ðåøåíèÿ. Âî-ïåðâûõ, íàäî óìåòü äåëàòü ãåíåðàöèþ
ìíîæåñòâà A è ðàñïîëàãàòü ñîîòâåòñòâóþùèì ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé ôóíêöèè
f(x). Âî-âòîðûõ, íàäî ðàçâèòü ìåòîäèêó ñðàâíåíèÿ ýòèõ çíà÷åíèé è âûäåëåíèÿ
èç íèõ ìàêñèìàëüíîãî èëè ìèíèìàëüíîãî. Îïåðàöèÿ ïåðåáîðà ïðàêòè÷åñêè ðåä-
êî îêàçûâàåòñÿ îñóùåñòâèìîé, òàê êàê ÷èñëî âîçìîæíûõ êîìáèíàöèé ìîæåò áûòü
ñëèøêîì âåëèêî. Òðóäíîñòè, ñâÿçàííûå ñ ïåðåáîðîì âàðèàíòîâ è ñðàâíåíèåì çíà-
÷åíèé, âåñüìà çíà÷èòåëüíûå [8, 9].

Îáùàÿ ñõåìà ñâÿçè ýêñòðåìàëüíûõ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷ ñ ìåòîäàìè ëèíåé-
íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ âûãëÿäèò ïðèìåðíî òàê: ýëåìåíòû σi èíòåðïðåòèðóþò,
êàê òî÷êè åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, ÷òîáû �öåëåâàÿ� ôóíêöèÿ f(x) ñòàëà ëèíåé-
íîé ôîðìîé. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ýêñòðåìóìà ýòîé ôóíêöèè íà
âûïóêëîé îáîëî÷êå çàäàííûõ òî÷åê (ò. å. íà âûïóêëîì ìíîãîãðàííèêå). Â ñàìîì
äåëå, ýêñòðåìóì ëèíåéíîé ôîðìû íà ìíîãîãðàííèêå äîñòèãàåòñÿ â îäíîé èç âåð-
øèí, êîòîðûå âõîäÿò â ìíîæåñòâî ðàññìàòðèâàåìûõ ýëåìåíòîâ. Çàäà÷à æå íàõîæ-
äåíèÿ ýêñòðåìóìà ëèíåéíîé ôîðìû è åñòü çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
Îñîáåííîñòüþ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷ ïðè òàêîì ñâåäåíèè îñòàíåòñÿ òî, ÷òî ïðè
íàõîæäåíèè ðåøåíèÿ ñëåäóåò îãðàíè÷èâàòüñÿ ëèøü òî÷êàìè ñ öåëî÷èñëåííûìè
êîîðäèíàòàìè.

Òîãäà ðåøåíèå êîìáèíàòîðíûõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðå-
ñòàíîâêó (a1, a2, . . . , an) ÷èñåë 1, 2, . . . , n, ìíîæåñòâî êîòîðûõ îáîçíà÷èì Pn(A) =

Pn. Öåëüþ ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(x) = extr
n∑

i=1

cixi íà êî-
íå÷íîì ïîäìíîæåñòâå óêàçàííûõ ïåðåñòàíîâîê. Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà ïåðåñòàíî-
âîê Pn ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê âåðøèíû ïåðåñòàíîâî÷íîãî ìíîãîãðàííèêà.
Â ñâîþ î÷åðåäü ïåðåñòàíîâî÷íûé ìíîãîãðàííèê ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ãðà-
ôà G(Pn) [4]. Â ýòîì ãðàôå âåðøèíû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìíîæåñòâî âñåõ ïåðåñòà-
íîâîê Pn, à äâå âåðøèíû îáðàçóþò äóãó −−→p1p2, åñëè f(p1) ≥ f(p2), p1, p2 ∈ Pn è åñëè
ïåðåñòàíîâêà p2 ïîëó÷åíà èç p1 ñ ïîìîùüþ òðàíñïîçèöèè äâóõ ýëåìåíòîâ.
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Íàçîâåì ïîäãðàôîì ðàíãà r ãðàôà ïåðåñòàíîâî÷íîãî ìíîãîãðàííèêà G(Pn)
ãðàô, âåðøèíû êîòîðîãî èìåþò r ôèêñèðîâàííûõ êîîðäèíàò.

Èçâåñòíî, ÷òî íà ïåðåñòàíîâî÷íîì ìíîãîãðàííèêå G(Pn) ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ
f(x) ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå â ïåðåñòàíîâêå (1, 2, . . . , n), ïðè óïî-
ðÿäî÷åíèè êîýôôèöèåíòîâ ïî âîçðàñòàíèþ, à ìèíèìàëüíîå � â ïåðåñòàíîâêå
(n, . . . , 2, 1). Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî ñâîéñòâî ñîõðàíÿåòñÿ è äëÿ ïîäãðàôîâ, îáðàçî-
âàííûõ ïîäìíîæåñòâîì ïåðåñòàíîâîê, ó êîòîðûõ ôèêñèðîâàíû ïîñëåäíèå k ýëå-
ìåíòîâ. Íî äëÿ ãðàôîâ ìíîãîãðàííèêîâ äîñòàòî÷íî ÷àñòî âîçíèêàåò ñëåäóþùàÿ

Çàäà÷à 1. Íàéòè ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê, â êîòîðûõ çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíê-
öèè ðàâíî çàäàííîìó çíà÷åíèþ, òî åñòü

x∗ = arg
x∈Pn

f(x), (1)

ãäå f(x∗) = y.
Òàêæå èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó, åñëè ïåðåñòàíîâêè, â

êîòîðûõ öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò çàäàííîå çíà÷åíèå, ñóùåñòâóþò íå âñåãäà.
Òîãäà âûøå ñôîðìóëèðîâàííàÿ ïðîáëåìà ïðåäñòàíåò êàê

Çàäà÷à 2. Îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî ïàð ïåðåñòàíîâîê (x, x), äëÿ êîòîðûõ ïðè
çàäàííîì y

x = arg min
f(x)>y

f(x), x = arg max
f(x)<y

f(x). (2)

Î÷åâèäíî, ÷òî îáå çàäà÷è ìîæíî ðåøèòü, åñëè íà ãðàôå G(Pn) äîñòðîèòü ìíî-
æåñòâî äóã ìåæäó íåñìåæíûìè ïåðåñòàíîâêàìè, ïîçâîëÿþùåå ïðîéòè ïî äóãàì
ïóòü îò íà÷àëüíîé âåðøèíû, ãäå f(x) ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå, ê êîíå÷-
íîé, ãäå f(x) ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå, ïðè ýòîì íåîáõîäèìî ïîñåòèòü âñå
îñòàëüíûå âåðøèíû ãðàôà. Ýòîò ïóòü íàçûâàåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì. Åñëè èçâåñò-
íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðåñòàíîâîê, ÷åðåç êîòîðûå îí ïðîõîäèò, òî ñ ïîìîùüþ
äèõîòîìèè ãàìèëüòîíîâà ïóòè, âû÷èñëÿÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â ñîîòâåòñòâóþùåé
ïåðåñòàíîâêå, âñåãäà ìîæíî ëîêàëèçîâàòü ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíê-
öèè f(x). Ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè ãðàôîâ, ìíîãèå êîìáèíàòîðíûå çàäà÷è îïòèìè-
çàöèè èìåþò ñëåäóþùóþ ôîðìóëèðîâêó: îòûñêàòü ñðåäè íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà
ïóòåé L ìèíèìàëüíûé (èëè ìàêñèìàëüíûé), ò. å. ïóòü, îáëàäàþùèé ìèíèìàëüíûì
(èëè ìàêñèìàëüíûì) çíà÷åíèåì λ. Â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà L ìîæåò áûòü âûáðàíî,
íàïðèìåð, ìíîæåñòâî âñåõ ãàìèëüòîíîâûõ ïóòåé. Ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó, êîòîðàÿ
äàåò âîçìîæíîñòü îïðåäåëåíèÿ ìèíèìàëüíîãî è ìàêñèìàëüíîãî ïóòè ñðåäè âñåõ
ïðîñòûõ ïóòåé, ñîåäèíÿþùèõ äâå ôèêñèðîâàííûå âåðøèíû.

Òåîðåìà. Åñëè íåêîòîðûé ïóòü â ãðàôå ìíîãîãðàííèêà G(Pn), ñîåäèíÿþùèé âåð-
øèíó x óðîâíÿ m è âåðøèíó x′ óðîâíÿ s, ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì (ìàêñèìàëü-
íûì), òî åãî ïîäïóòü ìåæäó âåðøèíîé y óðîâíÿ k è âåðøèíîé y′ óðîâíÿ p ïîä-
ãðàôà r-ðàíãà ãðàôà ìíîãîãðàííèêà G(Pn) (m ≤ k < p ≤ s) òàêæå ÿâëÿåòñÿ
ìèíèìàëüíûì (ìàêñèìàëüíûì).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ, êîòîðîå îïóá-
ëèêîâàíî â [9] è îïðåäåëåíèÿ ïîäãðàôà è åãî ñâîéñòâ. Êàê èçâåñòíî, ïîäãðàôîì
ãðàôà G(Pn) íàçûâàåòñÿ ãðàô, ó êîòîðîãî âñå âåðøèíû è ðåáðà ïðèíàäëåæàò
G(Pn), òîãäà ñîõðàíÿþòñÿ è íåêîòîðûå ñâîéñòâà: åñëè ðàññìàòðèâàòü ïóòü, ñî-
åäèíÿþùèé âåðøèíó x óðîâíÿ m è âåðøèíó x′ óðîâíÿ s, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ìè-
íèìàëüíûì èëè ìàêñèìàëüíûì, òî åãî ïîäïóòü ìåæäó âåðøèíîé y óðîâíÿ k è
âåðøèíîé y′ óðîâíÿ p (m ≤ k < p ≤ s) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì èëè ìàêñè-
ìàëüíûì ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ ãðàôà ïåðåñòàíîâî÷íîãî ìíîãîãðàííèêà G(Pn) ýòî
ñâîéñòâî òàêæå âûïîëíÿåòñÿ.

Ïðèâåäåííàÿ òåîðåìà ëåæèò â îñíîâå ìåòîäà îòûñêàíèÿ ìàêñèìàëüíûõ ïóòåé
â ãðàôå áåç êîíòóðîâ è äàåò âîçìîæíîñòü ïðè ïîñòðîåíèè àëãîðèòìà ëîêàëèçàöèè
çíà÷åíèÿ ðàññìîòðåòü ïîäãðàôû ãðàôà G(Pn). Çàäà÷à (1), (2) ðàññìàòðèâàåòñÿ
íà âåðøèíàõ ãðàôà, òîãäà íàõîæäåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé âåðøèíû ðàññìàòðèâàåì
ïîñëåäîâàòåëüíî, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîé íà÷àëüíîé, âñå âåðøèíû ãðàôà â ïîðÿäêå
óáûâàíèÿ çíà÷åíèé öåëåâîé ôóíêöèè â ýòèõ âåðøèíàõ è ïðèïèñûâàåì êàæäîé âåð-
øèíå ÷èñëî, ðàâíîå ìèíèìàëüíîìó çíà÷åíèþ ôóíêöèè f(x). Äëÿ îòûñêàíèÿ ìèíè-
ìàëüíûõ ïóòåé â ãðàôàõ, èìåþùèõ êîíòóðû, òàêæå ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ìåòî-
äû. Ðàññìîòðèì äàëåå àëãîðèòì ìåòîäà ëîêàëèçàöèè çíà÷åíèÿ ëèíåéíîé ôóíêöèè
íà êîìáèíàòîðíûõ êîíôèãóðàöèÿõ ïåðåñòàíîâîê è åãî ïðèìåíåíèå äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷è (1), (2).

4. Îáîñíîâàíèå ñòðóêòóðèðîâàííîãî ìåòîäà ëîêàëèçàöèè
çíà÷åíèÿ ëèíåéíîé ôóíêöèè

Âàæíóþ ðîëü èãðàþò êîìáèíàòîðíûå ìåòîäû, íåîáõîäèìîñòü â ïðèìåíåíèè
êîòîðûõ âîçíèêàåò êàæäûé ðàç, êîãäà èíòåðåñóþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè àëãîðèò-
ìàìè è ÷èñëîì ñïîñîáîâ ðàñïîëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà â ñîîò-
âåòñòâèè ñ çàäàííûìè ïðàâèëàìè. Êàæäîå òàêîå ðàñïîëîæåíèå îïðåäåëÿåò êîìáè-
íàòîðíóþ êîíôèãóðàöèþ, êîòîðóþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îòîáðàæåíèå îäíîãî
ìíîæåñòâà â äðóãîå ñ íåêîòîðûìè îãðàíè÷åíèÿìè, îïðåäåëÿåìûìè óñëîâèÿìè çà-
äà÷è.

Åñëè îãðàíè÷åíèÿ íîñÿò ñëîæíûé õàðàêòåð, òî äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìáèíà-
òîðíûõ êîíôèãóðàöèé íåîáõîäèìî âûÿñíèòü óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è íàõîäèòü
ìåòîäû èõ êîíñòðóèðîâàíèÿ. Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ àëãîðèòì ìåòîäà
ðåøåíèÿ íà êîìáèíàòîðíûõ êîíôèãóðàöèÿõ ïåðåñòàíîâîê, õîòÿ íà îñíîâàíèè îá-
ùåé ñõåìû ìîæíî ïðèìåíèòü åãî è äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ íà äðóãèõ êîìáèíàòîðíûõ
êîíôèãóðàöèÿõ.

Îáùàÿ ñõåìà ìåòîäà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:

1) îïðåäåëÿåòñÿ êîìáèíàòîðíàÿ êîíôèãóðàöèÿ è âûáîð ñïîñîáà ãåíåðèðîâàíèÿ
åå ýëåìåíòîâ;

2) ñòðîèòñÿ ñòðóêòóðíûé ãðàô ìíîãîãðàííèêà âûáðàííîé êîìáèíàòîðíîé êîí-
ôèãóðàöèè;
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3) ðàçáèâàåòñÿ ñòðóêòóðíûé ãðàô íà ïîäãðàôû è îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿ ôóíê-
öèè â êðàéíèõ òî÷êàõ ïîäãðàôîâ;

4) íàõîäèòñÿ çíàê ðàçíîñòè ìåæäó ñìåæíûìè êîíôèãóðàöèÿìè è îïðåäåëÿåòñÿ
ìíîæåñòâî ðåøåíèé ïóòåì ïåðåñå÷åíèÿ ïîäìíîæåñòâ � âåðøèí ïîäãðàôîâ.

Íà êîìáèíàòîðíîé êîíôèãóðàöèè ïåðåñòàíîâîê àëãîðèòì èìååò ñëåäóþùóþ
ñòðóêòóðó.

Àëãîðèòì ëîêàëèçàöèè çíà÷åíèÿ ëèíåéíîé ôóíêöèè íà ïåðåñòàíîâ-
êàõ.

Íà÷àëüíûé øàã:

1) ââîäèì n � êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ïåðåñòàíîâêè è ðàçìåðíîñòü öåëåâîé ôóíê-
öèè;

2) çàäàåì çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ c1, c2, . . . , cn öåëåâîé ôóíêöèè f(x);

3) ââîäèì çíà÷åíèå ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà ïåðåñòàíîâîê: a1, a2, . . . , an ïðè÷åì
ââîä îñóùåñòâëÿåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ýëåìåíòû áûëè óïîðÿäî÷åíû ïî
ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: a1 ≤ a2 ≤ . . . ≤ an;

4) çàäàåì çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè y0 = f(x).

Øàã 1: Âû÷èñëÿåì n!
Øàã 2: Îïðåäåëÿåì çíà÷åíèå: b = (n− 1)!, êîòîðîå õàðàêòåðèçóåò êîëè÷åñòâî

òî÷åê â ñòðóêòóðíîì ãðàôå â êàæäîì ïîäãðàôå.
Øàã 3: Âû÷èñëÿåì ìèíèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå çàäàííîé öåëåâîé

ôóíêöèè f(x):

f(x)max = c1x1 + c2x2 + . . . + cn−1xn−1 + cnxn,
f(x)min = cnx1 + cn−1x2 + . . . + c2xn−1 + c1xn.

Øàã 4: Ñòðîèì ñòðóêòóðíûé ãðàô, êîòîðûé èìååò n ïîäãðàôîâ è ïî n âåðøèí
ñ äâóõ ñòîðîí (ñëåâà è ñïðàâà), à íà êàæäîì ïîäãðàôå � íà÷àëüíóþ è êîíå÷íóþ
âåðøèíû.

Øàã 5: Îïðåäåëÿåì çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè f(x) â òî÷êàõ � íà÷àëüíîé è
êîíå÷íîé âåðøèíàõ ïîäãðàôîâ x = (xi1 , xi2 , . . . , xin).

Øàã 6: Îïðåäåëÿåì ñëåâà â ñòðóêòóðíîì ãðàôå ìíîæåñòâî òî÷åê, äëÿ êîòî-
ðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå f(xi) ≥ f(x0), ãäå x0 òî÷êà, äëÿ êîòîðîé f(x0) = y0,
à xi, i ∈ Nk, ìíîæåñòâî òî÷åê, çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè f(x) â êîòîðûõ áîëüøå
çàäàííîãî.

Øàã 7: Ñïðàâà îïðåäåëèì ìíîæåñòâî òî÷åê, êîòîðûå äàþò çíà÷åíèå öåëåâîé
ôóíêöèè ñîãëàñíî âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ: f(xj) ≤ f(x0), ãäå x0 � òî÷êà, äëÿ êîòîðîé
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå f(x0) = y0 à xj, j ∈ Nn−k ìíîæåñòâî òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ
çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè f(x) ìåíüøå çàäàííîãî.
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Øàã 8: Îïðåäåëÿåì ìíîæåñòâî ïîäãðàôîâ êàê ìíîæåñòâî ïåðåñå÷åíèé, ýëå-
ìåíòû êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ, ñôîðìóëèðîâàííîìó íà øàãàõ 6,7.

Øàã 9: Ôîðìèðóåì ìíîæåñòâî òî÷åê-ýëåìåíòîâ ïåðåñòàíîâêè óäîâëåòâîðÿþ-
ùåå óñëîâèå f(x0) = y0. Åñëè âñå òî÷êè íàéäåíû, òî åñòü ñðåäè ìíîæåñòâà ïîä-
ãðàôîâ îïðåäåëåííîì íà øàãå 8 íåò òàêèõ, äëÿ âåðøèí êîòîðûõ âûïîëíÿëîñü áû
óñëîâèå f(xj) ≤ y0 ≤ f(xi), òî çàäà÷à ðåøåíà. Îñóùåñòâëÿåòñÿ âûâîä ýëåìåíòîâ
òî÷åê ïåðåñòàíîâêè. Èíà÷å ïåðåõîä íà ñëåäóþùèé øàã.

Øàã 10: Îïðåäåëÿåì ïîäãðàô, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå f(xj) ≤
y0 ≤ f(xi). Ôèêñèðóåì ïîñëåäíþþ êîîðäèíàòó â òî÷êå, âåðøèíå ïîäãðàôà.

Øàã 11: Ïðèñâàèâàåì n := n− 1. Îñóùåñòâëÿåì ïåðåõîä íà øàã 1.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ãåíåðàöèÿ òî÷åê, ÿâëÿþùèõñÿ âåðøèíàìè ïåðåñòàíî-
âîê â êðàéíèõ âåðøèíàõ ïîäãðàôîâ, îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì òðàíñïîçèöèè îäíîãî
ýëåìåíòà, ïðè÷åì èç n! ýëåìåíòîâ íåîáõîäèìî ñãåíåðèðîâàòü íà íà÷àëüíîì ýòàïå
òîëüêî 2n.

Àëãîðèòì áûë ïðîãðàììíî ðåàëèçîâàí, ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû.
Íèæå ïðèâåäåí ÷èñëåííûé ïðèìåð èçëîæåííîãî àëãîðèòìà.

Äàíî: à) ôóíêöèÿ f(x) = c1x1 + c2x2 + . . . + cnxn, ãäå n = 5, òîãäà f(x) = 4x1 +
6x2 + 8x3 + 9x4 + 11x5; á) îïðåäåëåíî çíà÷åíèå ôóíêöèè f(x∗) = 120; â) ýëåìåíòû
ìíîæåñòâà ïåðåñòàíîâêè (1 2 3 4 5).

Íàéòè: Òî÷êè � âåðøèíû ïåðåñòàíîâî÷íîãî ìíîãîãðàííèêà x∗, â êîòîðûõ äî-
ñòèãàåòñÿ çàäàííîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè.

Ðåøåíèå: Â äàííîì ïðèìåðå êîýôôèöèåíòû öåëåâîé ôóíêöèè óïîðÿäî÷åíû
ïî âîçðàñòàíèþ, íî â îáùåì ñëó÷àå, åñëè êîýôôèöèåíòû íå óïîðÿäî÷åíû, íàõîäèì
ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ óïîðÿäî÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ öåëåâîé ôóíêöèè:

f(x) = c̃1x1 + . . . + c̃nxn, c̃1 ≤ c̃2 ≤ . . . ≤ c̃n,

òî
c̃i = cπ−1 , σ =

(
1 2 3 4 5
3 6 1 5 2

)
, σ−1 =

(
1 2 3 4 5
3 5 1 6 4

)

c̃1 = c3; c̃2 = c5; c̃3 = c1; c̃4 = c6; c̃5 = c4.

Ñòðîèì ãðàô äëÿ n = 5, â êîòîðîì ïÿòü ïîäãðàôîâ. Âñåãî âåðøèí � 5! = 120,
ïî 24 íà êàæäîì ïîäãðàôå. Îïðåäåëèì ìàêñèìàëüíîå è ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå
ëèíåéíîé ôóíêöèè:

max := 4 · 1 + 6 · 2 + 8 · 3 + 9 · 4 + 11 · 5 = 131,

min := 4 · 5 + 6 · 4 + 8 · 3 + 9 · 2 + 11 · 1 = 97.

Ñîãëàñíî àëãîðèòìà, îïðåäåëèì êðàéíèå òî÷êè ïîäãðàôîâ è íàõîäèì â íèõ çíà-
÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè.

Èçîáðàçèì ýòî íà ðèñóíêå:
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x1 = (1, 2, 3, 4, 5) 131

x25 = (1, 2, 3, 5, 4) 129

x49 = (1, 2, 4, 5, 3) 126

x73 = (1, 3, 4, 5, 2) 121

x97 = (2, 3, 4, 5, 1) 114 s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

?

?

?

?

?

?

?

?

1

2

3

4

5

x24 = (4, 3, 2, 1, 5) 114

x48 = (5, 3, 2, 1, 4) 107

x72 = (5, 4, 2, 1, 3) 102

x96 = (5, 4, 3, 1, 2) 99

x120 = (5, 4, 3, 2, 1) 97

Ðèñ.1. Ñòðóêòóðíûé ãðàô ïåðåñòàíîâî÷íîãî ìíîãîãðàííèêà.

Íà ðèñ. 1 èçîáðàæåí ñòðóêòóðíûé ãðàô, êîòîðûé ñîäåðæèò ïÿòü ïðîíóìåðî-
âàííûõ ïîäãðàôîâ ðàíãà r = 1, ãäå îòìå÷åíû êðàéíèå òî÷êè ïîäãðàôîâ è çíà÷åíèÿ
öåëåâîé ôóíêöèè â íèõ. Ñëåâà íàõîäÿòñÿ âåðøèíû, â êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ìàê-
ñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè íà ïîäãðàôå, ñïðàâà � âåðøèíû, â êîòî-
ðûõ äîñòèãàåòñÿ ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèé. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ ïîäñòàíîâêîé òî÷êè â öåëåâóþ ôóíêöèþ âèäà

f(x) = 4x1 + 6x2 + 8x3 + 9x4 + 11x5.

Êðàéíèå òî÷êè íà ðèñ.1 îïðåäåëåíû ñîãëàñíî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðàôà ïåðåñòàíîâî÷-
íîãî ìíîãîãðàííèêà. Âûáîð ñîîòâåòñòâóþùåé ñòðóêòóðû äàííûõ äëÿ ïðåäñòàâëå-
íèÿ ãðàôîâ èìååò ïðèíöèïèàëüíîå âëèÿíèå íà ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìîâ. Ïî-
êàæåì ñïîñîá ïðåäñòàâëåíèÿ è êðàòêî ðàçáåðåì åãî. Òàê êàê â óñëîâèè çàäà÷è
îïðåäåëÿåòñÿ òî÷êà, â êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ çàäàííîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè, à
ñîãëàñíî ðèñ.1 òàêèõ êðàéíèõ òî÷åê íåò, ñîîòâåòñòâåííî, íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü
èíòåðâàë, â êîòîðîì ìîæåò íàõîäèòüñÿ òàêàÿ âåðøèíà, ÷òî îáåñïå÷èò çàäàííîå
çíà÷åíèå. Ñîîòâåòñòâåííî, ïîèñê çíà÷åíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ íà ñëåäóþùåì, âûøå
ñòîÿùåì ïîäãðàôå ðàíãà r = 1, äëÿ òî÷åê êîòîðîãî çíà÷åíèÿ íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ
99 ≤ f(x) ≤ 121. Äëÿ ýòîãî ïîäãðàôà õàðàêòåðíûì åñòü óñëîâèå, ïîñëåäíÿÿ êîîð-
äèíàòà òî÷åê � âåðøèí ïîäãðàôà ðàâíà x5 = 2. Äàëåå ðàññìîòðèì â âèäå òàáëèöå
çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â âåðøèíàõ ïîäãðàôà, çàôèêñèðîâàâ ïîñëåäíþþ êîîðäèíàòó
x5 = 2:
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Òàáëèöà 1.

x1 x2 x3 x4 x5 f(x) x1 x2 x3 x4 x5 f(x)
1 3 4 5 2 121 4 3 1 5 2 109
1 3 5 4 2 120 5 3 1 4 2 104
1 4 5 3 2 117 5 4 1 3 2 101
3 4 5 1 2 107 5 4 3 1 2 99

Ñëåäóþùèé øàã: ñîãëàñíî òàáëèöå 1, âûäåëèì òî÷êó x0
1 = (1, 3, 5, 4, 2), â êîòî-

ðîé äîñòèãàåòñÿ íåîáõîäèìîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè. Îòáðàñûâàåì òðè íèæ-
íèõ ïîäãðàôà, ðàññìàòðèâàåì âåðõíèé ïîäãðàô ðàíãà r = 2, äëÿ òî÷åê, â êîòîðûõ
ïîñëåäíèå äâå êîîðäèíàòû ðàâíû: x4 = 5; x5 = 2, òàê êàê â îòáðîøåííûõ íå íàé-
äóòñÿ òî÷êè, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ f(x) = 120. Îïðåäåëèì çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè f(x) â êðàéíèõ òî÷êàõ ïîäãðàôà:

Òàáëèöà 2.

x1 x2 x3 x4 x5 f(x) x1 x2 x3 x4 x5 f(x)
1 3 4 5 2 121 3 1 4 5 2 117
1 4 3 5 2 119 4 1 3 5 2 113
3 4 1 5 2 111 4 3 1 5 2 109

Äàëåå, äåëàåì àíàëîãè÷íóþ ïðîöåäóðó ñðàâíåíèÿ ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé öåëå-
âîé ôóíêöèè â êðàéíèõ òî÷êàõ ñ çàäàííûì çíà÷åíèåì f(x) = 120 ñîãëàñíî óñëîâèþ
çàäà÷è è ðàññìîòðèì âåðõíèé ïîäãðàô. Íà ýòîì ïîäãðàôå íåò âåðøèí, óäîâëåòâî-
ðÿþùèõ óñëîâèþ çàäà÷è.

Ñíîâà, îïðåäåëÿåì çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè f(x) â òî÷êàõ � êðàéíèõ âåð-
øèíàõ ïîäãðàôà ñòðóêòóðíîãî ãðàôà ðèñ.1, â êîòîðîì x5 = 3.

Òàáëèöà 3.

x1 x2 x3 x4 x5 f(x) x1 x2 x3 x4 x5 f(x)
1 2 4 5 3 126 4 2 1 5 3 114
1 2 5 4 3 125 5 2 1 4 3 109
1 4 5 2 3 119 5 4 1 2 3 103
2 4 5 1 3 114 5 4 2 1 3 102

Èç òàáëèöû 3 íåîáõîäèìî âûáðàòü è ðàññìîòðåòü äâà âåðõíèõ ïîäãðàôà ðàí-
ãà r = 2, äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèÿ ñîîòâåòñòâåííî: à) x4 = 5,
x5 = 3, á) x4 = 4, x5 = 3.
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Ðàññìîòðèì èõ â âèäå ñëåäóþùåé òàáëèöû.

Òàáëèöà 4.

x4 = 5, x5 = 3 x4 = 4, x5 = 3
ci 4 6 8 9 11 f(x) ci 4 6 8 9 11 f(x)

1 2 4 5 3 126 1 2 5 4 3 125
1 4 2 5 3 122 1 5 2 4 3 119
2 4 1 5 3 118 2 5 1 4 3 115
2 1 4 5 3 124 2 1 5 4 3 115
4 1 2 5 3 116 5 1 2 4 3 111
4 2 1 5 3 114 5 2 1 4 3 109

Ðàññìîòðèì äàëåå ïîäãðàô ñòðóêòóðíîãî ãðàôà ðèñ.1, â êîòîðîì çíà÷åíèå ïî-
ñëåäíåé êîîðäèíàòû ðàâíî x5 = 4.

Òàáëèöà 5.

ïîäãðàô ñòðóêòóðíîãî ãðàôà, â êîòîðîì x5 = 4
ci 4 6 8 9 11 f(x) ci 4 6 8 9 11 f(x)

1 2 3 5 4 129 3 2 1 5 4 121
1 2 5 3 4 127 5 2 1 3 4 111
1 3 5 2 4 124 5 3 1 2 4 108
2 3 5 1 4 119 5 3 2 1 4 107

Íà îñíîâàíèè ðàñ÷åòîâ òàáëèöû 5 ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå òî÷åê ïî ïîäãðàôàì,
â êîòîðûõ çíà÷åíèå ïîñëåäíåé è ïðåäïîñëåäíåé êîîðäèíàò åñòü ïîñòîÿííîå è ðàâíû
ñîîòâåòñòâåííî: à) x4 = 3, x5 = 4; á) x4 = 2, x5 = 4, è îïðåäåëèì çíà÷åíèÿ öåëåâîé
ôóíêöèè â êðàéíèõ òî÷êàõ ýòèõ ïîäãðàôîâ.

Òàáëèöà 6.

x4 = 3, x5 = 4 x4 = 2, x5 = 4
ci 4 6 8 9 11 f(x) ci 4 6 8 9 11 f(x)

1 2 5 3 4 127 1 3 5 2 4 124
1 5 2 3 4 121 1 5 3 2 4 120
2 5 1 3 4 117 3 5 1 2 4 112
2 1 5 3 4 125 3 1 5 2 4 120
5 1 2 3 4 113 5 1 3 2 4 112
5 2 1 3 4 111 5 3 1 2 4 108
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Ïîëó÷èì äâå òî÷êè � ðåøåíèÿ çàäà÷è, äàëåå ðàññìîòðèì ïîäãðàô ñòðóêòóð-
íîãî ãðàôà, â êîòîðîì x5 = 5 è çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â åãî êðàéíèõ òî÷êàõ.

Òàáëèöà 7.

x5 = 5 f(x) f(x)
1 2 3 4 5 131 3 2 1 4 5 123
1 2 4 3 5 130 4 2 1 3 5 118
1 3 4 2 5 127 4 3 1 2 5 115
2 3 4 1 5 122 4 3 2 1 5 114

Íà îñíîâàíèè òàáëèöû 7 öåëåñîîáðàçíî äàëåå ðàññìàòðèâàòü òðè íèæíèõ ïîä-
ãðàôà ðàíãà r = 2.

Òàáëèöà 8.

x4 = 3, x5 = 5 x4 = 2, x5 = 5 x4 = 1, x5 = 5
ci 4 6 8 9 11 f(x) ci 4 6 8 9 11 f(x) ci 4 6 8 9 11 f(x)

1 2 4 3 5 130 1 3 4 2 5 127 2 3 4 1 5 122
1 4 2 3 5 126 1 4 3 2 5 125 2 4 3 1 5 120
2 4 1 3 5 122 3 4 1 2 5 117 3 4 2 1 5 116
2 1 4 3 5 128 3 1 4 2 5 123 3 2 4 1 5 120
4 1 2 3 5 120 4 1 3 2 5 119 4 2 3 1 5 116
4 2 1 3 5 118 4 3 1 2 5 115 4 3 2 1 5 114

Íà îñíîâàíèè âûøå èçëîæåííûõ îïåðàöèé ñîãëàñíî àëãîðèòìà, ïîëó÷èì ðåøå-
íèÿ, êîòîðûå äîñòàâëÿþò çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(x) = 120.

Ðåøåíèÿìè çàäà÷è, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèå f(x) = 120 áóäóò òî÷êè:

Òàáëèöà 9.

x1 x2 x3 x4 x5 f(x)
1 3 5 4 2 120
1 5 3 2 4 120
4 1 2 3 5 120
3 1 5 2 4 120
2 4 3 1 5 120
3 2 4 1 5 120
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Ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå: x0
1 = (1, 3, 5, 4, 2), x0

2 = (1, 5, 3, 4, 2), x0
3 =

(3, 1, 5, 2, 4), x0
4 = (4, 1, 2, 3, 5), x0

5 = (2, 4, 3, 1, 5), x0
6 = (3, 2, 4, 1, 5).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè íà ãðàôå ââåðõ âîçðàñòàåò è âíèç
óáûâàåò ñ îäèíàêîâûì èíòåðâàëîì ïðè ðàâíîìåðíîì ðàñïðåäåëåíèè çíà÷åíèé êî-
ýôôèöèåíòîâ. Äàííûé ïðèìåð îáúÿñíÿåò ïðèíöèï ðàáîòû àëãîðèòìà è äàåò âîç-
ìîæíîñòü ïîíÿòü è îöåíèòü åãî ÷èñëåííóþ ýôôåêòèâíîñòü.

5. Çàêëþ÷åíèå
Èññëåäîâàíû ñëîæíûå êîìáèíàòîðíûå çàäà÷è íà êîìáèíàòîðíîé êîíôèãóðà-

öèè ïåðåñòàíîâîê. Ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå ñâîéñòâà äîïóñòèìîé îáëàñòè åâêëè-
äîâîé êîìáèíàòîðíîé çàäà÷è ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðèè ãðàôîâ è êîìáèíàòîðíûõ
êîíôèãóðàöèé. Ñôîðìóëèðîâàííàÿ çàäà÷à è ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì äëÿ åå ðåøå-
íèÿ íà îñíîâå ìåòîäà ëîêàëèçàöèè çíà÷åíèÿ ëèíåéíîé ôóíêöèè íà êîìáèíàòîðíîé
êîíôèãóðàöèè ïåðåñòàíîâîê ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ â äàëüíåéøåì äëÿ ïîñòðîåíèÿ
è ðàçâèòèÿ ñòðóêòóðèðîâàííîãî ìåòîäà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ íà ðàçëè÷íûõ êîìáè-
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