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Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå èññëåäîâàíà ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à î íîðìàëüíûõ êîëåáàíèÿõ âðàùàþ-
ùåãîñÿ èçîòðîïíîãî óïðóãîãî òåëà, çàïîëíåííîãî èäåàëüíîé áàðîòðîïíîé æèäêîñòüþ. Â íà÷àëå
ñòàòüè ïðèâåäåíî êðàòêîå îïèñàíèå áëèçêèõ ðàáîò, à òàêæå ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Çàòåì âûâî-
äèòñÿ è èññëåäóåòñÿ êâàäðàòè÷íûé îïåðàòîðíûé ïó÷îê, ñîîòâåòñòâóþùèé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å.
Äëÿ ýòîãî ïó÷êà èçó÷åíû âîïðîñû ëîêàëèçàöèè, äèñêðåòíîñòè è àñèìïòîòèêè ñïåêòðà. Äîêàçà-
íî óòâåðæäåíèå î äâóêðàòíîé ïîëíîòå ñ äåôåêòîì äëÿ ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ
ýëåìåíòîâ, ïîëó÷åíî óòâåðæäåíèå î ñóùåñòâåííîì ñïåêòðå çàäà÷è.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è î íîðìàëüíûõ êîëåáàíèÿõ èäåàëüíîé ñæèìàåìîé æèä-
êîñòè, çàïîëíÿþùåé âðàùàþùååñÿ èëè íåïîäâèæíîå óïðóãîå òåëî â áëèçêîé ïî-
ñòàíîâêå èçó÷àëèñü â [1, 2, 3]. Â ýòèõ ðàáîòàõ ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî íà ñèñòåìó íå
äåéñòâóåò ãðàâèòàöèîííîå ïîëå (ò.å. ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â íåâåñîìîñòè), à òàêæå
îòñóòñòâóåò çàêðåïëåíèå óïðóãîãî òåëà. Ïðè ýòîì âîçíèêàþò ñàìîñîïðÿæåííûå
êâàäðàòè÷íûå îïåðàòîðíûå ïó÷êè.

Åñëè ñèñòåìà íå âðàùàåòñÿ (ñì. [2]), òî óñòàíîâëåíî , ÷òî ñïåêòð ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé çàäà÷è ÷èñòî ìíèìûé, äèñêðåòíûé è ñ ïðåäåëüíîé òî÷êîé íà áåñêîíå÷íîñòè.
Ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ ýëåìåíòîâ îáðàçóåò äâóêðàòíî ïîëíóþ
ñèñòåìó â íåêîòîðîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Åñëè ñèñòåìà ðàâíîìåðíî âðàùàåòñÿ (ñì. [1], [3]), òî äîïîëíèòåëüíî âîçíèêàåò
îòðåçîê ÷èñòî ìíèìîãî ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà, ñâÿçàííûé ñ âíóòðåííèìè èíåðöè-
îííûìè âîëíàìè â æèäêîñòè. Ïðè ýòîì óæå íå óäàåòñÿ óñòàíîâèòü äâóêðàòíóþ
ïîëíîòó ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ ýëåìåíòîâ, îòâå÷àþùèõ òî÷êàì
äèñêðåòíîé ÷àñòè ñïåêòðà, à òîëüêî äâóêðàòíóþ ïîëíîòó ñ êîíå÷íûì äåôåêòîì â
íåêîòîðîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.
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Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ñèñòåìà, íàõîäÿùàÿñÿ â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå
è çàêðåïëåííàÿ íà ÷àñòè óïðóãîãî òåëà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ó÷åò ãðàâèòàöèîííî-
ãî ïîëÿ ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ íåñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ, ïðèâîäÿùèõ
íåêîìïàêòíûì âîçìóùåíèÿì è íåñèììåòðèè â ñîîòâåòñòâóþùåì îïåðàòîðíîì ïó÷-
êå. Îäíàêî è ïðè ýòîì óäàåòñÿ óñòàíîâèòü íàëè÷èå â çàäà÷å îòðåçêà ñóùåñòâåííîãî
ñïåêòðà, ñâîéñòâî äèñêðåòíîñòè îñòàëüíîé ÷àñòè ñïåêòðà, àñèìïòîòèêó ñïåêòðà, à
òàêæå äâóêðàòíóþ ïîëíîòó ñ äåôåêòîì äëÿ ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåí-
íûõ ýëåìåíòîâ â íåêîòîðîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ê ñîæàëåíèþ, âîçíèêàþ-
ùåå íåñèììåòðè÷íîå âîçìóùåíèå íå ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü, ÷òî âåñü ñïåêòð çàäà÷è
ëåæèò â ïðàâîé çàìêíóòîé ïîëóïëîñêîñòè. Ýòîò ôàêò ñâÿçàí ñ óñòîé÷èâîñòüþ ñè-
ñòåìû è, ïî-âèäèìîìó, èìååò ìåñòî â íàñòîÿùåé çàäà÷å.

Ïðèâåäåì ïîñòàíîâêó çàäà÷è î ìàëûõ äâèæåíèÿõ èçó÷àåìîé ñèñòåìû (ñì. [4]).
Ðàññìîòðèì óïðóãîå òåëî, ðàâíîìåðíî âðàùàþùååñÿ âîêðóã îñè, ñîíàïðàâëåííîé
ñ äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òåëî çàíèìàåò îáëàñòü Ω1 ⊂ R3 è
ñîäåðæèò â ñåáå ïîëîñòü Ω0 ⊂ Ω1, öåëèêîì çàïîëíåííóþ èäåàëüíîé íåîäíîðîäíîé
æèäêîñòüþ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ1 ∪ S âíåøíþþ ãðàíèöó îáëàñòè Ω1; ïðè ýòîì áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî óïðóãîå òåëî çàêðåïëåíî íà ãðàíèöå S. Ïîâåðõíîñòü, ðàçäåëÿþùóþ
óïðóãîå òåëî è æèäêîñòü, îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ0, òî åñòü ∂Ω0 = Γ0, ∂Ω1 = Γ0 ∪ Γ1 ∪ S.
×åðåç ~n0 è ~n1 îáîçíà÷èì åäèíè÷íûå âåêòîðû, íîðìàëüíûå ê ãðàíèöàì ∂Ω0, ∂Ω1 è
íàïðàâëåííûå âíå îáëàñòåé Ω0 è Ω1 ñîîòâåòñòâåííî.

Ââåäåì ñèñòåìó êîîðäèíàò Ox1x2x3, æåñòêî ñâÿçàííóþ ñ óïðóãèì òåëîì, òàêèì
îáðàçîì, ÷òî îñü Ox3 ñîâïàäàåò ñ îñüþ âðàùåíèÿ è íàïðàâëåíà ïðîòèâ äåéñòâèÿ
ñèëû òÿæåñòè, à íà÷àëî êîîðäèíàò íàõîäèòñÿ â îáëàñòè Ω0. Â ýòîì ñëó÷àå ðàâ-
íîìåðíàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ñèñòåìû çàïèøåòñÿ â âèäå ~ω0 := ω0~e3, ãäå ~e3 � îðò
îñè âðàùåíèÿ Ox3, à ω0 > 0, äëÿ îïðåäåëåííîñòè. Áóäåì ñ÷èòàòü òàêæå, ÷òî âíåø-
íåå ñòàöèîíàðíîå ïîëå ñèë ~F0 ÿâëÿåòñÿ ãðàâèòàöèîííûì è äåéñòâóåò âäîëü îñè
âðàùåíèÿ, òî åñòü ~F0 = −g~e3, g > 0.

Îáîçíà÷èì ïîëå ñìåùåíèé â óïðóãîì òåëå ÷åðåç ~u(t, x) (x = (x1, x2, x3) ∈ Ω1),
à ïëîòíîñòü óïðóãîãî òåëà ÷åðåç ρ1(x). Áóäåì ñ÷èòàòü äîïîëíèòåëüíî, ÷òî òåëî
èçîòðîïíî, â ýòîì ñëó÷àå òåíçîð íàïðÿæåíèÿ ýòîãî òåëà èìååò âèä

σij(~u) = λLδijdiv~u+ µL

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
, (i, j = 1, 2, 3), (1.1)

ãäå δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà, à λL è µL � êîýôôèöèåíòû Ëÿìå.
Îáîçíà÷èì ïîëå ñìåùåíèé â æèäêîñòè â ïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ÷åðåç

~w(t, x) (x = (x1, x2, x3) ∈ Ω0). Ïóñòü p(t, x) � äèíàìè÷åñêîå äàâëåíèå (îòêëîíåíèå
ïîëíîãî äàâëåíèÿ îò ðàâíîâåñíîãî), ρ(t, x) � äèíàìè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü æèäêîñòè
(îòêëîíåíèå ïîëíîé ïëîòíîñòè îò ïëîòíîñòè ρ0 = const â ñîñòîÿíèè îòíîñèòåëüíî-
ãî ðàâíîâåñèÿ).

Óðàâíåíèÿ ìàëûõ (ëèíåéíûõ) äâèæåíèé ýòîé ñèñòåìû â ïîäâèæíîé ñèñòåìå
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êîîðäèíàò ñ ó÷åòîì ñîñòîÿíèÿ æèäêîñòè çàïèñûâàþòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå (ñì. [4]):

ρ1(x)
∂2~u

∂t2
+ L~u = 0 (â Ω1), ~u = ~0 (íà S), σ(~u)~n1 = ~0 (íà Γ1),

ρ0
∂2 ~w

∂t2
− 2ω0ρ0

∂

∂t
(~w × ~e3) = −∇p− ρg~e3 (â Ω0), ρ+ ρ0div~w = 0 (â Ω0),

~w · ~n0 = −~u · ~n1 (íà Γ0), σ(~u)~n1 = −p~n1 (íà Γ0), p(t, x) = a2
∞(x)ρ(t, x),

(1.2)

ãäå a2
∞(x) � êâàäðàò ñêîðîñòè çâóêà â íåîäíîðîäíîé æèäêîñòè, à âåêòîðíûé îïå-

ðàòîð L îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: (L~u)i := −∑3
j=1 ∂σij(~u)/∂xj. Ðàññìàò-

ðèâàÿ íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ èçó÷àåìîé ñèñòåìû, òî åñòü äâèæåíèÿ âèäà

~u(t, x) = e−λt~u(x), ~w(t, x) = e−λt ~w(x), ρ(t, x) = e−λtρ(x), p(t, x) = e−λtp(x),

ïðèäåì ê ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å îòíîñèòåëüíî ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà λ:

λ2ρ1(x)~u+ L~u = 0 (â Ω1), ~u = ~0 (íà S), σ(~u)~n1 = ~0 (íà Γ1),

λ2ρ0 ~w + 2ω0ρ0λ(~w × ~e3) = −∇p− ρg~e3 (â Ω0), ρ+ ρ0div~w = 0 (â Ω0),

~w · ~n0 = −~u · ~n1 (íà Γ0), σ(~u)~n1 = −p~n1 (íà Γ0), p(x) = a2
∞(x)ρ(x).

(1.3)

Ýòà çàäà÷à è áóäåò ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå.

2. Èññëåäîâàíèå ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è

2.1. Ïðîåêòèðîâàíèå óðàâíåíèé. Âñïîìîãàòåëüíûå îïåðàòîðû è èõ
ñâîéñòâà

Äëÿ ïåðåõîäà ê ñèñòåìå îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé â èçó÷àåìîé çàäà÷å (1.3) ïðè-
ìåíèì ìåòîä îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íà ñïåöèàëü-
íûå ïîäïðîñòðàíñòâà [5]. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ðàçëîæåíèåì Ã. Âåéëÿ ïðî-
ñòðàíñòâà âåêòîðíûõ ïîëåé ~L2(Ω0) â îðòîãîíàëüíóþ ñóììó (ñì. [5], ñ. 103):

~L2(Ω0) = ~J0(Ω0)⊕ ~G(Ω0), ~G(Ω0) := {~v ∈ ~L2(Ω0)| ~v = ∇Φ,

∫

Γ0

Φ dΓ0 = 0},
~J0(Ω0) : = {~v ∈ ~L2(Ω0)| div~v = 0 (â Ω0), vn := ~v · ~n = 0 (íà Γ0)}. (2.1)

Çäåñü îïåðàöèè div~v è vn ïîíèìàþòñÿ â ñìûñëå òåîðèè îáîáùåííûõ ôóíêöèé
(ðàñïðåäåëåíèé), ñì. [5], ñ. 100�102. Ââåäåì îðòîïðîåêòîðû P0 è PG ïðîñòðàíñòâà
~L2(Ω0) íà ~J0(Ω0) è ~G(Ω0) ñîîòâåòñòâåííî. Áóäåì ðàçûñêèâàòü ïîëå ~w â âèäå:

~w = ~v +∇Φ, ãäå ~v ∈ ~J0(Ω0), ∇Φ ∈ ~G(Ω0). (2.2)

Ïîäñòàâèì ïðåäñòàâëåíèå (2.2) â óðàâíåíèå äëÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè èç (1.3)
è ïðèìåíèì ê åãî ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòÿì îðòîïðîåêòîðû P0 è PG, îòâå÷àþùèå
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ðàçëîæåíèþ (2.1). Èç ïîëó÷åííûõ ñîîòíîøåíèé ìîæíî èñêëþ÷èòü ôóíêöèè p(x)
è ρ(x), à òàêæå ïðåîáðàçîâàòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (ñì. [4]). Â ðåçóëüòàòå ïðèäåì
ê ñëåäóþùåé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å:

λ2ρ0~v − 2ω0ρ0iλ
[
iP0(~v × ~e3) + iP0(∇Φ× ~e3)

]
= gρ0P0(~e3div∇Φ) (â Ω0),

λ2ρ0∇Φ− 2ω0ρ0iλ
[
iPG(~v × ~e3) + iPG(∇Φ× ~e3)

]
=

= −
[
−∇(ρ0a

2
∞(x)div∇Φ)

]
+ gρ0PG(~e3div∇Φ) (â Ω0),

λ2ρ1(x)~u+ L~u = 0 (â Ω1), σ(~u)~n1 = ~0 (íà Γ1), ~u = ~0 (íà S),

σ(~u)~n1 = ρ0a
2
∞(x)(div∇Φ)~n1 (íà Γ0),

∂Φ

∂n0

= −~u · ~n1 (íà Γ0).

(2.3)

Ââåäåì íåêîòîðûå ïðîñòðàíñòâà è îïåðàòîðû (ñì. [4]). Îïðåäåëèì ãèëüáåðòîâî
ïðîñòðàíñòâî H := ~G(Ω0)⊕ ~L2(Ω1), ñîñòîÿùåå èç ïàð ψ := (∇Φ; ~u)t (çäåñü ñèìâîë t
îáîçíà÷àåò îïåðàöèþ òðàíñïîíèðîâàíèÿ), ãäå ∇Φ ∈ ~G(Ω0), ~u ∈ ~L2(Ω1). Ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå è íîðìà â H îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(ψ1, ψ2)H :=

∫

Ω0

∇Φ1 · ∇Φ2 dΩ0 +

∫

Ω1

~u1 · ~u2 dΩ1, ‖ψ‖2
H = (ψ, ψ)H .

Îïðåäåëèì ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H := ~J0(Ω0)⊕H, ñîñòîÿùåå èç ïàð ξ :=

(~v;ψ)t, ãäå ~v ∈ ~J0(Ω0), ψ ∈ H. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è íîðìà â H îïðåäåëÿþòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(ξ1, ξ2)H :=

∫

Ω0

~v1 · ~v2 dΩ0 + (ψ1, ψ2)H , ‖ξ‖2
H = (ξ, ξ)H.

Ââåäåì îïåðàòîðû S1,1, S1,2, S2,1, S2,2 è îïåðàòîðíûé áëîê S, äåéñòâóþùèé â
H, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Sξ :=

(
S1,1 S1,2

S2,1 S2,2

)(
~v
ψ

)
:=

(
iP0(~v × ~e3) iP0(∇Φ× ~e3)

(iPG(~v × ~e3); 0)t (iPG(∇Φ× ~e3); 0)t

)
. (2.4)

Ëåììà 1. (ñì. [4]) Îïåðàòîð S ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì è îãðàíè÷åííûì
â H: S = S∗, S ∈ L(H); áîëåå òîãî, ‖S‖ = 1. Ñïåêòð îïåðàòîðà S1,1 ñóùåñòâåí-
íûé è çàïîëíÿåò îòðåçîê [−1, 1] (ñì. [6]): σ(S1,1) = σess(S1,1) = [−1, 1] (çäåñü ÷åðåç
σess(S1,1) îáîçíà÷åí ñóùåñòâåííûé (ïðåäåëüíûé) ñïåêòð îïåðàòîðà S1,1).

Áóäåì ñ÷èòàòü äàëåå, ÷òî ôóíêöèÿ a2
∞(x) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî

ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì, ãðàíèöà Γ0 îáëàñòè Ω0 � êëàññà C2, à Γ1 è S �
ëèïøèöåâû. Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 2. (ñì. [4]) Ââåäåì ïðîñòðàíñòâî HA ñâÿçàííûõ ïàð ψ = (∇Φ; ~u)t:
HA := {(∇Φ; ~u)t|∇Φ ∈ ~W 1

2 (Ω0), ~u ∈ ~W 1
2 (Ω1), ∂Φ/∂n0 = −~u · ~n1 (íà Γ0), ~u = ~0 (íà S)}
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ñ íîðìîé, ïîðîæäåííîé ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ñëåäóþùåãî âèäà:

((∇Φ1; ~u1)
t, (∇Φ2; ~u2)

t)A := ρ0

∫

Ω0

a2
∞(x)div∇Φ1div∇Φ2 dΩ0 +

∫

Ω1

E(~u1, ~u2) dΩ1,

ãäå E(~u,~v) := λLdiv~u div~v +
µL

2

3∑
i,j=1

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)(
∂vi

∂xj

+
∂vj

∂xi

)
.

Çäåñü λL è µL � êîýôôèöèåíòû Ëÿìå (ñì. (1.1)). Ïðîñòðàíñòâî HA ÿâëÿåò-
ñÿ ãèëüáåðòîâûì; îíî êîìïàêòíî âëîæåíî â ïðîñòðàíñòâî H: HA ⊂→⊂→ H.
Ïîðîæäàþùèé îïåðàòîð A ãèëüáåðòîâîé ïàðû (HA;H), ÿâëÿþùèéñÿ ñàìîñîïðÿ-
æåííûì è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì â H (ñì. [5], ñ. 32), îáëàäàåò äèñêðåò-
íûì ñïåêòðîì (A−1 ∈ Sp(H), ïðè íåêîòîðîì p = pA ∈ (0,+∞)). Äëÿ êàæäîãî
ýëåìåíòà ψ = (∇q;~v)t ∈ H ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî îáîáùåííîå ðåøåíèå çà-
äà÷è

−ρ0∇(a2
∞(x)div∇Φ) = ∇q (â Ω0), L~u = ~v (â Ω1),

σ(~u)~n1 = ~0 (íà Γ1), ~u = ~0 (íà S),

σ(~u)~n1 = ρ0a
2
∞(x)(div∇Φ)~n1 (íà Γ0),

∂Φ

∂n0

= −~u · ~n1 (íà Γ0),

(2.5)

âûðàæàåìîå ôîðìóëîé (∇Φ; ~u)t = A−1ψ.

Îïðåäåëèì îïåðàòîðû B0 è BG ñëåäóþùèì îáðàçîì:

B0ψ := P0(~e3div∇Φ), BGψ := (PG(~e3div∇Φ), 0)t, D(B0) = D(BG) = HA. (2.6)

Ëåììà 3. (ñì. [4]) Äëÿ îïåðàòîðîâ B0 è BG âûïîëíåíû ñâîéñòâà

B0A
−1/2 =: Q0 ∈ L(H, ~J0(Ω0)), BGA

−1/2 =: QG ∈ L(H). (2.7)

2.2. Ñâåäåíèå çàäà÷è ê ñèñòåìå îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé. Âûâîä
îñíîâíîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ââåäåííûõ îïåðàòîðîâ çàäà÷ó (2.3) çàïèøåì â âèäå ñèñòåìû
êâàäðàòè÷íûõ ïî λ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé:

{
λ2ρ0I0~v − 2ω0ρ0iλ(S1,1~v + S1,2ψ)− gρ0Q0A

1/2ψ = 0,

λ2Tψ − 2ω0ρ0iλ(S2,1~v + S2,2ψ) + (A− gρ0QGA
1/2)ψ = 0,

(2.8)

ãäå ξ = (~v;ψ)t ∈ ~J0(Ω0)⊕D(A) ⊂ H = ~J0(Ω0)⊕H, Tψ := (ρ0∇Φ; ρ1(x)~u)
t. Îïåðà-

òîð T , î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì, ñàìîñîïðÿæåííûì è ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííûì â H. Îïåðàòîðû Sk,j (k, j = 1, 2) îïðåäåëåíû â (2.4) (ñì. ëåììó 1),
îïåðàòîð A ââåäåí â ëåììå 2, îïåðàòîðû Q0 è QG îïðåäåëåíû â ëåììå 3 (ñì. (2.7)).
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Îñóùåñòâèì â ñèñòåìå(2.8) çàìåíó T 1/2ψ = ψ̂, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó:




λ2ρ0I0~v − 2ω0ρ0iλ(S1,1~v + S1,2T
−1/2ψ̂)− gρ0Q0A

1/2T−1/2ψ̂ = 0,

λ2IHψ̂ − 2ω0ρ0iλ(T−1/2S2,1~v + T−1/2S2,2T
−1/2ψ̂)+

+(AT − gρ0T
−1/2QGA

1/2T−1/2)ψ̂ = 0,

(2.9)

ãäå AT := T−1/2AT−1/2 � ñàìîñîïðÿæåííûé, ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûé îïåðà-
òîð ñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì (A−1

T ∈ Sp(H), ïðè p = pA).
Îñóùåñòâèì â ñèñòåìå(2.9) çàìåíó A1/2

T ψ̂ = ϕ. Â ðåçóëüòàòå ïðèäåì ê ñëåäóþ-
ùåé îñíîâíîé ñèñòåìå îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé:

{
λ2ρ0I0~v − 2ω0ρ0iλ(S1,1~v + Ŝ1,2ϕ)− gρ0M0ϕ = 0,

λ2A−1
T ϕ− 2ω0ρ0iλ(Ŝ2,1~v + Ŝ2,2ϕ) + (IH − gρ0A

−1/2
T MG)ϕ = 0,

(2.10)

ãäå Ŝ1,2 := S1,2T
−1/2A

−1/2
T , Ŝ2,1 := A

−1/2
T T−1/2S2,1, Ŝ2,2 := A

−1/2
T T−1/2S2,2T

−1/2A
−1/2
T ,

M0 := Q0A
1/2T−1/2A

−1/2
T ,MG := T−1/2QGA

1/2T−1/2A
−1/2
T . Îïåðàòîðû Ŝ1,2, Ŝ2,1 è Ŝ2,2

êîìïàêòíû, à î ñâîéñòâàõ îïåðàòîðîâ M0 è MG ãîâîðèò ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 4. Äëÿ îïåðàòîðîâ M0 è MG âûïîëíåíû ñâîéñòâà

M0 ∈ L(H, ~J0(Ω0)), MG ∈ L(H). (2.11)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 3 è ñâîéñòâ îïåðàòîðà T ñëåäóåò, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëü-
ñòâà (2.11) äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü ñâîéñòâî A1/2T−1/2A

−1/2
T ∈ L(H). Ïðåäñòàâèì

îïåðàòîð AT â ôîðìå AT = (T−1/2A1/2)(A1/2T−1/2) =: Q∗Q, ãäå Q∗ è Q � ïëîòíî
îïðåäåëåííûå çàìêíóòûå îïåðàòîðû. Ââåäåì îïåðàòîð G := (Q∗Q)1/2 � ýòî òàê
íàçûâàåìàÿ àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà îïåðàòîðà Q, òîãäà äëÿ îïåðàòîðà Q ñïðàâåä-
ëèâî ïîëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå Q = UG, ãäå U � óíèòàðíûé îïåðàòîð â H (ñì. [7],
ñ. 420). Íî òîãäà A1/2T−1/2A

−1/2
T = Q(Q∗Q)−1/2 = UGG−1 = U ∈ L(H).

Ñèñòåìó (2.10) óäîáíî çàïèñàòü â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé ôîðìå:

L(λ)ξ := λ2Aξ − 2ω0ρ0iλSξ +Qξ = 0, ãäå ξ = (~v;ϕ)t ∈ H, (2.12)

A :=

(
ρ0I0 0
0 A−1

T

)
, S :=

(
S1,1 Ŝ1,2

Ŝ2,1 Ŝ2,2

)
, Q :=

(
0 −gρ0M0

0 IH − gρ0A
−1/2
T MG

)
.

Äàäèì îïðåäåëåíèå ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ îïåðàòîð-ôóíêöèè, à òàêæå ñîá-
ñòâåííîãî è ïðèñîåäèíåííûõ ýëåìåíòîâ.

Îïðåäåëåíèå 1. (ñì. [12], ñ. 61) ×èñëî λ0 íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì
îïåðàòîð-ôóíêöèè L(λ), åñëè óðàâíåíèå L(λ0)ξ0 = 0 èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå ξ0.
Ïðè ýòîì ξ0 íàçûâàþò ñîáñòâåííûì ýëåìåíòîì L(λ), îòâå÷àþùèì ÷èñëó λ0.

Ýëåìåíòû ξ1, ξ2,..., ξn−1 íàçûâàþò ïðèñîåäèíåííûìè ê ñîáñòâåííîìó ýëåìåíòó
ξ0, åñëè

∑j
k=0(k!)

−1L(k)(λ0)ξj−k = 0 (j = 1, 2, ..., n− 1). ×èñëî n íàçûâàþò äëèíîé
öåïî÷êè ξ0, ξ1,..., ξn−1 èç ñîáñòâåííîãî è ïðèñîåäèíåííûõ ýëåìåíòîâ.

ISSN 0203�3755 Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, âûï. 23 (2007)



ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÊÎËÅÁÀÍÈß ÓÏÐÓÃÎÃÎ ÒÅËÀ Ñ ÁÀÐÎÒÐÎÏÍÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÜÞ 53

Î ñâÿçè ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ ýëåìåíòîâ ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (2.8)
è çàäà÷è (2.10) (èëè, ÷òî òî æå, çàäà÷è (2.12)) ãîâîðèò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü λ0 êîíå÷íîêðàòíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå çàäà÷è (2.8), à ζ0,
ζ1,...,ζn−1 � ñîîòâåòñòâóþùàÿ öåïî÷êà èç ñîáñòâåííîãî è ïðèñîåäèíåííûõ ê íåìó
ýëåìåíòîâ, ïðè÷åì ζk = (~vk;ψk)

t (k = 0, n− 1). Òîãäà ýëåìåíòû ξ0, ξ1,...,ξn−1, ãäå
ξk = (~vk;A

1/2
T T 1/2ψk)

t (k = 0, n− 1) îáðàçóþò öåïî÷êó èç ñîáñòâåííîãî è ïðèñî-
åäèíåííûõ ê íåìó ýëåìåíòîâ ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (2.12), ïðè÷åì îíè ñîîòâåò-
ñòâóþò ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ0.

Îáðàòíî, êàæäîé öåïî÷êå èç ñîáñòâåííîãî è ïðèñîåäèíåííûõ ýëåìåíòîâ ξ0,
ξ1,...,ξn−1, ξk = (~vk;ϕk)

t (k = 0, n− 1) ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (2.12), îòâå÷àþùèõ
êîíå÷íîêðàòíîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ0, ñîîòâåòñòâóåò öåïî÷êà êîðíåâûõ
ýëåìåíòîâ ζ0, ζ1,...,ζn−1, ζk = (~vk;T

−1/2A
−1/2
T ϕk)

t (k = 0, n− 1) ñïåêòðàëüíîé çà-
äà÷è (2.8), ïðè÷åì ýòè ýëåìåíòû ñîîòâåòñòâóþò ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ñâîäèòñÿ ê ïðÿìîé ïðîâåðêå óòâåðæäåíèé.

2.3. Î ñóùåñòâåííîì ñïåêòðå çàäà÷è è ëîêàëèçàöèè ñïåêòðà

Ïîêàæåì, ÷òî ñïåêòð îïåðàòîðíîãî ïó÷êà L(λ) (èëè çàäà÷è (2.10), ÷òî òî æå)
ëîêàëèçîâàí ó ìíèìîé îñè è ñîñòîèò èç èçîëèðîâàííûõ êîíå÷íîêðàòíûõ ñîáñòâåí-
íûõ çíà÷åíèé è îòðåçêà ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà, ëåæàùåãî íà ìíèìîé îñè. Äëÿ
ýòîãî ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ ëåììà (ñì. [8]).

Ëåììà 5. (Ã.Â. Ðàäçèåâñêèé [8], ñì. òàêæå [9]) Ïóñòü E � ãèëüáåðòîâî ïðî-
ñòðàíñòâî, 0 ≤ A = A∗ ∈ S∞, B ∈ S∞, 0 ≤ β < 1, òîãäà

‖(I − λA)−1Aβ‖ ≤ C(β, arg λ)|λ|−β, λ ∈ Λε := {λ ∈ C| | arg λ| > ε}, (2.13)

lim
η→∞

sup
{|λ|>η, | arg λ|>ε}

|λ|β‖(I − λA)−1AβB‖ = 0. (2.14)

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîãî êàê óãîäíî ìàëîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò R = R(ε) > 2ω0 òà-
êîå, ÷òî âåñü ñïåêòð ïó÷êà L(λ) ëîêàëèçîâàí â σR := Λ+

R,ε ∪ Λ−R,ε ∪ CR, ãäå

Λ±R,ε := {λ ∈ C| |λ| > R, | arg λ∓ π/2| < ε}, −π < arg λ ≤ π, (2.15)

CR � êðóã ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ñïåêòð, ëåæàùèé âíå îò-
ðåçêà Iω0 := [−2ω0i, 2ω0i], ñîñòîèò èç èçîëèðîâàííûõ êîíå÷íîêðàòíûõ ñîáñòâåí-
íûõ çíà÷åíèé (äèñêðåòíûé). Âîçìîæíûìè ïðåäåëüíûìè òî÷êàìè ñïåêòðà ìî-
ãóò áûòü òîëüêî òî÷êè óêàçàííîãî îòðåçêà è áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ òî÷êà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ε > 0 è ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò R > 2ω0 òàêîå,
÷òî σ(L(λ)) ⊂ σR. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ïó÷îê L(λ) íåïðåðûâíî
îáðàòèì ïðè λ ∈ C\σR. Â ñâÿçè ñ ýòèì ðàññìîòðèì óðàâíåíèå L(λ)ξ1 = ξ2, ãäå
ξ1 = (~v1;ϕ1)

t, ξ2 = (~v2;ϕ2)
t. Èç (2.10) ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:

{
λ2ρ0I0~v1 − 2ω0ρ0iλ(S1,1~v1 + Ŝ1,2ϕ1)− gρ0M0ϕ1 = ~v2,

λ2A−1
T ϕ1 − 2ω0ρ0iλ(Ŝ2,1~v1 + Ŝ2,2ϕ1) + (IH − gρ0A

−1/2
T MG)ϕ1 = ϕ2.

(2.16)

Ââåäåì îïåðàòîð-ôóíêöèþ S(λ) := (λI0 − 2ω0iS1,1)
−1. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî

‖S(λ)‖ = O(|λ|−1) ïðè λ→∞. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî |λ| > 2ω0 = ‖2ω0iS1,1‖; ðàçäå-
ëèì ïåðâîå óðàâíåíèå èç (2.16) íà λρ0 è âûðàçèì èç íåãî ~v1:

~v1 = S(λ)
(
2ω0iŜ1,2ϕ1 + gλ−1M0ϕ1 + (λρ0)

−1~v2

)
(|λ| > 2ω0 = ‖2ω0iS1,1‖). (2.17)

Ïîñòàâèì íàéäåííîå âûðàæåíèå âî âòîðîå óðàâíåíèå èç (2.16), ïîëó÷èì

l(λ)ϕ1 = 2ω0iŜ2,1S(λ)~v2 + ϕ2, l(λ) := IH + λ2A−1
T +G(λ), (2.18)

G(λ) := −2ω0ρ0iλŜ2,2 − gρ0A
−1/2
T MG − 2ω0ρ0iŜ2,1S(λ)

[
2ω0iλŜ1,2 + gM0

]
.

Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð-ôóíêöèÿ l(λ) íåïðåðûâíî îáðàòèìà ïðè
λ ∈ C\σR (ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì R > 2ω0), òîãäà èç (2.17) è (2.18) áóäåò ñëåäî-
âàòü, ÷òî ïó÷îê L(λ) íåïðåðûâíî îáðàòèì ïðè λ ∈ C\σR.

Ïðåäñòàâèì îïåðàòîð-ôóíêöèþ l(λ) â âèäå

l(λ) = (IH + iλA
−1/2
T )

(
IH + (IH + iλA

−1/2
T )−1G(λ)(IH − iλA

−1/2
T )−1

)
(IH − iλA

−1/2
T ).

Çäåñü êðàéíèå ñêîáêè � íåïðåðûâíî îáðàòèìûå ïðè λ ∈ C\σR îïåðàòîðû. Òàêèì
îáðàçîì, äëÿ íåïðåðûâíîé îáðàòèìîñòè l(λ) äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

‖(IH + iλA
−1/2
T )−1G(λ)(IH − iλA

−1/2
T )−1‖ → 0 (λ→∞, λ ∈ C\σR). (2.19)

Èç (2.18) âèäíî, ÷òî â îöåíêå íóæäàåòñÿ ëèøü ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

‖(IH + iλA
−1/2
T )−1Ŝ2,2(IH − iλA

−1/2
T )−1‖ =

= ‖(IH + iλA
−1/2
T )−1A

−1/2
T T−1/2S2,2T

−1/2A
−1/2
T (IH − iλA

−1/2
T )−1‖ ≤

≤ ‖(IH + iλA
−1/2
T )−1A

−1/4
T (A

−1/4
T T−1/2S2,2T

−1/2A
−1/4
T )‖×

× ‖(IH − iλA
−1/2
T )−1A

−1/4
T ‖ = o(|λ|−1) (λ→∞, λ ∈ C\σR). (2.20)

Çäåñü èñïîëüçîâàíû îöåíêè (2.13) è (2.14) èç ëåììû 5. Èç (2.20) è ïðåäûäóùèõ
ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò R > 2ω0 òàêîå, ÷òî ïó÷îê
L(λ) íåïðåðûâíî îáðàòèì ïðè λ ∈ C\σR, à çíà÷èò σ(L(λ)) ⊂ σR = Λ+

R,ε ∪ Λ−R,ε ∪ CR.

ISSN 0203�3755 Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, âûï. 23 (2007)



ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÊÎËÅÁÀÍÈß ÓÏÐÓÃÎÃÎ ÒÅËÀ Ñ ÁÀÐÎÒÐÎÏÍÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÜÞ 55

Ïåðåéäåì îò çàäà÷è (2.12) ê çàäà÷å äëÿ ôðåäãîëüìîâîé îïåðàòîð-ôóíêöèè:

L̂(λ)ξ :=

(
λρ0(λI0 − 2ω0iS1,1) −gρ0M0

0 IH

)−1

L(λ)ξ =: (I + F(λ))ξ = 0, (2.21)

ãäå I � ýòî åäèíè÷íûé îïåðàòîð â H, à îïåðàòîð-ôóíêöèÿ F(λ), êàê íå ñëîæ-
íî ïðîâåðèòü, ïðèíèìàåò êîìïàêòíûå çíà÷åíèÿ ïðè λ ∈ C\Iω0 = C\[−2ω0i, 2ω0i]
(èç ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî σ(2ω0iS1,1) = σess(2ω0iS1,1) = [−2ω0i, 2ω0i]). Íà ìíîæå-
ñòâå C\Iω0 ñïåêòðû ïó÷êîâ L̂(λ) è L(λ) ñîâïàäàþò. Ïîñêîëüêó òî÷êè λ ∈ C\σR

ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè òî÷êàìè äëÿ L(λ), òî èç (2.21) çàêëþ÷àåì, ÷òî îíè æå áó-
äóò ðåãóëÿðíûìè è äëÿ L̂(λ), à çíà÷èò ïó÷îê L̂(λ) ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì â C\Iω0 .
Îòñþäà ñëåäóåò (ñì. [10], à òàêæå [5], ñ. 74), ÷òî âñå òî÷êè ñïåêòðà, íå ïðèíàäëåæà-
ùèå îòðåçêó Iω0 = [−2ω0i, 2ω0i], ÿâëÿþòñÿ èçîëèðîâàííûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷å-
íèÿìè îïåðàòîð-ôóíêöèè çàäà÷è (2.21), à çíà÷èò è L(λ). Ñîáñòâåííûå ýëåìåíòû,
îòâå÷àþùèå ýòèì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, èìåþò êîíå÷íûå êðàòíîñòè. Òî÷êàìè
ñãóùåíèÿ ìîãóò ÿâëÿòüñÿ òîëüêî îñîáåííîñòè îïåðàòîð-ôóíêöèè F(λ), òî åñòü îò-
ðåçîê [−2ω0i, 2ω0i] è áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ òî÷êà.

Òåîðåìà 3. Ïðåäåëüíûé (ñóùåñòâåííûé) ñïåêòð ïó÷êà L(λ) ñîâïàäàåò ñ îòðåç-
êîì [−2ω0i, 2ω0i].

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäñòàâëåíèåì çàäà÷è (2.12) â âèäå ñèñòå-
ìû (2.10) è, â ñâÿçè ñî âòîðûì óðàâíåíèåì ñèñòåìû, ðàññìîòðèì îïåðàòîð-
ôóíêöèþ

l1(λ) := IH − gρ0A
−1/2
T MG − 2ω0ρ0iλŜ2,2 + λ2A−1

T =: IH +G1(λ). (2.22)

Çäåñü îïåðàòîð-ôóíêöèÿG1(λ) ïðèíèìàåò êîìïàêòíûå çíà÷åíèÿ ïðè ëþáûõ λ ∈ C.
Åñëè ìû ïîêàæåì, ÷òî ïó÷îê l1(λ) èìååò õîòÿ áû îäíó ðåãóëÿðíóþ òî÷êó, òî òî-
ãäà îí áóäåò ðåãóëÿðíûì â C, è èç [10] ïîñëåäóåò, ÷òî âñå òî÷êè ñïåêòðà ïó÷êà
l1(λ) ÿâëÿþòñÿ èçîëèðîâàííûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè êîíå÷íîé êðàòíîñòè ñ
âîçìîæíîé ïðåäåëüíîé òî÷êîé λ = ∞ (åäèíñòâåííàÿ îñîáåííîñòü G1(λ)).

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî λ > 0, λ→ +∞. Ïðåäñòàâèì îïåðàòîð-ôóíêöèþ l1(λ) â âèäå

l1(λ) = (IH + λ2A−1
T )

(
IH − (IH + λ2A−1

T )−1(−gρ0A
−1/2
T MG − 2ω0ρ0iλŜ2,2)

)
.

Çäåñü ëåâàÿ ñêîáêà � íåïðåðûâíî îáðàòèìûé îïåðàòîð ïðè λ→ +∞. Òàêèì îáðà-
çîì, äëÿ íåïðåðûâíîé îáðàòèìîñòè l1(λ) äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî âòîðîå ñëàãàå-
ìîå â ïðàâîé ñêîáêå ñòðåìèòñÿ ïî íîðìå ê íóëþ ïðè λ→ +∞. Ñ èñïîëüçîâàíèåì
ëåììû 5 ïðîâåäåì òðåáóåìóþ îöåíêó äëÿ íàèáîëåå ñèëüíîãî ñëàãàåìîãî:

‖(IH+λ2A−1
T )−1Ŝ2,2‖ = ‖(IH+λA

−1/2
T )−1(IH−λA−1/2

T )−1A
−1/2
T T−1/2S2,2T

−1/2A
−1/2
T ‖ ≤

≤ ‖(IH + λA
−1/2
T )−1A

−1/4
T ‖ · ‖(IH + λA

−1/2
T )−1A

−1/4
T (T−1/2S2,2T

−1/2A
−1/2
T )‖ =

= o(|λ|−1) (λ→ +∞). (2.23)
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïó÷îê l1(λ) íåïðåðûâíî îáðàòèì ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
λ >0. Èç ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî ñïåêòð ïó÷êà l1(λ) äèñêðåòåí â
C. Ñëåäîâàòåëüíî, ïó÷îê l1(λ) íåïðåðûâíî îáðàòèì íà îòðåçêå Iω0 = [−2ω0i, 2ω0i]
çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, êîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà òî÷åê. Îáîçíà÷èì ýòè òî÷êè
÷åðåç α1, α2, ..., αm ({αn}m

n=1 ⊂ [−2ω0i, 2ω0i]).
Ïóñòü òåïåðü λ ∈ Iα := [−2ω0i, 2ω0i]\{αn}m

n=1, òîãäà èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñè-
ñòåìû (2.10) ìîæíî âûðàçèòü ϕ = 2ω0ρ0iλl

−1
1 (λ)Ŝ2,1~v. Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â

ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (2.10) è ïîäåëèì åãî íà −λρ0, ïîëó÷èì çàäà÷ó

(2ω0iS1,1 − λI0 +G2(λ))~v = 0, ~v ∈ ~J0(Ω0),

G2(λ) := −4ω2
0ρ0λŜ1,2l

−1
1 (λ)Ŝ2,1 + 2ω0ρ0iM0l

−1
1 (λ)Ŝ2,1,

(2.24)

ãäå îïåðàòîð-ôóíêöèÿG2(λ) ïðèíèìàåò êîìïàêòíûå çíà÷åíèÿ ïðè λ ∈ Iα. Ñäåëàåì
â óðàâíåíèè (2.24) çàìåíó ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà λ = iµ è óìíîæèì åãî íà −i:

(2ω0S1,1 − µI0 − iG2(iµ))~v = 0, ~v ∈ ~J0(Ω0). (2.25)

Çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå ÷èñëî µ1 ∈ iIα è ðàññìîòðèì çàäà÷ó

(2ω0S1,1 − µI0 − iG2(iµ1))~v = 0, ~v ∈ ~J0(Ω0). (2.26)

Ýòî çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà 2ω0S1,1, âîç-
ìóùåííîãî êîìïàêòíûì îïåðàòîðîì. Âåñü ñïåêòð îïåðàòîðà 2ω0S1,1, â ñèëó ëåì-
ìû 1, ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì è çàïîëíÿåò îòðåçîê [−2ω0, 2ω0]. Ñîãëàñíî òåîðåìå
Âåéëÿ (ñì. [5], ñ. 21), äëÿ êàæäîãî µ2 ∈ −iIα ñóùåñòâóåò íåêîìïàêòíàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü Âåéëÿ {~vk}∞k=1, ‖~vk‖ ~J0(Ω0) = 1, çàâèñÿùàÿ îò µ1 è µ2, äëÿ êîòîðîé

‖ (2ω0S1,1 − µ2I0 − iG2(iµ1))~vk‖ ~J0(Ω0) → 0 (k →∞).

Âûáèðàÿ µ2 = µ1 è ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Âåéëÿ {~vk}∞k=1, ïðèõî-
äèì ê âûâîäó, ÷òî äëÿ íåå

‖ (2ω0S1,1 − µ1I0 − iG2(iµ1))~vk‖ ~J0(Ω0) → 0 (k →∞).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âûáðàííàÿ ïðîèçâîëüíî òî÷êà µ1 ∈ −iIα ïðèíàäëåæèò ïðåäåëü-
íîìó ñïåêòðó çàäà÷è (2.25). Îñóùåñòâëÿÿ îáðàòíóþ çàìåíó ñïåêòðàëüíîãî ïàðà-
ìåòðà ïîëó÷èì, ÷òî ìíîæåñòâî Iα ïðèíàäëåæèò ïðåäåëüíîìó ñïåêòðó ïó÷êà L(λ)
èç (2.12) (èëè, ÷òî òî æå, ïðåäåëüíîìó ñïåêòðó ñèñòåìû (2.10)). Â ñèëó çàìêíó-
òîñòè ñïåêòðà ïîëó÷àåì, ÷òî Iα = [−2ω0i, 2ω0i] åñòü ïîäìíîæåñòâî ïðåäåëüíîãî
ñïåêòðà ïó÷êà L(λ). Ïîñêîëüêó, â ñèëó òåîðåìû 2, òî÷êè, ëåæàùèå âíå îòðåç-
êà [−2ω0i, 2ω0i], ìîãóò áûòü òîëüêî êîíå÷íîêðàòíûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè,
óêàçàííûé îòðåçîê ñîâïàäàåò ñ ïðåäåëüíûì ñïåêòðîì ïó÷êà L(λ).
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2.4. Îá àñèìïòîòèêå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
Èç òåîðåìû 2 ñëåäóåò, ÷òî áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîé

ïðåäåëüíîé òî÷êîé äëÿ íåêîòîðûõ âåòâåé ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïó÷êà L(λ). Äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ýòèõ âåòâåé è îòûñêàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîðìóë
íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùèé àáñòðàêòíûé ðåçóëüòàò (ñì. [9]), îïèðàþùèéñÿ íà
ðåçóëüòàòû ðàáîòû [11].
Ëåììà 6. (ñì. [9]) Ïóñòü 0 < C = C∗ ∈ S∞, ïðè÷åì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïå-
ðàòîðà C èìåþò ñòåïåííóþ àñèìïòîòèêó. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

l(λ) := I + λ2C +G(λ), T (λ) := (I − λC1/2)−1G(λ)(I + λC1/2)−1.

Ïóñòü îïåðàòîð-ôóíêöèÿ G(λ) àíàëèòè÷íà â ñåêòîðàõ Λ+
R,ε è Λ−R,ε, à îïåðàòîð-

ôóíêöèÿ T (λ) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: T (λ) → 0 (λ→∞, λ ∈ Λ±R,ε).
Òîãäà

λ
(±i)
k (l(λ)) = ±iλ1/2

k (C−1)(1 + o(1)) (k →∞).

Äëÿ èññëåäóåìîé çàäà÷è èìååò ìåñòî òåîðåìà.
Òåîðåìà 4. Äëÿ ëþáîãî êàê óãîäíî ìàëîãî ε > 0 è äîñòàòî÷íî áîëüøîãî R = R(ε)

ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à (2.12) (èëè (2.10)) èìååò äâå âåòâè {λ(±i)
k }∞k=1 ñîáñòâåííûõ

çíà÷åíèé, ðàñïîëîæåííûõ â ñåêòîðàõ Λ+
R,ε è Λ−R,ε, ñî ñëåäóþùåé àñèìïòîòèêîé:

λ
(±i)
k = ±iλ1/2

k (AT )(1 + o(1)) (k →∞).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäñòàâëåíèåì çàäà÷è (2.12) â âèäå ñèñòå-
ìû (2.10). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî |λ| > 2ω0 è âûðàçèì ~v èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñè-
ñòåìû (2.10):

~v = S(λ)
(
2ω0iŜ1,2ϕ+ gλ−1M0ϕ

)
, S(λ) := (λI0 − 2ω0iS1,1)

−1.

Ïîäñòàâèì íàéäåííîå âûðàæåíèå âî âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (2.10), ïîëó÷èì
l(λ)ϕ = 0, ϕ ∈ H, l(λ) := IH + λ2A−1

T +G(λ), (2.27)
G(λ) := −2ω0ρ0iλŜ2,2 − gρ0A

−1/2
T MG − 2ω0ρ0iŜ2,1S(λ)

[
2ω0iλŜ1,2 + gM0

]
.

×òîáû ïîïàñòü â óñëîâèÿ ëåììû 7, íóæíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ îïåðàòîð-
ôóíêöèè T (λ) := (IH − λA

−1/2
T )−1G(λ)(IH + λA

−1/2
T )−1 âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

T (λ) → 0 (λ→∞, λ ∈ Λ±R,ε). Äëÿ ýòîãî, î÷åâèäíî, äîñòàòî÷íî îöåíèòü ñëåäóþùåå
âûðàæåíèå:

‖(IH − λA
−1/2
T )−1Ŝ2,2(IH + λA

−1/2
T )−1‖ =

= ‖(IH − λA
−1/2
T )−1A

−1/2
T T−1/2S2,2T

−1/2A
−1/2
T (IH + λA

−1/2
T )−1‖ ≤

≤ ‖(IH − λA
−1/2
T )−1A

−1/4
T (A

−1/4
T T−1/2S2,2T

−1/2A
−1/4
T )‖×

× ‖(IH + λA
−1/2
T )−1A

−1/4
T ‖ = o(|λ|−1) (λ→∞, λ ∈ Λ±R,ε). (2.28)

Çäåñü èñïîëüçîâàíû îöåíêè (2.13) è (2.14) èç ëåììû 5.
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2.5. Î äâóêðàòíîé ïîëíîòå ñ äåôåêòîì ÷àñòè ñîáñòâåííûõ è
ïðèñîåäèíåííûõ ýëåìåíòîâ

Ïîñòóïèì äàëåå, êàê â òåîðåìå 4 ïðè âûâîäå çàäà÷è (2.27). À èìåííî, áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî λ ∈ C\[−2ω0i, 2ω0i] è âûðàçèì ~v èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (2.10).
Ïîäñòàâèâ íàéäåííîå âûðàæåíèå âî âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (2.10), ïîëó÷èì

l(λ)ϕ = 0, ϕ ∈ H, l(λ) := IH + λ2A−1
T +G(λ), (2.29)

G(λ) := −2ω0ρ0iλŜ2,2 − gρ0A
−1/2
T MG − 2ω0ρ0iŜ2,1S(λ)

[
2ω0iλŜ1,2 + gM0

]
.

Äëÿ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå âñïîìîãàòåëüíûå
ëåììû î ñâÿçè öåïî÷êè èç ñîáñòâåííîãî è ïðèñîåäèíåííîãî ê íåìó ýëåìåíòîâ ïó÷êà
L(λ) ñ íåêîòîðîé ôóíêöèåé èç H è î ñâÿçè öåïî÷åê ýëåìåíòîâ íåêîòîðûõ ñïåöè-
àëüíûõ îïåðàòîð-ôóíêöèé.
Ëåììà 7. Ýëåìåíòû ξ0, ξ1,..., ξn−1 îáðàçóþò öåïî÷êó èç ñîáñòâåííîãî è ïðèñî-
åäèíåííîãî ê íåìó ýëåìåíòîâ L(λ), îòâå÷àþùóþ ÷èñëó λ0, òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ ξ(λ), ãîëîìîðôíàÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè
λ0, òàêàÿ, ÷òî ξ(λ0) 6= 0, ξ(k)(λ0) = k!ξk (k = 0, 1, ..., n− 1) è ÷òî L(λ)ξ(λ) èìååò
â òî÷êå λ0 íóëü êðàòíîñòè n.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû ñëåäóåò ðàññóæäåíèÿì ëåììû 11.3
èç [12] è ÿâëÿåòñÿ íåáîëüøèì åå îáîáùåíèåì. Èòàê, ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ âñå óñëîâèÿ
èç îïðåäåëåíèÿ 1, òîãäà ìîæíî ïîëîæèòü ξ(λ) :=

∑+∞
k=0(λ−λ0)

kξk, ãäå ýëåìåíòû ξk
(k ≥ n) ïðîèçâîëüíûå, îáðàçóþùèå ãîëîìîðôíóþ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè
λ0 ôóíêöèþ ξ(λ). Îáðàòíî, ïóñòü L(λ)ξ(λ) èìååò â òî÷êå λ0 íóëü êðàòíîñòè n, òî-
ãäà ðàâåíñòâà dk/dλk(L(λ)ξ(λ))|λ=λ0 = 0 (k = 0, 1, ..., n− 1) ñîâïàäàþò ñ óñëîâèÿìè
èç îïðåäåëåíèÿ 1.
Îïðåäåëåíèå 2. (ñì. [12], ñ. 62) Ïóñòü ξ(λ) � ôóíêöèÿ èç H, ïðè÷åì ξ(λ0) 6= 0 è
L(λ0)ξ(λ0) = 0. Åñëè ïîðÿäîê íóëÿ ôóíêöèè L(λ)ξ(λ) â òî÷êå λ0 ðàâåí n, òî ξ(λ)
íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé äëÿ öåïî÷êè èç ñîáñòâåííîãî è ïðèñîåäèíåí-
íûõ ê íåìó âåêòîðîâ {(k!)−1ξ(k)(λ0)}n−1

k=0 îïåðàòîð-ôóíêöèè L(λ). ×èñëî n áóäåì
íàçûâàòü ðàíãîì ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ξ(λ).

Äëÿ âûÿñíåíèÿ ñâÿçè ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ ýëåìåíòîâ îïåðàòîðíûõ
ïó÷êîâ L(λ) è l(λ) óñòàíîâèì ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
Ëåììà 8. Ðàññìîòðèì äâå ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è:

L(λ)ξ :=

( L1,1(λ) L1,2(λ)
L2,1(λ) L2,2(λ)

)(
ξ~v
ξϕ

)
= 0, (ξ~v; ξϕ)t ∈ H = ~J0(Ω0)⊕H,

l(λ)ξϕ =
(L2,2(λ)− L2,1(λ)L−1

1,1(λ)L1,2(λ)
)
ξϕ = 0, ξϕ ∈ H, λ ∈ C\σ(L1,1(λ)).

Âåêòîð-ôóíêöèÿ ξ(λ) := (ξ~v(λ); ξϕ(λ))t èç H ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäÿùåé âåêòîð-
ôóíêöèåé ðàíãà n ïó÷êà L(λ) â òî÷êå λ0 ∈ C\σ(L1,1(λ)) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ξϕ(λ) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé ðàíãà n ïó÷êà l(λ) â òî÷êå λ0 è

ξ~v(λ) = −L−1
1,1(λ)L1,2(λ)ξϕ(λ) + (λ− λ0)

nL−1
1,1(λ)p(λ), (2.30)
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ãäå p(λ) � ôóíêöèÿ, ãîëîìîðôíàÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè λ0 (p(λ0) 6= 0).
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû ñëåäóåò ðàññóæäåíèÿì ëåììû 12.3
èç [12]. Íà÷íåì ñ äîñòàòî÷íîñòè. Ïóñòü ξϕ(λ) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé
ðàíãà n ïó÷êà l(λ) â òî÷êå λ0 ∈ C\σ(L1,1(λ)) è âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå (2.30). Ïî-
ñêîëüêó l(λ)ξϕ(λ) èìååò â òî÷êå λ0 íóëü êðàòíîñòè n, òî èç âèäà l(λ) ïîëó÷èì:

l(λ)ξϕ(λ) =
(L2,2(λ)− L2,1(λ)L−1

1,1(λ)L1,2(λ)
)
ξϕ(λ) = (λ− λ0)

nq(λ), (2.31)
ãäå q(λ) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ (q(λ0) 6= 0). Ïîäñòàâèì (2.30) â (2.31) è çàïèøåì
ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå âìåñòå ñ (2.30) â âèäå îäíîãî âåêòîðíî-ìàòðè÷íîãî âû-
ðàæåíèÿ â H, ïîñëå ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì:

L(λ)ξ(λ) = L(λ)(ξ~v(λ); ξϕ(λ))t = (λ− λ0)
n(p(λ); q(λ) + L2,1(λ)L−1

1,1(λ)p(λ))t.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ξ(λ) = (ξ~v(λ); ξϕ(λ))t åñòü ïðîèçâîäÿùàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ ðàí-
ãà n ïó÷êà L(λ) â òî÷êå λ0. Äîñòàòî÷íîñòü äîêàçàíà.

Ïóñòü òåïåðü âåêòîð-ôóíêöèÿ ξ(λ) := (ξ~v(λ); ξϕ(λ))t ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäÿùåé
âåêòîð-ôóíêöèåé ðàíãà n ïó÷êà L(λ) â òî÷êå λ0. Èç óñëîâèé òåîðåìû èìååì

L(λ)ξ(λ) =

(L1,1(λ)ξ~v + L1,2(λ)ξϕ
L2,1(λ)ξ~v + L2,2(λ)ξϕ

)
. (2.32)

Ïî óñëîâèþ L(λ)ξ(λ) èìååò â òî÷êå λ0 íóëü êðàòíîñòè n, òîãäà èç (2.32) ïîëó÷èì:
L1,1(λ)ξ~v + L1,2(λ)ξϕ = (λ− λ0)

np(λ), (2.33)
L2,1(λ)ξ~v + L2,2(λ)ξϕ = (λ− λ0)

nr(λ), (2.34)
ãäå r(λ), p(λ) � íåêîòîðûå ôóíêöèè (r(λ0) 6= 0, p(λ0) 6= 0). Èç (2.33) ñëåäóåò (2.30).
Ïîäñòàâèâ (2.30) â (2.34) ïîëó÷èì, ÷òî

l(λ)ξϕ(λ) = (λ− λ0)
n(r(λ)− L2,1(λ)L−1

1,1(λ)p(λ)).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî l(λ)ξϕ(λ) èìååò â òî÷êå λ0 íóëü ïîðÿäêà íå íèæå n. Èç ýòî-
ãî ôàêòà è ôîðìóëû (2.30), ðàññóæäàÿ êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå äîñòàòî÷íîñòè,
ïîëó÷àåì, ÷òî l(λ)ξϕ(λ) èìååò â òî÷êå λ0 íóëü ïîðÿäêà n. Çíà÷èò ξϕ(λ) åñòü ïðî-
èçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ðàíãà n ïó÷êà l(λ) â òî÷êå λ0.

Êàê ñëåäñòâèå èç ëåììû 8 ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ëåììó.
Ëåììà 9. Íàáîð ýëåìåíòîâ ξk := (~vk;ϕk)

t (k = 0, n− 1) ÿâëÿåòñÿ öåïî÷êîé èç
ñîáñòâåííîãî è ïðèñîåäèíåííûõ ê íåìó ýëåìåíòîâ ïó÷êà L(λ), îòâå÷àþùåé
ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ0 ∈ C\σ(L1,1(λ)), òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ϕk

(k = 0, n− 1) � öåïî÷êà èç ñîáñòâåííîãî è ïðèñîåäèíåííûõ ê íåìó ýëåìåíòîâ
ïó÷êà l(λ), îòâå÷àþùàÿ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ0 è

~v0 = −L−1
1,1(λ)L1,2(λ)ϕ0, ~vj =

j∑

k=0

1

k!

(−L−1
1,1(λ0)L1,2(λ0)

)(k)
ϕj−k, j = 1, . . . , n− 1,

ãäå L1,1(λ) := ρ0λ
2I0 − 2ω0ρ0iλŜ1,1, L1,2(λ) := −2ω0ρ0iλŜ1,2 − gρ0M0.
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Âåðíåìñÿ òåïåðü ê çàäà÷å (2.29) è îñóùåñòâèì â íåé çàìåíó λA
−1/2
T ϕ = ϕ̂.

Ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó çàïèøåì â âåêòîðíî ìàòðè÷íîé ôîðìå:

L(λ)η :=

[(
IH 0
0 IH

)
+ λ

(
0 A

−1/2
T

−A−1/2
T 0

)
+

(
G(λ) 0

0 0

)](
ϕ
ϕ̂

)
, (2.35)

ãäå η := (ϕ; ϕ̂)t ∈ H(2) := H ⊕H. Ïðèìåíåíèå ëåììû 8 ê ïó÷êàì L(λ) è l(λ) ïðè-
âîäèò ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.

Ëåììà 10. Íàáîð ýëåìåíòîâ ηk := (ϕk; ϕ̂k)
t (k = 0, n− 1) ÿâëÿåòñÿ öåïî÷êîé èç

ñîáñòâåííîãî è ïðèñîåäèíåííûõ ê íåìó ýëåìåíòîâ ïó÷êà L(λ), îòâå÷àþùåé ñîá-
ñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ0 ∈ C\σ(L1,1(λ)) (ñì. ëåììó 9), òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà ϕk (k = 0, n− 1) � öåïî÷êà èç ñîáñòâåííîãî è ïðèñîåäèíåííûõ ê íåìó ýëåìåí-
òîâ ïó÷êà l(λ), îòâå÷àþùàÿ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ0 è

ϕ̂0 = λ0A
−1/2
T ϕ0, ϕ̂k = λ0A

−1/2
T ϕk + A

−1/2
T ϕk−1, k = 1, . . . , n− 1. (2.36)

Îïèðàÿñü íà ëåììó 10 äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó î äâóêðàòíîé ïîëíîòå
÷àñòè ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ ýëåìåíòîâ îïåðàòîðíîãî ïó÷êà l(λ).

Òåîðåìà 5. Ïóñòü ϕ(l)
k (k = 0, k(λl)) � öåïî÷êà èç ñîáñòâåííîãî è ïðèñîåäèíåí-

íûõ ê íåìó ýëåìåíòîâ ïó÷êà l(λ), îòâå÷àþùàÿ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λl. Òîãäà
ñèñòåìà ýëåìåíòîâ η

(l)
k := (ϕ

(l)
k ; ϕ̂

(l)
k )t (k = 0, k(λl)), ãäå èíäåêñ l ïðîáåãàåò âñå

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λl ïó÷êà l(λ), ëåæàùèå âíå êðóãà ðàäèóñà r (r > 2ω0), à
ϕ

(l)
k è ϕ̂(l)

k ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè (2.36) äëÿ êàæäîãî l, îáðàçóåò ïîëíóþ â H(2)

ñèñòåìó ñ òî÷íîñòüþ äî êîíå÷íîãî äåôåêòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 10 íóæíî äîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ è
ïðèñîåäèíåííûõ ýëåìåíòîâ ïó÷êà L(λ), îòâå÷àþùàÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì ëå-
æàùèì âíå êðóãà ðàäèóñà r (r > 2ω0), ïîëíà â H(2). Îñóùåñòâèì â çàäà÷å (2.35)
çàìåíó ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà: λ = −iµ−1, ãäå µ � íîâûé ñïåêòðàëüíûé ïàðà-
ìåòð. Óìíîæèâ ïðàâóþ è ëåâóþ ÷àñòè ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ íà −µ, ïðèäåì ê
ñëåäóþùåé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å:

− µL(−iµ−1)η =
(
Â − µÎ − µĜ(µ)

)
η = 0,

ãäå Â :=

(
0 iA

−1/2
T

−iA−1/2
T 0

)
, Ĝ(µ) :=

(
G(−iµ−1) 0

0 0

)
,

(2.37)

à Î � åäèíè÷íûé îïåðàòîð â H(2). Çäåñü Â = Â∗ ∈ Sp(H
(2)) (p ∈ (0,+∞)),

KerÂ = 0, à Ĝ(µ) � ãîëîìîðôíàÿ â êðóãå |µ| < r−1 îïåðàòîð-ôóíêöèÿ, ïðèíèìà-
þùàÿ çíà÷åíèÿ èç L(H(2)). Ïî òåîðåìå èç [5], ñ. 78 ïîëó÷àåì, ÷òî ñèñòåìà ñîá-
ñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ ýëåìåíòîâ îïåðàòîð-ôóíêöèè −µL(−iµ−1), îòâå÷àþ-
ùèõ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì èç êðóãà |µ| < r−1, èìååò íå áîëåå êîíå÷íîãî äåôåêòà
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â H(2). Ïîñëå îáðàòíîé çàìåíû ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà ïîëó÷èì, ÷òî ñèñòåìà
ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ ýëåìåíòîâ îïåðàòîð-ôóíêöèè L(λ), îòâå÷àþùèõ
ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, ëåæàùèì âíå êðóãà |λ| < r, èìååò íå áîëåå êîíå÷íîãî
äåôåêòà â H(2).

Èç ëåììû 9 è òåîðåìû 5 êàê ñëåäñòâèå ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ãëàâíîå óòâåðæäå-
íèå î äâóêðàòíîé ïîëíîòå ñ äåôåêòîì äëÿ èñõîäíîãî îïåðàòîðíîãî ïó÷êà L(λ).

Òåîðåìà 6. Îáîçíà÷èì ÷åðåç PH îðòîïðîåêòîð ïðîñòðàíñòâà H íà H. Ïóñòü
ξ

(l)
k (k = 0, k(λl)) � öåïî÷êà èç ñîáñòâåííîãî è ïðèñîåäèíåííûõ ê íåìó ýëåìåíòîâ
ïó÷êà L(λ), îòâå÷àþùàÿ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λl. Òîãäà ñèñòåìà ýëåìåíòîâ
η

(l)
k := (PHξ

(l)
k ; ξ̂

(l)
k )t (k = 0, k(λl)), ãäå èíäåêñ l ïðîáåãàåò âñå ñîáñòâåííûå çíà÷å-

íèÿ λl ïó÷êà L(λ), ëåæàùèå âíå êðóãà ðàäèóñà r (r > 2ω0), à ξ(l)
k è ξ̂

(l)
k ñâÿçàíû

ñîîòíîøåíèÿìè

ξ̂0 = λ0A
−1/2
T PHξ0, ξ̂k = λ0A

−1/2
T PHξk + A

−1/2
T PHξk−1, k = 1, . . . , k(λl).

äëÿ êàæäîãî l, îáðàçóåò ïîëíóþ â H(2) ñèñòåìó ñ òî÷íîñòüþ äî êîíå÷íîãî äå-
ôåêòà.

3. Çàêëþ÷åíèå
Òàêèì îáðàçîì, â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäîâàíà çàäà÷à î íîðìàëüíûõ äâè-

æåíèÿõ ðàâíîìåðíî âðàùàþùåãîñÿ óïðóãîãî òåëà, çàïîëíåííîãî èäåàëüíîé áàðî-
òðîïíîé æèäêîñòüþ. Èññëåäîâàíû âîïðîñû ëîêàëèçàöèè è àñèìïòîòèêè ñïåêòðà.
Äîêàçàíî óòâåðæäåíèå î ñóùåñòâåííîì ñïåêòðå çàäà÷è. Â èññëåäóåìîé ñèñòåìå,
òàêæå êàê è âî ìíîãèõ äðóãèõ âðàùàþùèõñÿ ñèñòåìàõ, ñîäåðæàùèõ èäåàëüíóþ
æèäêîñòü, âîçíèêàåò îòðåçîê ÷èñòî ìíèìîãî ïðåäåëüíîãî ñïåêòðà, ñâÿçàííîãî ñ
âíóòðåííèìè èíåðöèîííûìè âîëíàìè â èäåàëüíîé æèäêîñòè. Äîêàçàíà òåîðåìà
î äâóêðàòíîé ïîëíîòå ñ äåôåêòîì äëÿ ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ
ýëåìåíòîâ.
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