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Аннотация. Получены условия существования изоконических движений гиростата под дей-
ствием потенциальных и гироскопических сил в случае, когда дифференциальные уравнения
Кирхгофа допускают два линейных инвариантных соотношения.

1. Введение

Развитый П.В.Харламовым [1] метод годографов прямого кинематического ис-
толкования движения тела позволил исследовать особенности движения тела во
многих случаях интегрируемости уравнений динамики твердого тела [2, 3]. Осо-
бый интерес представляют изоконические движения [3], для которых подвиж-
ный и неподвижный годографы угловой скорости симметричны друг другу отно-
сительно касательной к ним плоскости. Классическим примером изоконических
движений являются движения тяжелого твердого тела в решениях В.А.Стеклова
[4], Д.Гриоли [5]. Свойство изоконичности в решении В.А.Стеклова установлено
Е.И.Харламовой и Г.В.Мозалевской [6], в решении Д.Гриоли – Е.И.Харламовой [7].
Изоконические движения были найдены и в решении Н.Е.Жуковского [9] Ю.П.Ва-
рхалевым и Г.В.Горром [8]. Ими же исследованы условия существования изоко-
нических движений в обобщенной задаче динамики твердого тела с неподвиж-
ной точкой [10] в общем случае. Частные типы изоконических движений изучали
Е.В.Верховод и Г.В.Горр [11, 12]. В работе [13] рассмотрены изоконические дви-
жения гиростата в решении уравнений Кирхгофа, найденном С.А.Чаплыгиным
[14] и П.В.Харламовым [15]. В данной статье исследованы условия существова-
ния изоконических движений гиростата в решении [16] (аналоги этого решения
в задаче о движении тела в жидкости получены ранее С.А.Чаплыгиным [14] и
П.В.Харламовым [15]).
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2. Постановка задачи. Первый случай решения с двумя
линейными инвариантными соотношениями

Рассмотрим задачу о движении гиростата под действием потенциальных и
гироскопических сил, которая описывается дифференциальными уравнениями
Кирхгофа-Пуассона

Aω̇ = (Aω + λ)× ω + ω ×Bν + s× ν + ν × Cν, (2.1)

ν̇ = ν × ω, (2.2)

где ω = (ω1, ω2, ω3) – вектор угловой скорости гиростата; ν = (ν1, ν2, ν3) – еди-
ничный вектор оси симметрии силовых полей; λ = (λ1, λ2, λ3) – гиростатический
момент; s = (s1, s2, s3) – вектор, сонаправленный с вектором обобщенного центра
масс; A = (Aij) – тензор инерции гиростата, построенный в неподвижной точке
O; B = (Bij), C = (Cij) – постоянные симметричные матрицы третьего порядка;
точка над переменными обозначает относительную производную по времени t.

Для изоконических движений справедливо инвариантное соотношение [3]

ω · (ν − e) = 0. (2.3)

Здесь e – единичный вектор, неизменно связанный с гиростатом.
Предположим, что уравнения (2.1), (2.2) допускают два линейных инвариант-

ных соотношения [16]

ω1 = a1(b0 + b1ν1 + b2ν2 + b3ν3),

ω2 = a2(c0 + c1ν1 + c2ν2 + c3ν3),
(2.4)

где bi (i = 0, 3), cj (j = 0, 3) – постоянные, a1 =
1

A1

, a2 =
1

A2

. Связь параметров A1,

A2 с тензором A такова: A = diag(A1, A2A3). То есть при исследовании условий
существования соотношений (2.4) у уравнений (2.1), (2.2) используется главная
система координат в точке O.

Отметим, что дифференциальные уравнения (2.1), (2.2) имеют первые инте-
гралы

(Aω · ω)− 2(s · ν) + (Cν · ν) = 2E, ν · ν = 1,

(Aω + λ) · ν − 1

2
(Bν · ν) = k.

(2.5)

Здесь E, k – произвольные постоянные.
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В работе [16] показано, что при выполнении условий

λ3 = 0, s3 = 0, B23 = B13 = 0, C23 = C13 = 0, λ1 =
(a1 − a3)b0

a3

,

λ2 =
(a2 − a3)c0

a3

, s1 = a2c0c1 − a1b0(c2 + B33),

s2 = a1b0b2 − a2c0(b1 + B33), b1 =
a3

∆
[(a2 − a3)B11 − a3B22],

b2 =
a2a3

∆
B12, c1 =

a1a3

∆
B12, c2 =

a3

∆
[(a1 − a3)B22 − a3B11],

C12 = a1b2(c2 + B33)− a2c1c2, C11 = C33 + a1b1(c2 + B33)− a2c
2
1,

C22 = C33 + a2c2(b1 + B33)− a1b
2
2, ∆ = a1a3 + a2a3 − a1a2

(2.6)

уравнения (2.1), (2.2) с интегралами (2.5) допускают решение

ω1 = a1(b0 + b1ν1 + b2ν2), ω2 = a2(c0 + c1ν1 + c2ν2), ω3 = a3(α0ν3 + δ0), (2.7)

где δ0 – произвольная постоянная, ai =
1

Ai

(i = 1, 3), α0 – фиксированная посто-
янная:

α0 =
1

∆
[a3(a2 − 2a3)B11 + a3(a1 − 2a3)B22 + B33∆]. (2.8)

Соотношениями (2.7) при условиях (2.6) динамические уравнения Кирхгофа (2.1)
удовлетворены, а уравнения Пуассона (2.2) примут вид

ν̇1 = a3(α0ν3 + δ0)ν2 − a2(c0 + c1ν1 + c2ν2)ν3,

ν̇2 = −a3(α0ν3 + δ0)ν1 + a1(b0 + b1ν1 + b2ν2)ν3,

ν̇3 = a2c0ν1 − a1b0ν2 + (a2c2 − a1b1)ν1ν2 + a2c1ν
2
1 − a1b2ν

2
2 .

(2.9)

Уравнения (2.9) имеют первые интегралы

ν2
1 + ν2

2 + ν2
3 = 1, (2.10)

a1b0ν1 + a2c0ν2 + a3δ0ν3 + a1b2ν1ν2 +
1

2
[(a1 + a3)b1 + a3c2]ν

2
1+

+
1

2
[(a2 + a3)c2 + a3b1]ν

2
2 + a3

(
α0 − 1

2
B33

)
ν2

3 = a3k. (2.11)

Подставим выражения (2.7) в равенство (2.3)

(a1b0 − a1b1e1 − a2c1e2)ν1 + (a2c0 − a1b2e1 − a2c2e2)ν2+

+ a3(δ0 − α0e3)ν3 + a1b1ν
2
1 + a2c2ν

2
2 + a3α0ν

2
3 + (a1b2 + a2c1)ν1ν2−

− (a1b0e1 − a2c0e2 + a3δ0e3) = 0. (2.12)
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Таким образом движение гиростата, описываемое решением (2.7)–(2.11), будет об-
ладать свойством изоконичности, если уравнения (2.9) допускают инвариантное
соотношение (2.12).

3. Условия существования изоконических движений в
первом случае

Потребуем, чтобы соотношения (2.11), (2.12) были линейно зависимы. Тогда
получим равенства

a1b0 − a1b1e1 − a2c1e2 = x0a1b0, a2c0 − a1b2e1 − a2c2e2 = x0a2c0,

δ0 − α0e3 = x0δ0, a1b2 + a2c1 = x0a1b2,

a1b1 =
x0

2
[(a1 + a3)b1 + a3c2], a2c2 =

x0

2
[(a2 + a3)c2 + a3b1],

α0 = x0

(
α0 − 1

2
B33

)
, a1b0e1 − a2c0e2 + a3δ0e3 = x0a3k,

(3.1)

где x0 – параметр, подлежащий определению.
Обратимся к условиям (2.6) и рассмотрим значения параметров b2 и c1. Оче-

видно следующее равенство a1b2 = a2c1. Тогда из соотношения a1b2 +a2c1 = x0a1b2

системы (3.1) вытекает, что x0 = 2. При этом значении x0 система (3.1) в силу
(2.8) приводится к условиям

α0 = B33, (a2 − 2a3)B11 + (a1 − 2a3)B22 = 0, (c2 = −b1),

δ0 = −e3B33, a1b1e1 + a2c1e2 = −a1b0, a1b2e1 + a2c2e2 = −a2c0,

k =
1

2a3

(a1b0e1 − a2c0e2 + a3δ0e3).

(3.2)

Из пятого и шестого уравнений системы (3.2) получим

e1 = −a2(b0b1 + b2c0)

a1b2
2 + a2b2

1

, e2 =
a2b1c0 − a1b0b2

a1b2
2 + a2b2

1

. (3.3)

Так как вектор e – единичный, то в силу равенства δ0 = −e3B33 и равенств (3.3)
имеем значения постоянных e3 и δ0

e3 = − δ0

B33

,

δ0 =
B33

a1b2
2 + a2b2

1

[(a1b
2
2 + a2b

2
1)

2 − a2
2(b0b1 + b2c0)

2 − (a2b1c0 − a1b0b2)
2]

1
2 .

(3.4)

Компоненты угловой скорости на основании (2.7), (3.2) таковы:

ω1 = a1(b0 + b1ν1 + b2ν2), ω2 = a2c0 + a1b2ν1 − a1b1ν2, ω3 = a3(B33ν3 + δ0). (3.5)
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Уравнения (2.9) несколько упрощаются

ν̇1 = a3(B33ν3 + δ0)ν2 − (a2c0 + a1b2ν1 − a2b1ν2)ν3,

ν̇2 = −a3(B33ν3 + δ0)ν1 + a1(b0 + b1ν1 + b2ν2)ν3,

ν̇3 = a2c0ν1 − a1b0ν2 − (a1 + a2)b1ν1ν2 + a1b2(ν
2
1 − ν2

2),

(3.6)

а интеграл (2.11) принимает вид

a1b0ν1 + a2c0ν2 + a3δ0ν3 + a1b2ν1ν2 +
1

2
a1b1ν

2
1 −

1

2
a2b1ν

2
2 +

1

2
a3B33ν

2
3 = a3k. (3.7)

Таким образом, если параметры уравнений (2.1), (2.2) дополнительно к услови-
ям (2.6) удовлетворяют второму равенству из системы (3.2), а параметр δ0 подчи-
нен ограничению из (3.4), где e1, e2, e3 имеют значения из (3.3), (3.4), то движение
гиростата будет обладать свойством изоконичности. Сведение задачи к квадра-
турам осуществляется следующим образом. Из первых интегралов (2.10) и (3.7)
определяются зависимости ν2(ν1), ν3(ν1). Подстановка их в первое уравнение си-
стемы (3.6) позволяет получить зависимость ν1(t). То есть этим способом можно
получить νi = νi(t) (i = 1, 3). Тогда функции ωi(t) находятся из соотношений (3.5).

Выполним сведение задачи к квадратурам в случае δ0 = 0 (e3 = 0). Вместо
ν1, ν2, ν3 введем новые переменные θ, ϕ

ν1 = sin θ sin ϕ, ν2 = sin θ cos ϕ, ν3 = cos θ. (3.8)

Подставим выражения (3.8) в уравнение (3.7)

f2(ϕ) sin2 θ + f1(ϕ) sin θ + f0 = 0, (3.9)

где
f2(ϕ) =

1

2
(a1b2 sin 2ϕ + a1b1 sin2 ϕ− a2b1 cos2 ϕ− a3B33),

f1(ϕ) = a1b0 sin ϕ + a2c0 cos ϕ, f0 =
a3

2
(B33 − 2k).

(3.10)

Из уравнения (3.9) получим

sin θ = F (ϕ) =
−f1(ϕ)±

√
f 2

1 (ϕ)− 4f0f2(ϕ)

2f2(ϕ)
. (3.11)

Значение постоянной k найдем, используя последнее равенство из системы (3.2) и
выражения (3.3)

k = −a2b1(a1b
2
0 + a2c

2
0)

2a3(a1b2
2 + a2b2

1)
. (3.12)

Так как в силу (3.12), (2.6) величина k не зависит от B33, то подкоренное выра-
жение в формуле (3.11) может быть положительным за счет выбора параметра
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B33. Условию | sin θ| ≤ 1, где sin θ выражается соотношением (3.11) можно удо-
влетворить выбором параметров b0, c0, которые в решении (2.7)–(2.11) остались
произвольными.

Из первых двух уравнений системы (3.6) на основании соотношений (3.9), (3.10)
имеем

ϕ̇ =
cos θ

sin2 θ
[a3(B33 − 2k) + (a1b0 sin ϕ + a2c0 cos ϕ) sin θ]. (3.13)

Если внесем выражение (3.11) в уравнение (3.13), то получим

dϕ

dt
=

√
1− F 2(ϕ)

F 2(ϕ)
[a3(B33 − 2k) + (a1b0 sin ϕ + a2c0 cos ϕ)F (ϕ)]. (3.14)

Из уравнения (3.14) устанавливаем зависимость ϕ = ϕ(t), а затем из (3.11) находим
функцию θ = θ(t). Зависимости νi = νi(t) можно определить из равенств (3.8), а
функции ωi = ωi(t) – из равенств (3.5).

Для получения уравнений подвижного годографа из соотношений (3.5) опре-
делим νi

ν1 =
a1b2ω2 + a2b1ω1 − a1a2(b0b1 + b2c0)

a1(a1b2
2 + a2b2

1)
,

ν2 =
b2ω1 − b1ω2 + a2b1c0 − a1b0b2

a1b2
2 + a2b2

1

,

ν3 =
ω3 − a3δ0

a3B33

.

(3.15)

Тогда подвижный годограф – линия пересечения поверхностей, уравнения кото-
рых можно получить подстановкой величин (3.15) в равенства (2.10), (3.7). То есть
в общем случае подвижный годограф вектора угловой скорости – алгебраическая
кривая четвертого порядка.

Неподвижный годограф симметричен подвижному годографу относительно ка-
сательной к ним плоскости. Движение гиростата получаем качением без скольже-
ния подвижного годографа вектора угловой скорости по неподвижному годографу.

4. Изоконические движения гиростата во втором случае
решения с двумя линейными инвариантными
соотношениями

Пусть выполняются следующие условия на параметры уравнений (2.1), (2.2) и
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инвариантных соотношений (2.4)

λ1 = λ2 = 0, b0 = c0 = 0, c1 = 0, b2 = 0, B12 = 0, b3 =
a3B13

a3 − a1

,

c3 =
a3B23

a3 − a2

, b1 =
a2a3B11

a2a3 − a1a2 − a1a3

, c2 =
a1b1

a2

, s1 = a1λ3b3,

s2 = a2λ2c3, s3 = −a1λ3b1,

(a1a3 + a2a3 − a1a2)B22 + (a1a3 − a1a2 − a2a3)B33 = 0,

C12 = −a1a2b3c3

a3

, C13 = −a1(a1 − a3)b1b3

a3

, C23 = −a1(a2 − a3)b1c3

a3

,

C11 = C33 +
a1

a3

[(a1 − a3)b
2
1 + (a3 − a1)b

2
3 + a3c

2
3],

C22 = C33 +
a1

a3

[(a2 − a3)b
2
1 + (a3 − a2)c

2
3 + a3b

2
3].

(4.1)

При выполнении условий (4.1) уравнения (2.1), (2.2) допускают решение

ω1 = a1(b1ν1 + b3ν3), ω3 = a1b1ν2 + a2c3ν3, ω3 =
l0
2

ν−1
3 + d0ν3, (4.2)

где l0, d0 – произвольные постоянные. Уравнения (2.2) в случае (4.1), (4.2) таковы

ν̇1 = ν2

(
l0
2

ν−1
3 + d0ν3

)
− ν3(a1b1ν2 + a2c3ν3),

ν̇2 = −ν1

(
l0
2

ν−1
3 + d0ν3

)
+ ν3(a1b1ν1 + a1b3ν3),

ν̇3 = (a2c3ν1 − a1b3ν2)ν3.

(4.3)

Эти уравнения допускают два интеграла

ν2
1 + ν2

2 + ν2
3 = 1,

ν3(a1b3ν1 + a2c3ν2 + (d0 − a1b1)ν3 + a3λ3) =
l0
2

.
(4.4)

Подставим соотношения (4.2) в равенство (2.3) и учтем в полученном уравне-
нии второе условие из (4.4)

a1b1e1ν1ν3+a1b1e2ν2ν3+(a1b3e1+a2c3e2+d0e3+a3λ3)ν
2
3−(a1b1+l0)ν3+

e3l0
2

= 0. (4.5)
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Потребуем, чтобы второе уравнение из (4.4) и уравнение (4.5) были линейно зави-
симы. Тогда получим следующие условия

b1e1 = x0b3, a1b1e2 = x0a2c3, l0(x0 + e3) = 0,

l0 + a1b1 = −x0a3λ3, a1b3e1 + a2c3e2 + d0e3 + a2λ3 = x0(d0 − a1b1).
(4.6)

Будем считать, что l0 6= 0. В этом случае из (4.6) и условия e2
1 + e2

2 + e2
3 = 1 имеем

x0 = −e3 и

e1 = −b3e3

b1

, e2 = −a2c3e3

a1b1

, e3 =
a1b1√

a2
1b

2
3 + a2

2c
2
3 + a2

1b
2
1

,

d0 =
a2

1b
2
3 + a2

2c
2
3 + a2

1b
2
1

2a1b1

, l0 = a3e3λ3 − a1b1.

(4.7)

Последние два равенства из системы (4.7) показывают, что в условиях изоко-
ничности постоянные d0 и l0 фиксированы.

Для сведения задачи к квадратурам воспользуемся формулами (3.8). Из вто-
рого равенства системы (4.4) следует

sin(ϕ + ϕ0) =
2√

a2
1b

2
3 + a2

2c
2
3 sin 2θ

[
l0
2
− (d0 − a1b1) cos2 θ − a3λ3 cos θ

]
,

tg ϕ0 =
a2c3

a1b3

.

(4.8)

Третье уравнение системы (4.3) можно представить в виде

θ̇ =
√

a2
1b

2
3 + a2

2c
2
3 cos θ cos(ϕ + ϕ0), (4.9)

Внесем выражение (4.8) в правую часть уравнения (4.9)

(cos θ)• = −
[
(a2

1b
2
3 + a2

2c
2
3) sin2 θ cos2 θ−

−
(

l0
2
− (d0 − a1b1) cos2 θ − a3λ3 cos θ

)2 ] 1
2
. (4.10)

Из уравнения (4.10) устанавливаем зависимость θ = θ(t), тогда зависимость ϕ =
ϕ(t) можно найти из равенства (4.8). Формулы (3.8) и (4.2) позволяют получить
функции νi = νi(t) и ωi = ωi(t) (i = 1, 3) соответственно.

Уравнения подвижного годографа можно найти следующим образом. Из со-
отношений (4.2) определяем величины νi через ωi и полученные выражения под-
ставляем в равенства (4.4). В отличие от первого случая, в данном варианте по-
движный годограф – кривая восьмого порядка, так как компоненты νi (i = 1, 3)
имеют вид

ν1 =
1

a1b1


ω1 −

a1b3

(
ω3 ±

√
ω2

3 − 2d0l0

)

2d0


 ,
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ν2 =
1

a1b1


ω2 −

a2c3

(
ω3 ±

√
ω2

3 − 2d0l0

)

2d0


 ,

ν3 =
ω3 ±

√
ω2

3 − 2d0l0
2d0

.

Таким образом, в статье для решения с двумя линейными инвариантными соотно-
шениями уравнений Кирхгофа получены условия существования изоконических
движений гиростата, выполнено сведение задачи к квадратурам в двух частных
случаях рассматриваемого решения, указаны свойства подвижного и неподвиж-
ного годографов вектора угловой скорости.
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