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Àííîòàöèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ââîäèòñÿ íîâûé êëàññ ∗-àëãåáð LS(M, τ) τ -ëîêàëüíî èçìå-
ðèìûõ îïåðàòîðîâ, ïðèñîåäèíåííûõ ê ïîëóêîíå÷íîé àëãåáðå ôîí Íåéìàíà M ñ òî÷íûì íîð-
ìàëüíûì ïîëóêîíå÷íûì ñëåäîì τ . Óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî LS(M, τ) ÿâëÿåòñÿ çàïîëíåííîé ∗-
ïîäàëãåáðîé â ∗-àëãåáðå LS(M) âñåõ ëîêàëüíî èçìåðèìûõ îòíîñèòåëüíî M îïåðàòîðîâ. Äî-
êàçûâàåòñÿ, ÷òî öåíòð LS(M) ñîâïàäàåò ñ ∗-àëãåáðîé èçìåðèìûõ îïåðàòîðîâ, ïðèñîåäèíåííûõ ê
öåíòðó Z(M) àëãåáðû ôîí Íåéìàíà M. Ïðèâîäÿòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñîâïàäåíèÿ ∗-àëãåáð
LS(M, τ) è LS(M).

1. Ââåäåíèå
Ðàçâèòèå òåîðèè íåêîììóòàòèâíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ òî÷íîãî íîðìàëüíîãî

ïîëóêîíå÷íîãî ñëåäà τ , çàäàííîãî íà àëãåáðå ôîí Íåéìàíà M, ïðèâåëî ê íåîá-
õîäèìîñòè ðàññìîòðåíèÿ ∗-àëãåáðû S(M, τ) τ -èçìåðèìûõ îïåðàòîðîâ (ñì., íà-
ïðèìåð [1]). Ýòà àëãåáðà ÿâëÿåòñÿ çàïîëíåííîé ∗-ïîäàëãåáðîé â ∗-àëãåáðå S(M)
âñåõ èçìåðèìûõ îïåðàòîðîâ, ïðèñîåäèíåííûõ ê M. ∗-Àëãåáðû S(M) áûëè ââå-
äåíû È.Ñèãàëîì (ñì. [2]) äëÿ îïèñàíèÿ "íåêîììóòàòèâíîãî âàðèàíòà" àëãåáð èç-
ìåðèìûõ ôóíêöèé. Åñëè àëãåáðà ôîí Íåéìàíà M êîììóòàòèâíàÿ, òî M ìîæíî
îòîæäåñòâèòü ñ ∗-àëãåáðîé L∞(Ω, Σ, µ) âñåõ îãðàíè÷åííûõ â ñóùåñòâåííîì èçìåðè-
ìûõ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå (Ω, Σ, µ)
ñ ìåðîé µ, îáëàäàþùåé ñâîéñòâîì ïðÿìîé ñóììû. Â ýòîì ñëó÷àå ∗-àëãåáð S(M)
îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ∗-àëãåáðîé S(Ω, Σ, µ) âñåõ èçìåðèìûõ ïî÷òè âñþäó êîíå÷íûõ
êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ïðîñòðàíñòâå (Ω, Σ, µ) (ñì. [2]).

∗-Àëãåáðà S(M) ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âàæíûõ ïðèìåðîâ EW ∗-àëãåáð E çàìêíó-
òûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, ïðèñîåäèíåííûõ ê àëãåáðå ôîí Íåéìàíà M, äåéñòâó-
þùèõ â òîì æå ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H, ÷òî è M, ó êîòîðûõ îãðàíè÷åííàÿ
÷àñòü Eb = E ∩ B(H) ñîâïàäàåò ñ M (ñì. [3], [4]), ãäå B(H) � ∗-àëãåáðà âñåõ
îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â H.
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Åñëè Z(M) � öåíòð àëãåáðû ôîí ÍåéìàíàM, òî S(Z(M)), âîîáùå ãîâîðÿ, íå
ñîäåðæèòñÿ â S(M). Â ñâÿçè ñ ýòèì, åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ î âûäåëåíèè òåõ
EW ∗-àëãåáð E ñ îãðàíè÷åííîé ÷àñòüþ

Eb = M,

äëÿ êîòîðûõ S(Z(M)) ⊂ E . Âàæíûì øàãîì â ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è ñòàëî ââåäåíèå
∗-àëãåáð LS(M) ëîêàëüíî èçìåðèìûõ îïåðàòîðîâ, ïðèñîåäèíåííûõ ê àëãåáðå ôîí
Íåéìàíà M (ñì. [5], [6]). ∗-Àëãåáðà LS(M) ñîäåðæèò S(Z(M)) êàê ∗-ïîäàëãåáðó
è îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì óíèâåðñàëüíîñòè: âñÿêàÿ EW ∗-àëãåáðà E ñ îãðà-
íè÷åííîé ÷àñòüþ Eb = M ÿâëÿåòñÿ çàïîëíåííîé ïîäàëãåáðîé â LS(M) (ñì. [7]).
Ìîæíî áûëî áû ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñðåäè âñåõ EW ∗-àëãåáð E ñ Eb = M òîëüêî
∗-àëãåáðà LS(M) ñîäåðæèò S(Z(M)). Îäíàêî îêàçàëîñü, ÷òî ýòî íå òàê. Â íàñòîÿ-
ùåé ðàáîòå ââîäÿòñÿ ∗-àëãåáðû LS(M, τ) τ -ëîêàëüíî èçìåðèìûõ îïåðàòîðîâ, äëÿ
êîòîðûõ

S(Z(M)) ⊂ LS(M, τ),

ïðè ýòîì LS(M, τ) ÿâëÿþòñÿ çàïîëíåííûìè ∗-ïîäàëãåáðàìè â LS(M), âîîáùå
ãîâîðÿ, íå ñîâïàäàþùèìè ñ LS(M).

Èñïîëüçóåòñÿ òåðìèíîëîãèÿ, îáîçíà÷åíèÿ è ðåçóëüòàòû òåîðèè àëãåáð ôîí Íåé-
ìàíà èç [8], [9] è òåîðèè èçìåðèìûõ è ëîêàëüíî èçìåðèìûõ îïåðàòîðîâ èç [2],
[6],[10].

2. Ïðåäâàðèòåëüíûé ñâåäåíèÿ
Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî íà ïîëåì C êîìïëåêñíûõ ÷èñåë,

B(H) � ∗-àëãåáðà âñåõ îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â
H, I � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð â H, P (B(H)) = {P ∈ B(H) : P =
P 2 = P ∗} � ìíîæåñòâî âñåõ ïðîåêòîðîâ èç B(H). Ïóñòü M � àëãåá-
ðà ôîí Íåéìàíà, äåéñòâóþùàÿ â H, ò.å. ñëàáî çàìêíóòàÿ ∗-ïîäàëãåáðà èç
B(H), ñîäåðæàùàÿ îïåðàòîð I. Ìíîæåñòâî P (M) = M ∩ P (B(H)) ÿâëÿåò-
ñÿ ïîëíîé ðåøåòêîé îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííîãî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà ” 6 ” â
Mh = {T ∈ M : T = T ∗}, ïîðîæäåííîãî êîíóñîì M+ ïîëîæèòåëüíûõ îïåðà-
òîðîâ èç M.

Äëÿ êàæäîãî P ∈ P (M) ïîëîæèì P⊥ = I−P . Çàïèñü Tn ↑ T (ñîîòâåòñòâåííî,
Tn ↓ T ), Tn, T ∈ Mh îçíà÷àåò, ÷òî Tn 6 Tn+1 (ñîîòâåòñòâåííî, Tn+1 6 Tn) è
T = sup

n>1
Tn (ñîîòâåòñòâåííî, T = inf

n>1
Tn).

×åðåç Z(M) áóäåì îáîçíà÷àòü öåíòð àëãåáðû ôîí Íåéìàíà M.
Ïðîåêòîð P ∈ P (M) íàçûâàåòñÿ σ-êîíå÷íûì, åñëè ëþáîå ñåìåéñòâî íåíóëåâûõ

ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûõ ïðîåêòîðîâ èç PMP íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî.
Ïðîåêòîðû E è F èç P (M) íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè (îáîçíà÷åíèå:

E ∼ F ), åñëè ñóùåñòâóåò ÷àñòè÷íàÿ èçîìåòðèÿ V ∈M, äëÿ êîòîðîé ïðîåêòîð E
ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíûì, à ïðîåêòîð F � êîíå÷íûì, òî åñòü, V ∗V = E, V V ∗ = F ; â
÷àñòíîñòè

V E = V = FV, EV ∗ = V ∗ = V ∗F.
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Îòíîøåíèå "∼" ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè íà P (M). Çàïèñü E - F
äëÿ ïðîåêòîðîâ E è F èç P (M) îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé ïðîåêòîð F1 6 F ,
÷òî E ∼ F1.

Ïðîåêòîð E íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì, åñëè èç F ∈ P (M), F 6 E, F ∼
E ñëåäóåò, ÷òî E = F . ×åðåç Pfin(M) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ
ïðîåêòîðîâ èç M.

Àëãåáðà ôîí Íåéìàíà M íàçûâàåòñÿ
� êîíå÷íîé, åñëè I � êîíå÷íûé ïðîåêòîð;
� ïîëóêîíå÷íîé, åñëè êàæäûé íåíóëåâîé ïðîåêòîð èç M ìàæîðèðóåò íåíóëå-

âîé êîíå÷íûé ïðîåêòîð;
� áåñêîíå÷íîé, åñëè ïðîåêòîð I íå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì;
� σ-êîíå÷íîé, åñëè I � σ-êîíå÷íûé ïðîåêòîð.

Îïðåäåëåíèå 1. Çàìêíóòûé ëèíåéíûé îïåðàòîð T , ïðèñîåäèíåííûé ê àëãåáðå
ôîí ÍåéìàíàM, èìåþùèé âñþäó ïëîòíóþ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D(T ) ⊂ H, íàçû-
âàåòñÿ èçìåðèìûì îòíîñèòåëüíî M, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{Pn}∞n=1 ⊂ P (M), ÷òî Pn ↑ I, Pn(H) ⊂ D(T ) è {P⊥

n }∞n=1 ⊂ Pfin(M).
Ìíîæåñòâî S(M) âñåõ èçìåðèìûõ îòíîñèòåëüíî M îïåðàòîðîâ ÿâëÿåòñÿ ∗-

àëãåáðîé ñ åäèíèöåé I íàä ïîëåì C îòíîñèòåëüíî ïåðåõîäà ê ñîïðÿæåííîìó îïåðà-
òîðó, óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿð è îïåðàöèé ñèëüíîãî ñëîæåíèÿ è ñèëüíîãî óìíîæåíèÿ,
ïîëó÷àåìûõ çàìûêàíèåì îáû÷íûõ îïåðàöèé (ñì. [2]).

ßñíî, ÷òî M ÿâëÿåòñÿ ∗-ïîäàëãåáðîé â S(M).
Åñëè M èìååò êîíå÷íûé òèï, òî ∗-àëãåáðà S(Z(M)) îïåðàòîðîâ, èçìåðèìûõ

îòíîñèòåëüíî öåíòðà Z(M), ÿâëÿåòñÿ ∗-ïîäàëãåáðîé â S(M) è ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì
Z(S(M)) àëãåáðû S(M). Â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîé àëãåáðûM ýòî íå òàê. Íàïðèìåð,
åñëè A � êîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà ôîí Íåéìàíà, à M = A⊗B(H) � òåíçîðíîå
ïðîèçâåäåíèå àëãåáð A è B(H), òî Z(M) = A, è, â ñëó÷àå dim H = ∞, èìååì, ÷òî
(ñì. [9], ãë. IV, �1)

Pfin(M) ∩ P (Z(M)) = {0}.
Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå,

S(M) ∩ S(Z(M)) = Z(M),

òî åñòü, öåíòð Z(S(M)) â S(M) ñîâïàäàåò ñ Z(M).
Åñòåñòâåííîå æåëàíèå èìåòü ðàâåíñòâî

Z(S(M)) = S(Z(M))

äëÿ ïðîèçâîëüíûõ àëãåáð ôîí ÍåéìàíàM ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ðàñøèðåíèÿ
ïîíÿòèÿ èçìåðèìîãî îïåðàòîðà.
Îïðåäåëåíèå 2. Çàìêíóòûé ëèíåéíûé îïåðàòîð T , ïðèñîåäèíåííûé ê àëãåáðå
ôîí ÍåéìàíàM, èìåþùèé âñþäó ïëîòíóþ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D(T ) ⊂ H, íàçû-
âàåòñÿ ëîêàëüíî èçìåðèìûì îòíîñèòåëüíî M, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {Zn}∞n=1 öåíòðàëüíûõ ïðîåêòîðîâ èç M, ÷òî Zn ↑ I è ZnT ∈ S(M) äëÿ
âñåõ n = 1, 2, . . ..
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Ìíîæåñòâî LS(M) âñåõ ëîêàëüíî èçìåðèìûõ îòíîñèòåëüíî M îïåðàòîðîâ,
òàêæå, êàê è S(M), ÿâëÿåòñÿ ∗-àëãåáðîé ñ åäèíèöåé I íàä ïîëåì C îòíîñèòåëüíî
òåõ æå àëãåáðàè÷åñêèõ îïåðàöèé (ñì. [6]). Ïðè ýòîì S(M) ÿâëÿåòñÿ ∗-ïîäàëãåáðîé
â LS(M). Â ñëó÷àå, êîãäà M èìååò êîíå÷íûé òèï, èëè êîãäà M � ôàêòîð, àë-
ãåáðû S(M) è LS(M) ñîâïàäàþò.

Åñëè T ∈ S(Z(M)), òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Zn}∞n=1 ⊂
P (Z(M)), ÷òî Zn ↑ I è ZnT ∈ M äëÿ âñåõ n = 1, 2, . . .. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
T ∈ LS(M). Ïîýòîìó, S(Z(M)) åñòü ∗-ïîäàëãåáðà â LS(M). Íåòðóäíî ïðîâåðèòü,
÷òî öåíòð Z(LS(M)) â ∗-àëãåáðå LS(M) ñîâïàäàåò ñ

S(Z(M)) = LS(Z(M)).

Ïóñòü T � çàìêíóòûé ëèíåéíûé îïåðàòîð ñ ïëîòíîé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ â
H, T = U |T | � ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå îïåðàòîðà T , ãäå |T | = (T ∗T )

1
2 � ìîäóëü îïå-

ðàòîðà T , à U � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÷àñòè÷íàÿ èçîìåòðèÿ èç B(H), äëÿ êîòîðîé U∗U
åñòü ïðàâûé íîñèòåëü r(T ) îïåðàòîðà T . Èçâåñòíî, ÷òî T ∈ LS(M) (ñîîòâåòñòâåí-
íî, T ∈ S(M)) â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà |T | ∈ LS(M) (ñîîòâåòñòâåííî,
|T | ∈ S(M)) è U ∈M (ñì., íàïðèìåð, [10], §§2.2, 2.3). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî äëÿ ñà-
ìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà T , ïðèñîåäèíåííîãî ê M, åãî ñïåêòðàëüíîå ñåìåéñòâî
ïðîåêòîðîâ {Eλ} ïðèíàäëåæèò M (ñì. [10], §2.1).

ÏóñòüM � ïîëóêîíå÷íàÿ àëãåáðà ôîí Íåéìàíà, äåéñòâóþùàÿ â ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå H, τ � òî÷íûé íîðìàëüíûé ïîëóêîíå÷íûé ñëåä íà M.

Îïðåäåëåíèå 3. Çàìêíóòûé ëèíåéíûé îïåðàòîð T , ïðèñîåäèíåííûé êM è èìå-
þùèé âñþäó ïëîòíóþ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D(T ) â H, íàçûâàåòñÿ τ -èçìåðèìûì
îòíîñèòåëüíî M, åñëè äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîé ïðîåêòîð
P ∈ P (M), ÷òî P (H) ⊂ D(T ) è τ(P⊥) < ε.

Ìíîæåñòâî S(M, τ) âñåõ τ -èçìåðèìûõ îïåðàòîðîâ îáðàçóåò ∗-ïîäàëãåáðó â
S(M), M⊂ S(M, τ) è, åñëè ñëåä τ � êîíå÷åí, ò.å. τ(I) < ∞, òî S(M, τ) = S(M).
Çàìåòèì, ÷òî êàæäûé ïðîåêòîð P ∈ P (M), äëÿ êîòîðîãî τ(P ) < ∞, ÿâëÿåòñÿ
êîíå÷íûì è σ-êîíå÷íûì.

×àñòè÷íûé ïîðÿäîê â LSh(M = {t ∈ LS(M) : T ∗ + T}), ïîðîæäåííûé ñîá-
ñòâåííûì êîíóñîì LS+(M) = {T ∈ LSh(M) : T� ïîëîæèòåëüíûé îïåðàòîð}, áó-
äåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ” 6 ”. ßñíî, ÷òî ýòîò ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê èíäóöèðóåò â Mh

åñòåñòâåííûé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê.

Îïðåäåëåíèå 4. ∗-Ïîäàëãåáðà A â LS(M) íàçûâàåòñÿ çàïîëíåííîé, åñëè èç ñî-
îòíîøåíèé |T | 6 |S|, T ∈ LS(M), S ∈ A ñëåäóåò, ÷òî T ∈ A.

∗-Àëãåáðû S(M) è S(M, τ) ÿâëÿþòñÿ çàïîëíåííûìè ∗-ïîäàëãåáðàìè â LS(M)
(ñì. [10], §§2.4, 2.6 ). Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü 0 6 T 6 S, T ∈ LS(M), S ∈ S(M).
Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé îïåðàòîð A ∈ M, ÷òî

√
T = A

√
S + I. Ïîñêîëüêó√

S + I ∈ S(M), òî
√

T ∈ S(M), è ñëåäîâàòåëüíî, T ∈ S(M).
Äëÿ ∗-àëãåáðû S(M, τ) ýòîò ôàêò äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
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3. ∗-Àëãåáðû τ -ëîêàëüíî èçìåðèìûõ îïåðàòîðîâ
Ïóñòü M � ïîëóêîíå÷íàÿ àëãåáðà ôîí Íåéìàíà, τ � òî÷íûé íîðìàëüíûé

ïîëóêîíå÷íûé ñëåä íà M.

Îïðåäåëåíèå 5. Îïåðàòîð T ∈ LS(M) íàçûâàåòñÿ τ -ëîêàëüíî èçìåðèìûì, åñëè
ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Zn}∞n=1 öåíòðàëüíûõ ïðîåêòîðîâ èçM, ÷òî
Zn ↑ I è ZnT ∈ S(M, τ) äëÿ âñåõ n = 1, 2, . . ..

Ìíîæåñòâî âñåõ τ -ëîêàëüíî èçìåðèìûõ îïåðàòîðîâ îáîçíà÷èì ÷åðåç LS(M, τ).
ßñíî, ÷òî S(M, τ) ⊆ LS(M, τ) è S(M, τ) = LS(M, τ), åñëè ñëåä τ êîíå÷åí èëè
åñëè M � ôàêòîð.

Òåîðåìà 1. LS(M, τ) ÿâëÿåòñÿ çàïîëíåííîé ∗-ïîäàëãåáðîé â LS(M), ïðè÷åì
S(Z(M)) ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì Z(LS(M, τ)) àëãåáðû LS(M, τ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü T, S ∈ LS(M, τ) è {Z ′
n}∞n=1, {Z ′′

n}∞n=1 � òàêèå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè öåíòðàëüíûõ ïðîåêòîðîâ èç P (Z(M)), ÷òî Z ′

n ↑ I, Z ′′
n ↑ I è

Z ′
nT, Z ′′

nS ∈ S(M, τ), n = 1, 2, . . .. Ïîëîæèì Zn = Z ′
nZ ′′

n. Òîãäà Zn ∈ P (Z(M)),
Zn ↑ I è ZnT, ZnS ∈ S(M, τ), n = 1, 2, . . .. Ñëåäîâàòåëüíî,

Zn(T + S) = ZnT + ZnS ∈ S(M, τ),

Zn(TS) = (ZnT )(ZnS) ∈ S(M, τ),

ZnT ∗ = (ZnT )∗ ∈ S(M, τ).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî T + S, T · S, T ∗ ∈ LS(M, τ). Òàêèì îáðàçîì, LS(M, τ)
ÿâëÿåòñÿ ∗-ïîäàëãåáðîé â LS(M).

Ïîñêîëüêó Zn|T | = |ZnT |, òî |T | ∈ LS(M, τ).
Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé îïåðàòîð L ∈ LS(M), äëÿ êîòîðîãî |L| 6 |T |. Òîãäà

|ZnL| = Zn|L| 6 Zn|T | = |ZnT | ∈ S(M, τ).

Òàê êàê ∗-àëãåáðà S(M, τ) � çàïîëíåííàÿ â LS(M), òî ZnL ∈ S(M, τ) äëÿ âñåõ
n = 1, 2, . . ., ò.å. L ∈ LS(M, τ). Ñëåäîâàòåëüíî, LS(M, τ) � çàïîëíåííàÿ ∗-
ïîäàëãåáðà â LS(M).

Ïóñòü òåïåðü T ∈ S(Z(M)) è {Zn}∞n=1 � òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîåêòîðîâ
èç P (Z(M)), äëÿ êîòîðîé Zn ↑ I è Zn|T | ∈ M äëÿ âñåõ n = 1, 2, . . .. Ïîñêîëüêó
M ⊂ S(M, τ), òî |T | ∈ LS(M, τ), è ïîòîìó T ∈ LS(M, τ), ò.å. S(Z(M)) ⊂
LS(M, τ).

Îáðàòíî, ïóñòü T � öåíòðàëüíûé îïåðàòîð èç LS(M, τ) è T = U |T | � åãî
ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå. Åñëè V � óíèòàðíûé îïåðàòîð èçM, òî V T = TV è ïîòîìó

T = V TV ∗ = (V UV ∗)(V |T |V ∗),

ïðè ýòîì,
(V UV ∗)∗(V UV ∗) = V r(T )V ∗ = r(T ).
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Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ïîëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ, ïîëó÷èì, ÷òî V UV ∗ = U è
V |T |V ∗ = |T |, ò.å. V U = UV è V |T | = |T |V . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî U ∈ Z(M). Ïîýòî-
ìó, |T | = U∗T ïðèíàäëåæèò öåíòðó Z(LS(M, τ)) àëãåáðû LS(M, τ). Ñëåäîâàòåëü-
íî, ñïåêòðàëüíîå ñåìåéñòâî ïðîåêòîðîâ {Eλ} äëÿ îïåðàòîðà |T | ëåæèò â Z(M), ÷òî
âëå÷åò âêëþ÷åíèå |T | ∈ S(Z(M)). Òàêèì îáðàçîì, S(Z(M)) = Z(S(M, τ)).

Íåíóëåâîé ïðîåêòîð P ∈ P (M) íàçûâàåòñÿ àòîìîì, åñëè èç Q 6 P , Q ∈ P (M)
ñëåäóåò, ÷òî Q = 0 èëè Q = P . Àëãåáðà ôîí Íåéìàíà M íàçûâàåòñÿ àòîìè÷å-
ñêîé, åñëè êàæäûé åå íåíóëåâîé ïðîåêòîð ìàæîðèðóåò àòîì. Â ñëåäóþùåé òåîðåìå
óêàçûâàþòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñîâïàäåíèÿ ∗-àëãåáð LS(M) è LS(M, τ).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü M � ïîëóêîíå÷íàÿ àëãåáðà ôîí Íåéìàíà, τ � òî÷íûé íîð-
ìàëüíûé ïîëóêîíå÷íûé ñëåä íà M è M óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç ñëåäóþùèõ
óñëîâèé:

(i) M � êîììóòàòèâíàÿ;
(ii) Öåíòð Z(M) � σ-êîíå÷íàÿ àòîìè÷åñêàÿ àëãåáðà;
(iii) M � àòîìè÷åñêàÿ àëãåáðà.
Òîãäà LS(M) = LS(M, τ).

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) ÅñëèM� êîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà ôîí Íåéìàíà, òî Z(M) =
M, LS(M) = S(M), è ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî T ∈ LS(M) ñóùåñòâóåò òàêàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Zn}∞n=1 öåíòðàëüíûõ ïðîåêòîðîâ, ÷òî Zn ↑ I è ZnT ∈ M ⊂
S(M, τ). Ñëåäîâàòåëüíî, T ∈ LS(M, τ), ÷òî âëå÷åò ðàâåíñòâî LS(M, τ) = LS(M).

(ii) Ïóñòü Z(M) � σ-êîíå÷íàÿ àòîìè÷åñêàÿ àëãåáðà ôîí Íåéìàíà. Òî-
ãäà â P (Z(M)) ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Qn}∞n=1 àòîìîâ, äëÿ êîòîðûõ
sup
n>1

Qn = I. Â ýòîì ñëó÷àå, àëãåáðó ôîí Íåéìàíà M ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ C∗-
ïðîèçâåäåíèåì

C∗ −
∞∏

n=1

Mn =

{
{Tn}∞n=1 : Tn ∈Mn, ‖{Tn}∞n=1‖M = sup

n>1
‖Tn‖Mn < ∞

}
,

ãäå Mn = QnM � ôàêòîðû òèïà I, II1 èëè II∞. Ñëåäîâàòåëüíî (ñì. [10], §2.5),

LS(M) =
∞∏

n=1

LS(Mn) =
∞∏

n=1

S(Mn) =
∞∏

n=1

S(Mn, τn),

ãäå τn � ñóæåíèå ñëåäà τ íà ôàêòîð Mn. ßñíî, ÷òî τn � òî÷íûé íîðìàëüíûé
ïîëóêîíå÷íûé ñëåä íà ôàêòîðå Mn, è ïîýòîìó ïðîåêòîð P ∈ P (Mn) êîíå÷åí â
Mn â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà τn(P ) < ∞.

Ïóñòü T = {Tn}∞n=1 ∈
∞∏

n=1

S(Mn, τn) è Sk = {T (k)
n }∞n=1 ∈

∞∏
n=1

S(Mn, τn), k =

1, 2, . . . òàêîâû, ÷òî T
(k)
n = 0 ïðè k 6= n è T

(k)
k = Tk, ò.å. Sk = QkT . Òàê êàê

Tk ∈ S(Mk, τk), òî Sk ∈ S(M, τ), è ïîòîìó (Q1 + Q2 + · · · + Qn)T ∈ S(M, τ).
Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî sup

n>1
sup

16i6n
Qi = I, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî T ∈ LS(M, τ).
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(iii) ïóñòü òåïåðü M � ïðîèçâîëüíàÿ àòîìè÷åñêàÿ àëãåáðà ôîí Íåéìàíà. Â
ýòîì ñëó÷àå M îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ C∗-ïðîèçâåäåíèåì C∗ − ∏

q∈∆

Mq, ãäå Mq =

ZqM = B(Hq) � ôàêòîðû òèïà I, {Zq}q∈∆ � ìíîæåñòâî âñåõ àòîìîâ â P (Z(M)).
Èìååì (ñì. [10], §2.5), ÷òî

LS(M) =
∏
q∈∆

LS(Mq) =
∏
q∈∆

Mq.

Ïóñòü
T = {Tq}q∈∆ ∈ LS(M), Zn = sup{Zq : ‖Tq‖Mq 6 n}.

Òîãäà
Zn ∈ Z(M), Zn ↑ I, ZnT ∈M ⊂ S(M, τ),

òî åñòü, T ∈ LS(M, τ).
Ïðèâåäåì òåïåðü ïðèìåð àëãåáðû ôîí Íåéìàíà M è òî÷íîãî íîðìàëüíîãî

ïîëóêîíå÷íîãî ñëåäà τ íà M, äëÿ êîòîðûõ LS(M, τ) 6= LS(M).
ÏóñòüM0 � ôàêòîð òèïà II1 èëè II∞, τ0 � êàíîíè÷åñêèé ñëåä íàM0 (τ0(P ) <

∞, P ∈ P (M) ⇔ P ∈ Pfin(M)) è ∆ � íåñ÷åòíîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ.
Ïîëîæèì M = C∗ − ∏

q∈∆

Mq, ãäå Mq = M0 äëÿ êàæäîãî q ∈ ∆. ßñíî, ÷òî

τ({Tq}q∈∆) =
∑
q∈∆

τ0(Tq)

åñòü òî÷íûé íîðìàëüíûé ïîëóêîíå÷íûé ñëåä íà M.
Âûáåðåì ïîëîæèòåëüíûé íåîãðàíè÷åííûé îïåðàòîð T0 èç S(M0, τ0) =

S(M0) = LS(M0), è ðàññìîòðèì îïåðàòîð

T = {Tq}q∈∆ ∈ LS(M) =
∏
q∈∆

S(M0, τ0)

äëÿ êîòîðîãî Tq = T äëÿ âñåõ q ∈ ∆.
Ïóñòü Z = {Zq}q∈∆ � íå σ-êîíå÷íûé öåíòðàëüíûé ïðîåêòîð èç Z(M), ò.å.

Zq = IMq äëÿ âñåõ q èç íåêîòîðîãî íåñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà ∆′ ⊂ ∆ è Zq = 0 äëÿ
q ∈ ∆ \∆′.

Åñëè ZT ∈ S(M, τ), òî ñóùåñòâóåò òàêîå λ0 > 0, ÷òî τ(E⊥
λ0

(ZT )) < ∞, ãäå
{Eλ(ZT )} � ñïåêòðàëüíîå ñåìåéñòâî ïðîåêòîðîâ äëÿ îïåðàòîðà ZT (ñì. [10], §2.6).
Ïîñêîëüêó

E⊥
λ0

(ZT ) = ZE⊥
λ0

(T ) = {Eq}q∈∆,

ãäå Eq = E⊥
λ0

(T0) 6= 0 äëÿ âñåõ q ∈ ∆′ è Eq = 0 äëÿ q ∈ ∆ \ ∆′, òî E⊥
λ0

� íå
σ-êîíå÷íûé ïðîåêòîð â M, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó τ(E⊥

λ0
(ZT )) < ∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, ZT íå ïðèíàäëåæèò S(M, τ) äëÿ ëþáîãî íå σ-êîíå÷íîãî ïðî-
åêòîðà Z ∈ P (Z(M)). Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî èç ñõîäèìîñòè Zn ↑ IM, Zn ∈
P (Z(M)) è íå σ-êîíå÷íîñòè IM â Z(M) ñëåäóåò íå σ-êîíå÷íîñòü Zn â Z(M) íà-
÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà. Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð T íå ÿâëÿåòñÿ τ -ëîêàëüíî
èçìåðèìûì.
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Çàìå÷àíèå 1. ÅñëèM0 �ôàêòîð òèïà II1, òîM� êîíå÷íàÿ àëãåáðà ôîí Íåéìàíà
è S(M) = LS(M). Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå, LS(M, τ) & S(M).

Çàìå÷àíèå 2. Åñëè ∆ � ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî, òî Z(M) � σ-êîíå÷íàÿ àòîìè÷åñêàÿ
àëãåáðà ôîí Íåéìàíà, è, â ýòîì ñëó÷àå, LS(M, τ) = LS(M) (ñì. òåîðåìó 2).

Çàìå÷àíèå 3. Ïîñêîëüêó

LS(Mq) = S(M0, τ0) = LS(M0, τ0) = LS(Mq, τq),

ãäå τq � ñóæåíèå ñëåäà τ íà Mq, òî
∏
q∈∆

LS(Mq, τq) =
∏
q∈∆

LS(Mq) = LS(M) 6= LS(M, τ),

ò.å., â îòëè÷èè îò êîíñòðóêöèè ∗-àëãåáð ëîêàëüíî èçìåðèìûõ îïåðàòîðîâ, êîí-
ñòðóêöèÿ ∗-àëãåáð τ -ëîêàëüíî èçìåðèìûõ îïåðàòîðîâ íå âûäåðæèâàåò âçÿòèå C∗-
ïðîèçâåäåíèÿ àëãåáð ôîí Íåéìàíà.
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