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Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíà íîâàÿ íåëèíåéíàÿ çàäà÷à ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíîâûõ ïàêåòîâ â ñè-
ñòåìå ¾æèäêèé ñëîé ñ òâåðäûì äíîì � æèäêèé ñëîé ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ¿. Ìåòîäîì ìíî-
ãîìàñøòàáíûõ ðàçëîæåíèé ïîëó÷åíû ïåðâûå òðè ëèíåéíûõ ïðèáëèæåíèÿ íåëèíåéíîé çàäà÷è.
Ïîëó÷åíû ðåøåíèÿ ïåðâûõ äâóõ ëèíåéíûõ ïðèáëèæåíèé, à òàêæå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè âòî-
ðîãî è òðåòüåãî ëèíåéíûõ ïðèáëèæåíèé. Âûâåäåíû ýâîëþöèîííûå óðàâíåíèÿ äëÿ îãèáàþùèõ
âîëíîâûõ ïàêåòîâ íà ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà è íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè. Ïðåäñòàâëåí àíàëèç
ôîðì âîëíîâûõ ïàêåòîâ íà ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà è íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè.
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Ââåäåíèå

Áîëüøèíñòâî òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé âíóòðåííèõ âîëí êîíå÷íîé àìïëè-
òóäû ñâÿçàíî ñ àíàëèçîì âîëíîâûõ äâèæåíèé â ñèñòåìàõ, ãäå âíóòðåííèå âîë-
íû ñëàáî íåëèíåéíû è ÿâëÿþòñÿ äëèííûìè ïî îòíîøåíèþ ê ãëóáèíå æèäêî-
ñòè [14, 15, 16, 19, 21, 25, 29, 33, 34]. Óðàâíåíèå Êîðòåâåãà-äå Âðèçà, îïèñûâàþùåå
ýâîëþöèþ âîëíîâîãî äâèæåíèÿ ïðè áàëàíñå ìåæäó íåëèíåéíîñòüþ è äèñïåðñè-
åé, äîñòàòî÷íî õîðîøî èçó÷åíî, à òàêæå ðàçâèòû ìåòîäû, ïîçâîëÿþùèå íàõîäèòü
òî÷íûå ðåøåíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíî çàäàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé [37]. Âïåðâûå ðàñ-
ïðîñòðàíåíèå è óñòîé÷èâîñòü âîëíîâûõ ïàêåòîâ íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà ïîëóáåñ-
êîíå÷íûõ æèäêîñòåé èññëåäîâàë Íàéôå [27]. Ýòà ïðîáëåìà ïîëó÷èëà ðàçâèòèå è â
áîëåå ïîçäíèõ ðàáîòàõ [12, 17, 30, 37, 38]. Â (Zhou et al., 1992) [39] àíàëèçèðóåòñÿ
óñòîé÷èâîñòü âíóòðåííèõ âîëí Ñòîêñà â äâóõñëîéíîé æèäêîñòè ìåòîäîì ìíîãî-
ìàñøòàáíûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé. Ðàñïðîñòðàíåíèå íåëèíåéíûõ âîëí â
äâóõ- è òðåõñëîéíûõ æèäêîñòÿõ èññëåäîâàëîñü â [31, 32], à âîçáóæäåíèå íåëèíåé-
íûõ âîëí ïðè íàëè÷èè ïðåïÿòñòâèÿ íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà â [33].

Â ñòàòüÿõ [1, 2, 4, 5, 7, 8, 10] èññëåäîâàíû äâóõñëîéíûå ñèñòåìû âèäà ¾ïî-
ëóïðîñòðàíñòâî � ïîëóïðîñòðàíñòâî¿, ¾ñëîé � ïîëóïðîñòðàíñòâî¿, ¾ñëîé � ñëîé¿,
à òàêæå ïðåäñòàâëåíî îáîñíîâàíèå ìåòîäîëîãè÷åñêèõ íþàíñîâ ìåòîäà ìíîãîìàñ-
øòàáíûõ ðàçëîæåíèé.

Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò èññëåäîâàíèÿ íå òîëüêî ðàñïðîñòðàíåíèÿ îò-
äåëüíûõ âîëíîâûõ ïàêåòîâ, íî è âçàèìîäåéñòâèÿ âíóòðåííèõ è ïîâåðõíîñòíûõ
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âîëí. Â ðàáîòå (Watson, 1990) [35] ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ãåíåðàöèè âíóòðåííèõ
âîëí ïîâåðõíîñòíûìè. Â ðàáîòå (Matsuno, 1993) [26] èññëåäóåòñÿ ðàñïðîñòðàíåíèå
íåëèíåéíûõ âîëí â äâóõñëîéíîé æèäêîñòè ñ âåðõíåé ñâîáîäíîé ãðàíèöåé. Âûâåäå-
íî íåëèíåéíîå ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå àñèìïòîòè÷åñêèì ðàçëîæåíèåì ïî ìàëîìó
ïàðàìåòðó îòêëîíåíèÿ áåç ââåäåíèÿ òàêèõ ïîíÿòèé êàê äëèíà âîëíû è ìåëêàÿ âî-
äà. Â (Jamali et al., 2003) [24] ïðîâîäèòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç èíòåðôåéñíûõ
âîëí â äâóõñëîéíîé æèäêîñòè ñ âûáîðîì â êà÷åñòâå ìàëîãî ïàðàìåòðà ðàçíîñòè
ïëîòíîñòåé íèæíåé è âåðõíåé æèäêîñòåé. Â ðàáîòå (Wen Feng, 1995) [36] ïðè ðàñ-
ïðîñòðàíåíèè âîëí íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè èññëåäóåòñÿ ðåçîíàíñíîå âîçáóæ-
äåíèå ñëàáîíåëèíåéíûõ âîëí íà ãðàíèöå ðàçäåëà ñëîåâ ìåòîäîì ìíîãîìàñøòàá-
íûõ ðàçëîæåíèé. Â ñëó÷àå äâóõñëîéíîé æèäêîñòè ñ âåðõíåé ñâîáîäíîé ãðàíèöåé
èññëåäóåòñÿ ðàñïðîñòðàíåíèå ñîëèòîííûõ èíòåðôåéñíûõ âîëí è ðåçîíàíñ ìåæ-
äó êîðîòêèìè âîëíàìè è ìåäëåííûìè âîëíàìè (Dias Il'ichev, 2001) [20]. Â ðàáîòå
(Choi, 1996) [18] èññëåäóþòñÿ êàïèëëÿðíî-ãðàâèòàöèîííûå âîëíû ïðè òå÷åíèè â
äâóõñëîéíîé æèäêîñòè ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ íàä äîííûì ïðåïÿòñòâèåì è
îïðåäåëÿåòñÿ êðèòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü.

Ðàñïðîñòðàíåíèå ãðàâèòàöèîííî-êàïèëëÿðíûõ ïîâåðõíîñòíûõ âîëí ïðè íàëè-
÷èè ãåíåðàöèè âíóòðåííèõ âîëí áîëüøîé àìïëèòóäû ðàññìîòðåíî â êîðîòêîâîë-
íîâîì ïðèáëèæåíèè â [13]. Èññëåäîâàíû òàêæå íåëèíåéíûå âíóòðåííèå âîëíû è
ñîëèòîíû â øåëüôîâîé çîíå ßïîíñêîãî ìîðÿ [9]. Â ðàáîòå [22] âçàèìîäåéñòâèå
ìåæäó êîðîòêèìè ïîâåðõíîñòíûìè è äëèííûìè âíóòðåííèìè âîëíàìè â äâóõ-
ñëîéíîé æèäêîñòè èññëåäîâàíî ìåòîäîì ìíîãîìàñøòàáíûõ ðàçëîæåíèé. Ïðè ðà-
âåíñòâå ãðóïïîâîé ñêîðîñòè ïîâåðõíîñòíûõ âîëí è ôàçîâîé ñêîðîñòè âíóòðåííèõ
âîëí ïîëó÷åíî ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå äëÿ îãèáàþùåé. Â ðàáîòå [3] èññëåäîâàíû
çàêîíîìåðíîñòè ãðàâèòàöèîííîãî íåëèíåéíîãî âîëíîâîãî äâèæåíèÿ â äâóõñëîé-
íîé ñòðàòèôèöèðîâàííîé ïî ïëîòíîñòè æèäêîñòè äëÿ êîíå÷íîé òîëùèíû âåðõíå-
ãî áîëåå ëåãêîãî ñëîÿ, à òàêæå ðàññìîòðåíû îñîáåííîñòè íåëèíåéíîãî âíóòðåííåãî
ðåçîíàíñíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ãðàâèòàöèîííûõ âîëí, ïîðîæäàåìûõ ñâîáîäíîé ïî-
âåðõíîñòüþ âåðõíåãî ñëîÿ è ïîâåðõíîñòüþ ðàçäåëà ñðåä. Â [6] ðàññìîòðåíà íîâàÿ
íåëèíåéíàÿ ìîäåëü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíîâûõ ïàêåòîâ â ñèñòåìå ¾æèäêèé ñëîé
ñ òâåðäûì äíîì � æèäêèé ñëîé ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ¿. Ìåòîäîì ìíîãîìàñ-
øòàáíûõ ðàçëîæåíèé ïîëó÷åíû ïåðâûå òðè ëèíåéíûõ ïðèáëèæåíèÿ íåëèíåéíîé
çàäà÷è è àíàëèçèðóþòñÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ.

Â äàííîé ñòàòüå ïðåäñòàâëåíû îñíîâíûå îñîáåííîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíî-
âûõ ïàêåòîâ â ñèñòåìå ¾æèäêèé ñëîé ñ òâåðäûì äíîì � æèäêèé ñëîé ñî ñâîáîäíîé
ïîâåðõíîñòüþ¿ âî âòîðîì è òðåòüåì ïðèáëèæåíèÿõ. Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòàõ [10, 37]
ïðè èññëåäîâàíèè äâèæåíèÿ ëåãêîé ÷àñòèöû â âîëíëâîì ïîòîêå òåîðåòè÷åñêè è
ýêñïåðèìåíòàëüíî áûëà ïîêàçàíà íåçàìêíóòîñòü òðàåêòîðèè ÷àñòèöû, îòêóäà ñëå-
äóåò ïåðåíîñ ìàññû, îáóñëîâëåííûé íåëèíåéíûìè ýôôåêòàìè. Â äàííîé ðàáîòå
ïîÿâëÿþòñÿ íåîñöèëëèðóþùèå ÷ëåíû âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè, ÷òî íàõîäèòñÿ â
ñîîòâåòñòâèè ñ ðàáîòàìè [4, 23].
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1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ìåòîä ðåøåíèÿ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàñïðîñòðàíåíèå âîëíîâûõ ïàêåòîâ â ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ñè-
ñòåìå ¾ñëîé ñ òâåðäûì äíîì � ñëîé ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ¿. Âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ
æèäêîñòè ÿâëÿþòñÿ èäåàëüíûìè è íåñæèìàåìûìè. Ó÷èòûâàåòñÿ ñèëà ïîâåðõíîñò-
íîãî íàòÿæåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà è íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè. Âîëíîâûå
äâèæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïîòåíöèàëüíûìè è õàðàêòåðèçèðóþòñÿ ìàëîé, íî êîíå÷íîé
àìïëèòóäîé (ðèñ. 1).

Ðèñ. 1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çàäà÷è î ðàñïðîñòðàíåíèè âîëíîâûõ ïàêåòîâ âäîëü
ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà äâóõ æèäêèõ ñëîåâ Ω1 = {(x, z) : |x| < ∞,−h ≤ z < 0} è
Ω2 = {(x, z) : |x| < ∞, 0 ≤ z ≤ h2} ñ ïëîòíîñòÿìè ρ1 è ρ2 îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé,
ñîñòîÿùåé èç óðàâíåíèé Ëàïëàñà äëÿ ïîòåíöèàëîâ ñêîðîñòåé ϕ1 è ϕ2 â êàæäîì
èç ñëîåâ, êèíåìàòè÷åñêèõ è äèíàìè÷åñêèõ óñëîâèé íà ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà è íà
ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè, à òàêæå ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íà äíå.

Çäåñü ââåäåíû áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû ïðè ïîìîùè õàðàêòåðíîé äëèíû L, ìàê-
ñèìàëüíîãî îòêëîíåíèÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè a, õàðàêòåðíîãî âðåìåíè (L/g)1/2,
ïëîòíîñòè íèæíåé æèäêîñòè ρ1, ãäå g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ. Áåçðàç-
ìåðíûå êîýôôèöèåíòû ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè T0 è
íà ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà T ïðè ýòîì èìåþò âèä (T ∗, T ∗

0 ) = (T, T0)/(L
2ρg).
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Ïðåäñòàâèì ìàòåìàòè÷åñêóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è (çâåçäî÷êè îïóùåíû)

∇2ϕj = 0 â Ωj, (1)

ηt − ϕjz = −αϕjxηx íà z = αη(x, t), (2)

η0t − ϕ2z = −αϕ2xη0x íà z = αη0(x, t), (3)

ϕ1t − ρϕ2t + (1− ρ)η + 0.5α[(∇ϕ1)
2 − ρ(∇ϕ2)

2]− T (1 + α2η2x)
−3/2ηxx = 0

íà z = αη(x, t), (4)

ϕ2t + η0 + 0.5α(∇ϕ2)
2 − T0(1 + α2η20x)

−3/2η0xx = 0 íà z = αη0(x, t), (5)

ϕ1z = 0 ïðè z = −h1, (6)

ãäå j = 1, 2, ρ = ρ2/ρ1 � îòíîøåíèå ïëîòíîñòåé âåðõíåãî è íèæíåãî ñëîåâ, α =
α/L � êîýôôèöèåíò íåëèíåéíîñòè, η(x, t) � îòêëîíåíèå ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà,
η0(x, t) � îòêëîíåíèå ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è äëÿ ìàëûõ, íî êîíå÷íûõ àì-
ïëèòóä, ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ìíîãîìàñøòàáíûõ ðàçëîæåíèé

η(x, t) =
3∑

n=1

αn−1ηn(x0, x1, x2, t0, t1, t2) +O(α3), (7)

η0(x, t) =
3∑

n=1

αn−1η0n(x0, x1, x2, t0, t1, t2) +O(α3), (8)

ϕj(x, z, t) =
3∑

n=1

αn−1ϕjn(x0, x1, x2, t0, t1, t2) +O(α3), j = 1, 2, (9)

ãäå xn = αnx, tn = αnt � ìàñøòàáíûå ïåðåìåííûå.

2. Ðåøåíèå ëèíåéíûõ ïðèáëèæåíèé

Ïîäñòàíîâêà ðàçëîæåíèé (7)�(9) â (1)�(6) ïðèâîäèò ê òðåì ëèíåéíûì çàäà÷àì
îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé η1, η01, ϕ11, ϕ21, η2, η02, ϕ12, ϕ22, η3, η03, ϕ31,
ϕ32, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñëàãàåìûå â ìíîãîìàñøòàáíûõ ðàçëîæåíèÿõ ïî-
òåíöèàëîâ ϕ1, ϕ2 è â ðàçëîæåíèÿõ îòêëîíåíèÿ ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà η è ñâîáîäíîé
ïîâåðõíîñòè η0.

Ïîñòàíîâêà ïåðâîãî ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ çàäà÷è (1)�(6) èìååò âèä

ϕj1x0x0 + ϕj1zz = 0 â Ωj,

η1t0 − ϕj1,z = 0 íà z = 0,

η01t0 − ϕ21z = 0 íà z = h2,

ϕ11t0 − ρϕ21t0 + (1− ρ)η1 − Tη1x0x0 = 0 íà z = 0,

ϕ21t0 + η01 − T0η01x0x0 = 0 íà z = h2,

ϕ11z = 0 íà z = −h1.

(10)
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Ðåøåíèå ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ (10) íàéäåíî â âèäå

η1 = AeiΘ + Ae−iΘ,

ϕ11 = − iω

k
(AeiΘ − Ae−iΘ)

ch(k(h1 + z))

sh(kh1)
,

ϕ21 =
iω

k

(
ω2sh(k(h2 − z))− (k + T0k

3)ch(k(h2 − z))

ω2ch(kh2)− (k + T0k3)sh(kh2)

)
(AeiΘ − Ae−iΘ),

η01 =

(
ω2

ω2ch(kh2)− (k + T0k3)sh(kh2)

)
(AeiΘ − Ae−iΘ),

(11)

ãäå k � âîëíîâîå ÷èñëî öåíòðà âîëíîâîãî ïàêåòà, ω � ÷àñòîòà öåíòðà âîëíîâîãî ïà-
êåòà, A � âåëè÷èíà, êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííàÿ îãèáàþùåé âíóòðåííåãî âîëíîâîãî
ïàêåòà A; Θ = kx0 − ωt0.

Äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå

ω2cth(kh1) + ρω2

(
ω2 − (k + T0k

3)cth(kh2)

ω2cth(kh2)− (k + T0k3)

)
= (1− ρ)k + Tk3.

Èç ôîðìóë (11) íåñëîæíî óâèäåòü ñâÿçü ìåæäó îãèáàþùåé âíóòðåííåãî âîë-
íîâîãî ïàêåòà A è îãèáàþùåé ïîâåðõíîñòíîãî âîëíîâîãî ïàêåòà A0

A0 =
ω2

λ
A, (12)

ãäå λ = ω2ch(kh2)− (k + T0k
3)sh(kh2).

Èòàê, êàê è â ñëó÷àå ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí âäîëü ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà äâóõ
ïîëóïðîñòðàíñòâ, à òàêæå â ñèñòåìàõ ¾ñëîé � ïîëóïðîñòðàíñòâî¿ è ¾ñëîé � ñëîé¿,
â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå ¾ñëîé ñ òâåðäûì äíîì � ñëîé ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõ-
íîñòüþ¿ ïîâåðõíîñòü êîíòàêòà ëèíåéíî óñòîé÷èâà èëè íåóñòîé÷èâà â çàâèñèìî-
ñòè îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè k áîëüøå èëè ìåíüøå êðèòè÷åñêîãî âîëíîâîãî ÷èñëà
kc = [(1 − ρ)/T ]1/2. Áîëåå äåòàëüíî àíàëèç ðåøåíèÿ ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ ïðèâå-
äåí â [6].

Ïîñòàíîâêà âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ çàäà÷è (1)�(6) èìååò âèä

ϕj2x0x0 + ϕj2zz = −2ϕj1x0x1 â Ωj,

η2t0 − ϕj2z = −η1t1 − η1x0ϕj1x0 + η1ϕj1zz íà z = 0,

η02t0 − ϕ22z = −η01t1 − η01x0ϕ21x0 + η01ϕ21zz íà z = h2,

ϕ12t0 − ρϕ22t0 + (1− ρ)η2 − Tη2x0x0 = −ϕ11t1 − η1ϕ11t0z +

+ρ(ϕ21t1 + η1ϕ21t0z)− 0.5(ϕ2
11x0

+ ϕ2
11z)+

+ 0.5ρ(ϕ2
21x0

+ ϕ2
21z) + 2Tη1x0x1 íà z = 0,

ϕ22t0 + η02 − T0η02x0x0 = −ϕ21t1 − η01ϕ21t0z − 0.5(ϕ2
21x0

+ ϕ2
21z)+

+ 2T0η01x0x1 íà z = h2,

ϕ12z = 0 íà z = −h1.

(13)
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Ðåøåíèå çàäà÷è âòîðîãî ïðèáëèæåíèÿ (13) èìååò âèä

ϕ12 = B11(z + h1)sh(k(z + h1))e
iΘ +B21ch(k(z + h1))e

iΘ+

+B22ch(2k(z + h1))e
2iΘ + cc,

ϕ22 = (C10 + C11z)e
iΘ+k(h2−z) + C20e

2iΘ+2k(h2−z)+

+(E10 + E11z)e
iΘ−k(h2−z) + E20e

2iΘ−2k(h2−z) + cc,

η2 = D0 +D1e
iΘ +D2e

2iΘ + cc,

η02 = F0 + F1e
iΘ + F2e

2iΘ + cc,

(14)

ãäå Bij, Cij, Eij, Di, Fi � íåîïðåäåëåííûå êîýôôèöèåíòû, cc îáîçíà÷àåò êîìïëåêñ-
íî ñîïðÿæåííóþ ê ïðåäûäóùèì ÷ëåíàì.

Ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèé äëÿ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé (14), à òàêæå íàéäåííûå
ðàíåå ðåøåíèÿ (11) ïåðâîãî ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ â ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ (13)
äàþò ñëåäóþùèå êîýôôèöèåíòû:

B11 = − ω

ksh(kh1)
Ax1 ,

C11 = − ω

2k

(
ω2 − (k + T0k

3)

λ

)
Ax1 ,

E11 = − ω

2k

(
ω2 + (k + T0k

3)

λ

)
Ax1 .

(15)

Ïîäñòàâëÿÿ äàëåå (11), à òàêæå (14) â (13) è ïðèðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ ïðè îäè-
íàêîâûõ ôóíêöèÿõ, ïðèõîäèì ê äâóì íåçàâèñèìûì ñèñòåìàì óðàâíåíèé îòíîñè-
òåëüíî îñòàëüíûõ íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ.

Ñèñòåìà îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ B10, C10, E10, D1, F1, ïîëó÷åííàÿ ïî-
ñëå ïðèðàâíèâàíèÿ âûðàæåíèé ïðè ôóíêöèè eiΘ, íåñîâìåñòíà, ïðè÷åì åå óñëîâèå
ðàçðåøèìîñòè èìååò âèä

(
(k + T0k

3)ch(kh2)− ω2sh(kh2)

kω
− 2(k + T0k

3)ω

kλ

)
At1−

− λ
ωcth(kh1) + (k + kρ+ Tk3)

kρω3
At1 +

(1 + T0k)ch
2(kh2)

k
Ax1−

− ch(kh2)

(
cth(kh1)(1− kh1cth(kh1)) + 2k3T − ω2kh1

k2ρ

)
Ax1+

+ (1 + T0k
2)

(
cth(kh1)sh(kh2)(1− kh1cth(kh1))

kωρ

)
Ax1−

−
(
ω2sh(kh2)

k2
+

2T0kω
2

λ
+ (1 + T0k

2)
ω2 + kh2(k + T0k

3)

kλ

)
Ax1+

+ (1 + T0k
2)
sh(kh2)(2k

2T − ω2h1)

ρω2
Ax1 = 0. (16)
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Åñëè óñëîâèå (16) âûïîëíÿåòñÿ, à òàêæå êîíñòàíòà D1 = 0, òî ñèñòåìà îòíîñè-
òåëüíî íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ ïðèìåò âèä

ksh(kh1)B10 = At1 +
ω(1− kh1cth(kh1))

k
Ax1 ,

kekh2C10 − ke−kh2E10 = −At1 −
ω

k
Ax1 ,

kC10 − kE10 − iωF1 = −ω2

λ
At1 −

ω

kλ
(ω2 + kh2(k + T0k

3))Ax1−

−ωch(kh1)B10 + ρωekh2C10 + ρωe−kh2E10 =
1− ρ+ Tk2

ω
At1 +

(
2kT − ω2h1

k

)
Ax1 .

Ñèñòåìà îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ B20, C20, E20, D2, F2, ïîëó÷åííàÿ ïîñëå
ïðèðàâíèâàíèÿ âûðàæåíèé ïðè e2iΘ, ñîâìåñòíà è èìååò âèä

−2iωD2 − 2ksh(2kh1)B20 = −2ikωcth(kh1)A
2,

−2iωD2 + 2ke2kh2C20 − 2ke−2kh2E20 = 2ik
(1− ρ)k + Tk3 − ω2cth(kh1)

ρω
A2,

−2iωF2 + 2kC20 − 2kE20 = −2iω3(k + T0k
3)

λ2
A2,

(1 + 4T0k
2)F2 − 2iωC20 − 2iωE20 =

1.5ω6 − 0.5ω2(k + T0k
3)2

λ2
A2,

(1− ρ+ 2Tk2)D2 − 2iωch(2kh1)B20 + 2iρωe2kh2C20 + 2iρωe−2kh2E20 = 1.5ω2A2+

+(1.5ρω2 − 0.5ωcth2(kh1))A
2 +

(
0.5ρω

(ω2sh(kh2)− (k + T0k
3)ch(kh2))

2

λ2

)
A2.

Ðåøåíèå óêàçàííûõ ñèñòåì ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïàêåòîâ ñèì-
âîëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé è èìååò ãðîìîçäêèé âèä, ïîýòîìó çäåñü íå ïðèâîäèòñÿ.

Ïîäñòàâëÿÿ ðåøåíèÿ ïåðâîé è âòîðîé çàäà÷è â ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå òðåòüåãî
ïîðÿäêà [6] çàäà÷è (1)�(6), ïîëó÷àåì óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè äëÿ ïîñëåäíåé. Êàê
è âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè, ïîñêîëüêó îäíîðîäíàÿ ÷àñòü çàäà÷è òðåòüåãî ïîðÿä-
êà èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå, ïîñòîëüêó íåîäíîðîäíàÿ çàäà÷à èìååò ðåøåíèå
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

W1At2 +W2Ax2 +W3Ax1x1 +W4A
2A = 0, (17)

ãäå Wi(i = 1, 4) êîýôôèöèåíòû, çàâèñÿùèå îò (k, ρ, ω, h1, h2, T, T0).
Äëÿ óïðîùåíèÿ óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷ âòîðîãî è òðåòüåãî ïîðÿäêà (16)

è (17) íàéäåì âûðàæåíèÿ ω′ = dω/dk è ïåðåïèøåì èõ â âèäå

At1 + ω′Ax1 = 0, (18)

At2 + ω′Ax2 − 0.5ω′′Ax1x1 = IA2A. (19)
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×àñòíûå ïðîèçâîäíûå A,t, A,x, A,xx ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñóìì

At =
2∑

n=1

αnAtn +O(α3),

Ax =
2∑

n=1

αnAxn +O(α3),

Axx = α2Ax1x1 +O(α3).

(20)

Óìíîæèì (18) íà α2 è ïðèáàâèì ê íåìó (19), óìíîæåííîå íà α, à òàêæå ó÷èòû-
âàÿ (20), ïîëó÷èì èñêîìîå ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå îãèáàþùåé âîëíîâîãî ïàêåòà
íà ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà

At + ω′Ax − 0.5ω′′Axx = α2IA2A (21)

â âèäå íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà, ÷òî àíàëîãè÷íî ðàíåå ïîëó÷åííûì
ðåçóëüòàòàì äëÿ äðóãèõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì [4, 7, 9].

Èç ñîîòíîøåíèÿ (12) è óðàâíåíèÿ (21) ëåãêî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå äëÿ îãèáàþ-
ùåé âîëíîâîãî ïàêåòà íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè

A0
t + ω′A0

x − 0.5ω′′A0
xx = α2I0(A

0)2A
0
, (22)

ãäå I0 =
λ2

ω4 I.
Êàê è â ïðåäûäóùèõ ðàáîòàõ [4, 7, 26], óðàâíåíèå (21) èìååò ðåøåíèå, êîòîðîå

çàâèñèò òîëüêî îò âðåìåíè

A = a exp(iα2a2ω−1It). (23)

Àíàëîãè÷íî, äëÿ óðàâíåíèÿ (22) èìååì

A = a exp(iα2a2ω−1I0t). (24)

Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàÿ íåëèíåéíóþ çàäà÷ó (1)�(6), ïðè ïðèìåíåíèè ìå-
òîäà ìíîãèõ ìàñøòàáîâ äî òðåòüåãî ïîðÿäêà (7)�(9), ìû ïîëó÷èëè òðè ëèíåéíûõ
ïðèáëèæåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è. Íàéäåíû ÷àñòíûå ðåøåíèÿ äëÿ ïåðâûõ äâóõ, à
òàêæå ïîëó÷åíû äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå è óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè äëÿ âòîðîé è
òðåòüåé çàäà÷. Óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè (18) è (19) ïðèâîäÿò ê ýâîëþöèîííûì óðàâ-
íåíèÿì îãèáàþùèõ íà ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà (21) è íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè (22).

3. Ôîðìà âîëíîâûõ ïàêåòîâ
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3.1. Ôîðìà âîëíîâîãî ïàêåòà íà ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà

Ôîðìà âîëíîâîãî ïàêåòà âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè íà ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà
îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (7), îòêóäà

η(x, t) = A cos(kx− ωt) + αA2Λcos(2kx− 2ωt) +O(α2), (25)

ãäå A � ðåøåíèå, êîòîðîå çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (23).
Äëÿ íàõîæäåíèÿ ôîðìû ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà η(x, t) âàæíî îïðåäåëèòü çíàê

Λ(h1, h2, T, T0, ρ, k) = L1/L2, êîòîðûé ìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç êðèâóþ L1 = 0,
âäîëü êîòîðîé Λ(h1, h2, T, T0, ρ, k) = 0, à òàêæå ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç êðèâóþ L2 = 0,
â îêðåñòíîñòè êîòîðîé Λ(h1, h2, T, T0, ρ, k) → 0.

Ãðàôèêè êðèâûõ L1 = 0 è L2 = 0 èçîáðàæåíû íèæå äëÿ ôèêñèðîâàííîãî
çíà÷åíèÿ òîëùèíû âåðõíåãî ñëîÿ h2 = 1 è çíà÷åíèÿ òîëùèíû íèæíåãî ñëîÿ h1 = 10
(ðèñ. 2).

Êðèâûå ðàçáèâàþò ïëîñêîñòü (ρ, k) íà ÷åòûðå îáëàñòè S1, S2, S3, S4. Â îáëàñòÿõ
S2, S3, S4 � Λ(h1, h2, T, T0, ρ, k) > 0, à â îáëàñòè S1 � Λ(h1, h2, T, T0, ρ, k) < 0. Íà
ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíî îáëàñòü S2 äëÿ ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ h2 = 1 è ðàçíûõ
çíà÷åíèé h1 ∈ {10, 2.23, 1.73}.

Ðèñ. 2. Îáëàñòè çíàêîïîñòîÿíñòâà Λ Ðèñ. 3. Îáëàñòè S2 ïðè ðàçëè÷íûõ h1 è h2 = 1

Ïåðâûå äâå ãàðìîíèêè η1(x, t) è η2(x, t), à òàêæå îòêëîíåíèå ïîâåðõíîñòè êîí-
òàêòà η(x, t) ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ α = 0.1, h1 = 10, h2 = 1, T0 = 0.001, T = 0,
t = 0, a = 1 ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 4 äëÿ ρ = 0.96, k = 1.96 (Λ = 0.4103) è íà ðèñ. 5
äëÿ ρ = 0.1, k = 1 (Λ = −0.1954).
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Åñëè ðàññìàòðèâàòü ðåøåíèå (23) ïðè óñëîâèè ìîäóëÿöèîííîé óñòîé÷èâîñòè â
ìîìåíò, êîãäà óæå ñîñòîÿëñÿ áàëàíñ ëèíåéíîñòè è äèñïåðñèè, òîãäà îòêëîíåíèå
ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà η(x, t) ÿâëÿåòñÿ ñóìîé äâóõ êîñèíóñîèä (25), îäíà èç êîòî-
ðûõ ñæàòà â äâà ðàçà îòíîñèòåëüíî äðóãîé, ïðè ýòîì àìïëèòóäà ïåðâîé ãàðìîíèêè
çíà÷èòåëüíî áîëüøå àìïëèòóäû âòîðîé. Åñëè Λ > 0, òîãäà ìàêñèìóì η1(x, t) ñîâ-
ïàäàåò ñî ìàêñèìóìîì η2(x, t), à ìèíèìóì η1(x, t) ñîâïàäàåò ñî ñëåäóþùèì ìàêñè-
ìóìîì η2(x, t) (ðèñ. 4 à). Òàêèì îáðàçîì â îáëàñòÿõ S2, S3, S4 ïîâåðõíîñòü êîíòàêòà
η(x, t) èìååò ∪-îáðàçíóþ ôîðìó (ðèñ. 4 á).

Åñëè Λ < 0, ìèíèìóìû η1(x, t) è η2(x, t) ñîâïàäàþò, à ìàêñèìóì η1(x, t) ñîâïà-
äàåò ñî ñëåäóþùèì ìèíèìóìîì η2(x, t), (ðèñ. 5 à). Òàêèì îáðàçîì, â îáëàñòè S1,
ïîâåðõíîñòü êîíòàêòà η(x, t) èìååò ∩-îáðàçíóþ ôîðìó, êàê íà ðèñ. 5 á.

Ðèñ. 4. Îòêëîíåíèå ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà ïðè Λ > 0: à) ïåðâûå äâå ãàðìîíèêè η1(x, t) è η2(x, t);

á) η(x, t) = η1(x, t) + αη2(x, t)
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Ðèñ. 5. Îòêëîíåíèå ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà ïðè Λ < 0: à) ïåðâûå äâå ãàðìîíèêè η1(x, t) è η2(x, t);

á) η(x, t) = η1(x, t) + αη2(x, t)

3.2. Ôîðìà âîëíîâîãî ïàêåòà íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè

Ôîðìà âîëíîâîãî ïàêåòà âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè
îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

η0(x, t) = A0 cos(kx− ωt) + αA2
0Λ0 cos(2kx− 2ωt) +O(α2),

ãäå A0 çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (24).

Êàê è â ñëó÷àå ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà, äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôîðìû η0(x, t) âàæåí
çíàê Λ0(h1, h2, T, T0, ρ, k) = M1/M2, êîòîðûé ìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç êðèâóþ
M1 = 0, âäîëü êîòîðîé Λ0(h1, h2, T, T0, ρ, k) = 0, à òàêæå ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç êðèâóþ
M2 = 0, â îêðåñòíîñòè êîòîðîé Λ0(h1, h2, T, T0, ρ, k) → ∞. Íèæå ïðåäñòàâëåíû
ãðàôèêè óêàçàííûõ êðèâûõ (ðèñ. 6).

Êðèâûå ðàçáèâàþò ïëîñêîñòü (ρ, k) íà øåñòü îáëàñòåé: S1, S2, S3, S4, S5, S6. Â
îáëàñòÿõ S1, S3, S5 âåëè÷èíà Λ0(h1, h2, T, T0, ρ, k) > 0, à â îáëàñòÿõ S2, S4, S6 �
Λ0(h1, h2, T, T0, ρ, k) < 0.

Ïåðâûå äâå ãàðìîíèêè η01(x, t) è η02(x, t), à òàêæå îòêëîíåíèå ñâîáîäíîé ïî-
âåðõíîñòè η0(x, t) ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ α = 0.1, h2 = 1, T0 = 0.001, T = 0,
t = 0, h1 = 10, a = 1 ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 7 äëÿ ρ = 0.2, k = 2.1 (Λ0 = 0.3862), à
íà ðèñ. 8 äëÿ ρ = 0.96, k = 1.1 (Λ0 = −0.665).
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Ðèñ. 6. Îáëàñòè çíàêîïîñòîÿíñòâà Λ0(h1, h2, T, T0, ρ, k)

Åñëè ðàññìàòðèâàòü ðåøåíèå (24) ïðè óñëîâèè ìîäóëÿöèîííîé óñòîé÷èâîñòè
â ìîìåíò êîãäà óæå ñîñòîÿëñÿ áàëàíñ íåëèíåéíîñòè è äèñïåðñèè, òî îòêëîíåíèå
ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà η0(x, t) ÿâëÿåòñÿ ñóìîé äâóõ êîñèíóñîèä. Åñëè Λ0 < 0, òî
ìèíèìóìû η01(x, t) è η02(x, t) ñîâïàäàþò, à ìàêñèìóì η01(x, t) ñîâïàäàåò ñî ñëåäó-
þùèì ìèíèìóìîì η02(x, t) (ðèñ. 6 à). Òàêèì îáðàçîì â îáëàñòè S1, ïîâåðõíîñòü
êîíòàêòà η0(x, t), èìååò ∩-îáðàçíóþ ôîðìó, êàê íà ðèñ. 7 á.

Åñëè Λ0 > 0, òî ìàêñèìóì η01(x, t) ñîâïàäàåò ñ ìàêñèìóìîì η02(x, t), à ìè-
íèìóì η01(x, t) ñîâïàäàåò ñî ñëåäóþùèì ìàêñèìóìîì η02(x, t) (ðèñ. 7 à). Òàêèì
îáðàçîì, â îáëàñòÿõ S2, S3, S4 ïîâåðõíîñòü êîíòàêòà η0(x, t), èìååò ∪-îáðàçíóþ
ôîðìó (ðèñ. 8 á).

Èòàê, ïðè ó÷åòå âòîðîãî ïðèáëèæåíèÿ ìû ïîëó÷àåì àñèììåòðèþ ãðåáíåé è
ïîäîøâ âîëíîâîãî ïàêåòà.

Âûâîäû

Ðàññìîòðåíà íîâàÿ íåëèíåéíàÿ çàäà÷à î ðàñïðîñòðàíåíèè âîëíîâûõ ïàêåòîâ â
ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå ¾ñëîé ñ òâåðäûì äíîì � ñëîé ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíî-
ñòüþ¿. Ìåòîäîì ìíîãèõ ìàñøòàáîâ ïîëó÷åíû òðè ëèíåéíûõ ïðèáëèæåíèÿ. Íàéäå-
íû ðåøåíèÿ ïåðâîãî è âòîðîãî ïðèáëèæåíèé, äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå, à òàêæå
óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè âòîðîãî è òðåòüåãî ïðèáëèæåíèé.

Ïîëó÷åíû ýâîëþöèîííûå óðàâíåíèÿ îãèáàþùèõ âîëíîâûõ ïàêåòîâ íà ñâîáîä-
íîé ïîâåðõíîñòè è íà ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà. Ó÷åò âòîðîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ îò-
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Ðèñ. 7. Îòêëîíåíèå ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà ïðè Λ0 < 0: à) ïåðâûå äâå ãàðìîíèêè η01(x, t) è η02(x, t);

á) η0(x, t) = η01(x, t) + αη02(x, t)

Ðèñ. 8. Îòêëîíåíèå ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà ïðè Λ0 > 0: à) ïåðâûå äâå ãàðìîíèêè η01(x, t) è η02(x, t);

á) η0(x, t) = η01(x, t) + αη02(x, t)
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êëîíåíèÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè è ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâå-
íèþ àñèììåòðèè ãðåáíåé è ïîäîøâ âîëíîâîãî ïàêåòà.

Ïðèâåäåííîå àíàëèòè÷åñêîå ïîñòðîåíèå âêëþ÷àåò âëèÿíèå íåëèíåéíûõ ýôôåê-
òîâ íà ïîÿâëåíèå íåîñöèëëèðóþùèõ ñîñòàâëÿþùèõ (14) è ñèë ïîâåðõíîñòíîãî íà-
òÿæåíèÿ, è ìîæåò áûòü èññëåäîâàíà ðàñ÷åòàìè.

Àâòîðû áëàãîäàðÿò ðåöåíçåíòà çà ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ.
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