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Аннотация. Построено трехмерное аналитическое решение для неоднородного гидроакустического вол-
новода в случае медленно меняющегося профиля скорости звука по радиальной и азимутальной коорди-
натам. Решение строится на основе метода нормальных мод. Представленный подход позволяет учесть
влияние затухания в донном слое на характеристики звукового поля.
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1. Введение

В настоящее время существует большое число моделей гидроакустического волно-
вода, в рамках которых рассматривается детерминированная среда с зависящими от
пространственных координат параметрами, учитывающая влияние рельефа дна и его
геологические свойства, большинство из которых основано на применении численных
методов. Аналитические методы получили широкое распространение для анализа зву-
ковых полей в гидроакустических волноводах, обладающих радиальной симметрией (2D
модели) [1]. Использование таких моделей волноводов обеспечивает удовлетворительное
решение для большинства прикладных задач, в которых зависимость от угловой коорди-
наты незначительна, тем не менее, остается потребность в дальнейшем развитии анали-
тических методов расчета звукового поля в диапазоне глубина, расстояние и азимут (3D
модели). В статье [2] дан обзор теоретических подходов, применяемых для расчета звуко-
вых полей в трехмерных моделях гидроакустических волноводах, но в данных моделях
не учитываются геологические свойства донных осадков. В реальных природных волно-
водах звуковое поле определяется, главным образом, структурой и свойствами донного
слоя, поэтому актуальным является построение аналитического решения для трехмерной
модели гидроакустического волновода с учетом влияния состава донного слоя.

2. Постановка задачи

В акустике шельфа для нахождения звукового поля в морской среде широко исполь-
зуется метод нормальных мод (волновой метод). В случае цилиндрической симметрии
звуковое поле точечного гармонического источника, излучающего волну круговой часто-
ты ω, описывается скалярной функцией Φ(r, z, φ, t) = Φ(r, z, φ) exp(−iωt), удовлетворя-
ющей уравнению Гельмгольца

∆Φ+
ω2

c2(r, z, φ)
Φ = −δ(r − r0)δ(z − z0)δ(φ− φ0)

r
, (2.1)

c⃝ Ю.И. ПАПКОВА



250 Ю.И.ПАПКОВА

где

∆Φ =
1

r

∂

∂r

(
r
∂Φ

∂r

)
+

1

r2
∂2Φ

∂φ2
+
∂2Φ

∂z2

— оператор Лапласа; Φ(r, z, φ) — амплитуда потенциала скорости; δ — дельта функция
Дирака; c(r, z, φ) — распределение скорости звука в волноводе; (r0, z0, φ0) — координаты
источника.

Поверхность волновода моделируется как акустически свободная, что соответствует
краевому условию

Φ|z=0 = 0. (2.2)

Модель двухслойного плоскослоистого гидроакустического волновода полезна как
первое приближение к реальным гидроакустическим волноводам. Для исследования ос-
новных волноводных эффектов в гидроакустическом волноводе, таких как дальнее рас-
пространение звука, влияние структуры осадков на акустическое поле, рассмотрим двух-
слойную модель волновода, где донный слой расположен на абсолютно-жестком основа-
нии, данный волновод ограничен свободной поверхностью и жидким дном на абсолютно-
жестком основании:

∂Φ

∂z

∣∣∣∣
z=h1

= 0. (2.3)

Скорость звука в водном слое может быть записана как

C1 = c1(z) + c∗1(r, φ). (2.4)

где c1(z) — рефракционный член; c∗1(r, φ) — поправка к скорости звука; аналогично в
жидком донном слое скорость звука представим как C2 = c2(z) + c∗2(r, φ). Представим

1
C2(r,z,φ)

в виде:

1

C2(r, z, φ)
=

1

c2(z)
+

1

r2(c0 + ε(φ))2
− 1

r2(c0 +∆(r))2
, (2.5)

где ε(φ) → 0, ∆(r) → 0, c0 = const.
На границе раздела слоев z = h выполняются условия непрерывности звукового поля:

lim
z→h−

ρ1Φ = lim
z→h+

ρ2Φ lim
z→h−

∂Φ

∂z
= lim

z→h+

∂Φ

∂z
(2.6)

где ρ1 — плотность слоя воды; ρ2 — плотность донных осадков.

3. Метод нормальных мод

Общее решение Φ(r, z, φ) краевой задачи, удовлетворяющее как граничным условиям,
так и условию излучения, строится в виде суммы нормальных мод:

Φ(r, z, φ) =
∞∑

m=0

∞∑
n=1

Rmn(r)ψn(z)ϕm(φ), (3.1)
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где {ξn}∞n=1 и {ψn(z)}∞n=1 — вертикальные собственные числа и собственные функции
следующей краевой задачи:

ψ′′ +
(

ω
c2(z)

− ξ2
)
ψ = 0,

ψ(0) = 0, lim
z→h−

ρ1ψ(z) = lim
z→h+

ρ2ψ(z),

lim
z→h−

ψ′(z) = lim
z→h+

ψ′(z),

ψ′(h1) = 0,

(3.2)

Аналогично, азимутальные собственные числа и собственные функции {ηm}∞m=0 и
{ϕm(φ)}∞m=0 удовлетворяют следующему уравнению

ϕ′′ +

((
ω

c0 + ε(φ)

)2

+ η2

)
ϕ = 0, (3.3)

и условию ортогональности
π∫

−π

ϕm(φ)ϕn(φ)dφ = δmn, m, n = 0, 1, . . . , (3.4)

где δmn — символ Кронекера.
Используя асимптотическую формулу [3], запишем собственные функции и собствен-

ные числа в виде:
ϕm(φ) = em cosmφ, m = 0, 1, . . . ,

η2m =

√
m2 −

(
ω

cφ

)2

,
(3.5)

где
cφ = c0 + (max ε(φ) + min ε(φ))/2;

em =

{
1/

√
2π, m = 0,

1/
√
π, m ̸= 0.

(3.6)

Краевая задача (3.2) не является классической задачей типа Штурма–Лиувилля, так
как, кроме условий Штурма на границах волновода, при z = h должны выполняться
условия непрерывности звукового поля. Cледовательно, эти условия выполняются и для
комплексно-сопряженной функции ψ̄n(z). Домножим дифференциальное уравнение (3.2)
на ρ(z)ψ̄n(z) и проинтегрируем от 0 до h1:

h1∫
0

[
ψ′′
n(z) +

ω2

c2(z)
ψn(z)

]
ψ̄n(z)ρ(z)dz = ξ2n

h1∫
0

ψn(z)ψ̄n(z)ρ(z)dz. (3.7)

Преобразуя интегралы в левой части полученного равенства интегрированием по частям
с учетом условий непрерывности, получим соотношение ортогональности для собствен-
ных функций с весом ρ(z) в пространстве интегрируемых с квадратом функций L2[0, h1]:

h1∫
0

ψn(z)ψm(z)ρ(z)dz = δnm

h1∫
0

ρ(z)ψ2
n(z)dz. (3.8)
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Алгоритм построения собственных функций и чисел краевой задачи (3.2) на основе

линейной аппроксимации квадрата волнового числа k2 =
ω2

c2(z)
для системы опорных

точек c(zi) = ci подробно описывается в статье [4]. Данные формулы остаются справед-
ливыми и в случае введения коэффициента затухания γ для донного слоя k2 =

ω

c2
(1−iγ).

После подстановки выражения (3.1) в неоднородное уравнение Гельмгольца (2.5), с
учетом ортогональности (3.8) собственных функций {ψn(z)}∞n=1 и ортогональности (3.4)
собственных функций {ϕm(φ)}∞m=0 получим уравнение для Rmn(r):

1

r

d

dr

(
r
dRmn(r)

dr

)
+

(
ξ2n − η2m

r2
− ω2

(c0 +∆(r))2r2

)
Rmn(r) =

= −δ(r − r0)

r

ρ(z0)ψn(z0)∫ h1

0 ρ(z)ψ2
n(z)dz

ϕm(φ0), (3.9)

При малой вариации скорости звука по радиальной координате, его величина достаточно
точно описывается постоянной cr = c0 + (max∆(r) + min∆(r))/2 и решение, описываю-
щее уходящую от излучателя волну, имеет вид

Rmn(r) = AmnH
(1)
λm

(ξnr),

где Amn — произвольные постоянные; λm =
√
η2m + ω2/c2r .

Для нахождения коэффициентов Amn проинтегрируем [2] уравнение (3.9) в пределах
от r0 − ε до r0 + ε при стремлении ε к нулю:

dRmn(r)

dr

∣∣∣∣r0+ε

r0−ε

= − 1

r0

ρ(z0)ψn(z0)∫ h1

0 ρ(z)ψ2
n(z)dz

ϕm(φ0),

тогда определим Amn следующим образом:

Amn = − 1

r0

(
H

(1)
λm

(ξnr0)
)′ ρ(z0)ψn(z0)ϕm(φ0)∫ h1

0 ρ(z)ψ2
n(z)dz

,

В результате выражение для амплитуды потенциала скорости Φ(r, z, φ) имеет вид:

Φ(r, z, φ) = −ρ(z0)
r0

∞∑
m=0

∞∑
n=1

ψn(z0)ψn(z)ϕm(φ0)ϕm(φ)∫ h1

0 ρ(z)ψ2
n(z)dz

H
(1)
λm

(ξnr)(
H

(1)
λm

(ξnr0)
)′ . (3.10)

4. Заключение

Таким образом, при сделанных выше предположениях о зависимости профиля ско-
рости звука от пространственных координат получено аналитическое представление для
потенциала скорости звука в виде суммы нормальных мод (3.10). Предположение о сла-
бой вариации профиля скорости звука по радиальной и азимутальной координате ока-
зываются справедливыми для большинства реальных геофизических волноводов, сле-
довательно, формула (3.10) является обобщением известного решения для двумерных
плоскослоистых волноводов.
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