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Àííîòàöèÿ. Ñ èñïîëüçîâàíèåì àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ðàññìîòðåíà äèíàìèêà ïðóæèííîãî
ìàÿòíèêà. Â ÷àñòíîñòè, ìåòîä ìíîãèõ ìàñøòàáîâ ïîçâîëÿåò ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ ïîñòðîèòü ôîð-
ìû êîëåáàíèé â êâàçèëèíåéíîì ñëó÷àå. Ìåòîäû òåîðèè íåëèíåéíûõ íîðìàëüíûõ ôîðì êîëåáàíèé
ïîçâîëÿþò èññëåäîâàòü äèíàìèêó ìàÿòíèêà íå òîëüêî äëÿ ìàëûõ, íî è äëÿ áîëüøèõ àìïëèòóä
êîëåáàíèé. Óñòîé÷èâîñòü ôîðì êîëåáàíèé èçó÷àåòñÿ ìåòîäîì îïðåäåëèòåëåé Õèëëà, à òàêæå ñ
èñïîëüçîâàíèåì ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêîãî êðèòåðèÿ óñòîé÷èâîñòè.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïðóæèííûé ìàÿòíèê, íåëèíåéíûå ôîðìû êîëåáàíèé, óñòîé÷èâîñòü ôîðì
êîëåáàíèé.

1. Ââåäåíèå
Ìàÿòíèêîâûå ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ êëàññè÷åñêèìè ìîäåëÿìè òåîðåòè÷åñêîé ìåõà-

íèêè è íåëèíåéíîé òåîðèè êîëåáàíèé, èññëåäîâàíèå êîòîðûõ ïîçâîëÿåò âûäåëèòü
ìíîãèå âàæíûå íåëèíåéíûå äèíàìè÷åñêèå ýôôåêòû [1], [4], [14]. Ïîìèìî ýòîãî,
èçâåñòíû ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåíåíèÿ òàêèõ ñèñòåì â òåõíèêå, â ÷àñòíîñòè, â çà-
äà÷àõ âèáðîãàøåíèÿ [2], [10]. Èçâåñòíî òàêæå èñïîëüçîâàíèå ìàÿòíèêîâûõ ìîäå-
ëåé äëÿ îïèñàíèÿ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ [3], [7]. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî äâèæåíèÿ
ìàÿòíèêîâûõ ñèñòåì äåòàëüíî èçó÷àëèñü â ìíîãî÷èñëåííûõ ðàáîòàõ, êàê â ïðî-
øëîì [8], òàê è â ïîñëåäíåå âðåìÿ [16, 17], àíàëèòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû
òîëüêî ëèøü äëÿ êîëåáàíèé ñ îòíîñèòåëüíî íåáîëüøèìè àìïëèòóäàìè. Â íàñòî-
ÿùåé ðàáîòå íîâûå àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû â ñî÷åòàíèè ñ ñîâðåìåííûìè âû÷èñ-
ëèòåëüíûìè ïðîöåäóðàìè èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ è àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè
íåëèíåéíûõ íîðìàëüíûõ ôîðì êîëåáàíèé ïðóæèííîãî ìàÿòíèêà (òàê íàçûâàåìîãî
ìàÿòíèêà Ìàíäåëüøòàìà) êàê äëÿ ìàëûõ, òàê è äëÿ áîëüøèõ àìïëèòóä êîëåáàíèé.
Ïðîâîäèòñÿ òàêæå àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ôîðì êîëåáàíèé.

2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è è àëãîðèòì åå
ðåøåíèÿ

Ìîäåëü ïðóæèííîãî ìàÿòíèêà ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ïðåäñòàâëåíà íà
Ðèñ.1. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû. Ìàÿòíèê ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ìàññó m íà ëèíåéíîé ïðóæèíå äëèíîé l â íåíàïðÿæåííîì ñîñòîÿíèè. Êîëåáà-
íèÿ ñèñòåìû îïèñûâàþòñÿ äâóìÿ îáîáùåííûìè êîîðäèíàòàìè ρ è ϕ.

c© À.À. ÊËÈÌÅÍÊÎ, Þ.Â. ÌÈÕËÈÍ



52 À.À. ÊËÈÌÅÍÊÎ, Þ.Â. ÌÈÕËÈÍ

Ðèñ. 1. Ðàññìàòðèâàåìàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû ïðè îòñóòñòâèè ñèë ñîïðîòèâëåíèÿ èìåþò ñëå-
äóþùèé âèä: 



ρ̈− ρϕ̇2 = − c

m
(ρ− l) + g cosϕ,

ρ2ϕ̈+ 2ρρ̇ϕ̇ = −gρ sinϕ.
(1)

Ïîñëå ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé cosϕ è sinϕ â ðÿä Ìàêëîðåíà îòáðàñûâàþòñÿ ñëàãà-
åìûå, ñîäåðæàùèå ϕ â ñòåïåíè âûøå òðåòüåé. Äëÿ ñëó÷àÿ ìàëûõ óãëîâ îòêëîíå-
íèÿ è íåáîëüøîãî ðàñòÿæåíèÿ ïðóæèíû ñäåëàåì ïðåîáðàçîâàíèÿ âèäà ϕ → µϕ;
ρ− ρ0 → µz, ãäå µ � ôîðìàëüíûé ìàëûé ïàðàìåòð, à ρ0 = l+ gm/c � ñòàòè÷åñêîå
ðàñòÿæåíèå ïðóæèíû â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû.

Ïîñëå ýòîãî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðèíèìàþò âèä:




z̈ +
c

m
z = µ

(
ρ0ϕ̇

2 − g

2
ϕ2

)
+ µ2ϕ̇2z;

ρ2
0ϕ̈+ gρ0ϕ = µ (−2ρ0zϕ̈− 2ρ0ϕ̇ż − gzϕ) +

+ µ2
(
−z2ϕ̈− 2zżϕ̈+

gρ0

6
ϕ3

)
+ µ3 g

6
zϕ3.

(2)

Â äàííîé ñèñòåìå ìîæíî âûäåëèòü äâå ôîðìû êîëåáàíèé:
à) ïðîäîëüíûå êîëåáàíèÿ (ïîâîðîòû îòñóòñòâóþò), ϕ = 0, z = z(t);
á) ñâÿçàííûå êîëåáàíèÿ, ϕ = ϕ(t), z = z(t).

2.1. Ïîñòðîåíèå ôîðì êâàçèëèíåéíûõ êîëåáàíèé ìåòîäîì ìíîãèõ
ìàñøòàáîâ

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ âòîðîé ôîðìû êîëåáàíèé ïðè ìàëûõ àìïëèòóäàõ êîëåáàíèé
èñïîëüçóþòñÿ ðÿäû ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó, z = z0 + µz1 + µ2z2 + . . ., ϕ = ϕ0 +
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µϕ1 + µ2ϕ2 + . . ., à òàêæå ìåòîä ìíîãèõ ìàñøòàáîâ [11], â ñîîòâåòñòâèå ñ êîòîðûì
ðåøåíèå çàâèñèò îò ðàçëè÷íûõ âðåìåííûõ ìàñøòàáîâ:

z(t, µ) = z (T0, T1, T2, . . . ;µ) ;

ϕ(t, µ) = ϕ (T0, T1, T2, . . . ;µ) ,
(3)

ãäå T0 = t, T1 = µt, T2 = µ2t, . . . Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (3) â óðàâíåíèÿ (2) ïîëó-
÷àåì óðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå äâèæåíèå ñèñòåìû ïî âòîðîé íåëèíåéíîé ôîðìå
êîëåáàíèé.





∂2z0

∂T 2
0

+ µ
∂2z1

∂T 2
0

+
c

m
z0 + µ

c

m
z1 + 2µ

∂2z0

∂T0∂T1

− µρ0

(
∂ϕ0

∂T0

)2

+
1

2
µgϕ2

0 + . . . = 0;

ρ2
0

∂2ϕ0

∂T 2
0

+ µρ2
0

∂2ϕ1

∂T 2
0

+ gρ0ϕ0 + µgρ0ϕ1 + 2µρ2
0

∂2ϕ0

∂T0∂T1

+ 2µρ0z0
∂ϕ0

∂T 2
0

+

+ 2µρ0
∂ϕ0

∂T0

∂z0

∂T0

+ µgz0ϕ0 + . . . = 0.

Ïðèðàâíèâàÿ ê íóëþ ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû ïðè µ0 è µ1, ïîëó÷àåì
ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ íóëåâîãî è ïåðâîãî ïðèáëèæåíèé:





∂2z0

∂T 2
0

+
c

m
z0 = 0;

ρ2
0

∂2ϕ0

∂T 2
0

+ gρ0ϕ0 = 0.

(4)





∂2z1

∂T 2
0

+
c

m
z1 + 2

∂2z0

∂T0∂T1

− ρ0

(
∂ϕ0

∂T0

)2

+
g

2
ϕ2

0 = 0;

ρ2
0

∂2ϕ1

∂T 2
0

+ gρ0ϕ1 + 2ρ2
0

∂2ϕ0

∂T0∂T1

+ 2ρ0z0
∂2ϕ0

∂T 2
0

+ 2ρ0
∂z0

∂T0

∂ϕ0

∂T0

+ gz0ϕ0 = 0.

(5)

Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèé (4) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â ñëåäóþùåì âèäå:

z0 = A0(T1, T2, . . .) cosω1T0 +B0(T1, T2, . . .) sinω1T0;

ϕ0 = C0(T1, T2, . . .) cosω2T0 +D0(T1, T2, . . .) sinω2T0,
(6)

ãäå ω1 = (c/m)1/2 è ω2 = (g/ρ0)
1/2. Â äàííîì ñëó÷àå A0, B0, C0, D0 ÿâëÿþòñÿ ôóíê-

öèÿìè ìåäëåííûõ âðåìåííûõ ìàñøòàáîâ T1, T2, . . . è îïðåäåëÿþòñÿ â ñëåäóþùèõ
ïðèáëèæåíèÿõ.
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Ïîäñòàâëÿÿ (6) â (5), ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ:

∂2z1

∂T 2
0

+
c

m
z1 = 2

∂A0

∂T1

ω1 sinω1T0 − 2
∂B0

∂T1

ω1 cosω1T0 +
g

4
C2

0 +
g

4
D2

0+

+

(
3

4
gD2

0 −
3

4
gC2

0

)
cos 2ω2T0 − 3

2
gC0D0 sin 2ω2T0;

ρ0
∂2ϕ1

∂T 2
0

+ gϕ1 = 2ρ0
∂C0

∂T1

ω2 sinω2T0 − 2ρ0
∂D0

∂T1

ω2 cosω2T0 +

(
ω2

2

2
+ ω1ω2

)
×

× [(B0C0 + A0D0) sin(ω1 + ω2)T0 + (A0C0 −B0D0) cos(ω1 + ω2)T0]+

+

(
ω2

2

2
− ω1ω2

)
[(A0C0 +B0D0) cos(ω1 − ω2)T0+

+ (B0C0 − A0D0) sin(ω1 − ω2)T0].

(7)

Ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå sinω1,2T0 è cosω1,2T0 â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (7) ñëó-
æèò èñòî÷íèêîì ñåêóëÿðíûõ ÷ëåíîâ äëÿ ôóíêöèé z1 è ϕ1. Â ñëó÷àå ðàâíîìåðíîãî
ðàçëîæåíèÿ ïîäîáíîãî ðîäà ÷ëåíû äîëæíû îòñóòñòâîâàòü. Ýòîãî ìîæíî äîáèòüñÿ,
ïðèðàâíÿâ ê íóëþ êîýôôèöèåíòû ïðè sinω1,2T0 è cosω1,2T0 â ïðàâîé ÷àñòè (7), â
ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷àåì:

∂A0

∂T1

= 0,
∂B0

∂T1

= 0,
∂C0

∂T1

= 0,
∂D0

∂T1

= 0. (8)

Èç óðàâíåíèé (8) íàõîäèì, ÷òî A0 = A0(T2, T3, . . .), B0 = B0(T2, T3, . . .), C0 =
C0(T2, T3, . . .), D0 = D0(T2, T3, . . .). Ðåøåíèå óðàâíåíèé (7) èìååò âèä:

z1 = A1 cosω1T0 +B1 sinω1T0 +
g

4
(C2

0 +D2
0)+

+
g

1− 4ω2
2

(
−3

2
C0D0 sin 2ω2T0 +

3

4
(D2

0 − C2
0) cos 2ω2T0

)
;

ϕ1 = C1 cosω2T0 +D1 sinω2T0+

+
ω2

(
ω1 + ω2

2

)

g − ρ0(ω1 + ω2)2
[(A0C0 −B0D0) cos(ω1 + ω2)T0 + (B0C0 + A0D0) sin(ω1 + ω2)T0]+

+
ω2

(
ω1 − ω2

2

)

g − ρ0(ω1 − ω2)2
[(B0D0−A0C0) cos(ω1− ω2)T0 + (A0D0−B0C0) sin(ω1− ω2)T0].

Äàëüíåéøèå âû÷èñëåíèÿ íå âûïèñàíû äëÿ êðàòêîñòè èçëîæåíèÿ. Íà Ðèñ.2à,
Ðèñ.2á ïîêàçàíû ãðàôèêè ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ ìåòîäîì ìíîãèõ ìàñøòàáîâ (ïóíê-
òèðíàÿ ëèíèÿ) è ïóòåì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñõåìû Ðóíãå-
Êóòòà (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ). Íà Ðèñ.2à ïîêàçàíî èçìåíåíèå âî âðåìåíè ïåðåìåííîé
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z, à íà Ðèñ.2á � ïåðåìåííîé ϕ. Ñðàâíåíèå äåìîíñòðèðóåò õîðîøóþ òî÷íîñòü àíà-
ëèòè÷åñêîãî ðàñ÷åòà äëÿ îòíîñèòåëüíî íåáîëüøèõ àìïëèòóä êîëåáàíèé è äëÿ äî-
âîëüíî áîëüøîãî âðåìåíè ðàñ÷åòà (íà ðèñóíêå ïîêàçàíî èçìåíåíèå ïåðåìåííûõ
òîëüêî äëÿ íåáîëüøèõ çíà÷åíèé ïåðåìåííîé t).

2,à

2,á

Ðèñ. 2. Âòîðàÿ ôîðìà êîëåáàíèé, ïîëó÷åííàÿ ìåòîäîì ìíîãèõ ìàñøòàáîâ è ïóòåì ÷èñëåííîãî
èíòåãðèðîâàíèÿ.

2.2. Ïîñòðîåíèå ôîðìû ñâÿçàííûõ êîëåáàíèé â êîíôèãóðàöèîííîì
ïðîñòðàíñòâå

Èñïîëüçóåì äàëåå òåîðèþ íîðìàëüíûõ ôîðì êîëåáàíèé íåëèíåéíûõ ñèñòåì [5],
[11], [15]. Íåëèíåéíûå ôîðìû êîëåáàíèé ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îáîáùåíèå íîðìàëü-
íûõ êîëåáàíèé ëèíåéíûõ ñèñòåì, ïðè ýòîì âñå ïîçèöèîííûå êîîðäèíàòû ÿâëÿþòñÿ
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ôóíêöèÿìè îäíîé èç íèõ. Íåëèíåéíûå ôîðìû êîëåáàíèé ìîæíî ïîñòðîèòü â âèäå
òðàåêòîðèé ñèñòåìû â êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå, z = z(ϕ). Â òàêîì ñëó÷àå
íóæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

ż = z′ϕ̇; z̈ = z′ϕ̇2 + z′ϕ̈,

ãäå øòðèõîì îáîçíà÷åíî äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî ϕ. Âíîâü èñïîëüçóåì çàìåíó z →
µz. Êèíåòè÷åñêóþ è ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèè òåïåðü ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì
âèäå:

K =
1

2
µ2mz′2ϕ̇2 +

1

2
mϕ̇2(µz + ρ0)

2 = ϕ̇2(K0 + µK1 + µ2K2) = ϕ̇2K̃, (9)

ãäå K̃ = K0 + µK1 + µ2K2, K0 = 1
2
mρ2

0, K1 = mzρ0, K2 = 1
2
mz′2 + 1

2
mz2.

V =
1

2
c(µz + ρ0 − l)2 −mg(µz + ρ0)

(
1− ϕ2

2

)
= V0 + µV1 + µ2V2, (10)

ãäå V0 = 1
2
cρ2

0+ 1
2
cl2−cρ0l−mgρ0+mgρ0

ϕ2

2
, V1 = czρ0−czl−mgz+mgz ϕ2

2
, V2 = 1

2
cz2.

Èç èíòåãðàëà ýíåðãèè ìîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ ϕ̇2:

ϕ̇2 =
K

K0 + µK1 + µ2K2

=
h− (V0 + µV1 + µ2V2)

K0 + µK1 + µ2K2

, (11)

à èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (2) ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ (11) îïðåäåëÿåì

ϕ̈ =
−2µżϕ̇(µz + ρ0)− gϕ(µz + ρ0)

(µz + ρ0)2
= − gϕ

µz + ρ0

− 2µz′

µz + ρ0

· h− V

K̃
. (12)

Ïîäñòàâèâ (11) è (12) â ïåðâîå óðàâíåíèå (2), ïîëó÷àåì ïîñëå íåêîòîðûõ àëãåáðà-
è÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ òðàåêòîðèè íåëèíåéíîé íîð-
ìàëüíîé ôîðìû êîëåáàíèé z = z(ϕ) â êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå:

(h− V )m
(
(µz + ρ0)(z

′′ − (z + ρ0))− 2µz′2
)
+

+ K̃

(
(µz + ρ0)

(
c(z + ρ0 − l)−mg

(
1− ϕ2

2

))
mz′gϕ

)
= 0. (13)

Óðàâíåíèå (13) èìååò îñîáåííîñòü íà ìàêñèìàëüíîé èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõ-
íîñòè h = V , ãäå âñå ñêîðîñòè îáðàùàþòñÿ â íóëü. Àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå
ðåøåíèÿ íà ýòó ïîâåðõíîñòü âîçìîæíî, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ [5], [11], [15]:

−mz′gϕK̃ + cK̃(z + ρ0 − l)(µz + ρ0)−mgK̃(µz + ρ0)(1− ϕ2

2
) = 0, (14)

êîòîðûå ðåàëèçóþòñÿ ïðè àìïëèòóäíûõ çíà÷åíèÿõ ϕ = ϕ0, ïðè ýòîì ϕ̇ = 0.
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Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (14) ðàçûñêèâàåòñÿ â âèäå ðÿäà ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðà-
ìåòðà,

z = z(ϕ) = z0 + µz1 + . . . , (15)
ãäå, â ñâîþ î÷åðåäü, z0 è z1 ïðåäñòàâëÿþòñÿ ðÿäàìè ïî ñòåïåíÿì ϕ, à èìåííî:

z0 = a0 + a1ϕ+ a2ϕ
2 + a3ϕ

3 + a4ϕ
4 + . . . ; (16)

z1 = b0 + b1ϕ+ b2ϕ
2 + b3ϕ

3 + b4ϕ
4 + . . . . (17)

Ïîäñòàâëÿÿ ðÿäû (15)�(17) â óðàâíåíèå (13) è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (14), è âû-
äåëÿÿ âíà÷àëå ñëàãàåìûå ïîðÿäêà µ0 è µ, à çàòåì, ãðóïïèðóÿ ñëàãàåìûå, ñòîÿùèå
ïðè ϕ0, ϕ è ϕ2, ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäîâ (16)
è (17). Â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó, â ÷àñòíîñòè, èìååì:

µ0 : ϕ0 :
2a2ρ0

(
h− 1

2
cρ2

0 − 1
2
cl2 + cρ0l +mgρ0

)
+ 1

2
cρ3

0(a0 + ρ0 − l)−
−ρ0(a0 + ρ0)

(
h− 1

2
cρ2

0 − 1
2
cl2 + cρ0l +mgρ0

)− 1
2
mgρ3

0 = 0;
(18)

ϕ1 :
6a3ρ0

(
h− 1

2
cρ2

0 − 1
2
cl2 + cρ0l +mgρ0

)− 1
2
ma1gρ

2
0+

+1
2
ca1ρ

3
0 − a1ρ0

(
h− 1

2
cρ2

0 − 1
2
cl2 + cρ0l +mgρ0

)
= 0;

(19)

ϕ2 :

(
h− 1

2
cρ2

0 − 1
2
cl2 + clρ0 +mgρ0

)
(12ρ0a4 − ρ0a2)+

+1
2
ca2ρ

3
0 + 1

2
mgρ2

0(a0 + ρ0)− 2mga2ρ
2
0 = 0.

(20)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó ïîëó÷àþòñÿ
èç ðàâåíñòâ (15) ïðè µ = 0. Îíè èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

mg

(
1

2
ρ0

(
1

2
ϕ2 − 1

)
− ϕ

(
1

2
a1 + ϕ2a2

))
+

1

2
cρ0(a0 + a1ϕ+ a2ϕ

2 + ρ0− l) = 0. (21)

Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû òàêæå ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó: h =
h0+µh1. Íà ìàêñèìàëüíîé èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, ãäå êèíåòè÷åñêàÿ ýíåð-
ãèÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü, ïîëó÷àåì â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ïî ìàëîìó ïàðàìåò-
ðó (µ = 0):

h0 = V0 =
1

2
cρ2

0 +
1

2
cl2 − clρ0 −mgρ0 +

1

2
mgρ0ϕ

2
0. (22)

Ðàâåíñòâî (22) ñâÿçûâàåò ýíåðãèþ íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ h = h0 è äâà àìïëè-
òóäíûõ çíà÷åíèÿ ϕ = ϕ0. Â ðàññìàòðèâàåìîé êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìå ìîæíî ëèáî
çàäàâàòü ýíåðãèþ ñèñòåìû è èç ñîîòíîøåíèÿ (23) íàõîäèòü àìïëèòóäíûå çíà÷åíèÿ
ϕ = ϕ0, ëèáî çàäàâàòü îäíó èç àìïëèòóä è èç (23) íàõîäèòü ýíåðãèþ h = h0 è
âòîðîå àìïëèòóäíîå çíà÷åíèå. Óðàâíåíèÿ (18)�(20) è äâà ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿ (21)
ñîñòàâëÿþò ñèñòåìó äëÿ íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà (16).

Çàäàâàÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû m, c è l, à òàêæå àìïëèòóäó êîëåáàíèé
(èëè ýíåðãèþ ñèñòåìû), èç óðàâíåíèé (18)�(21) ìîæíî îïðåäåëèòü êîýôôèöèåí-
òû a0, a1, a2, a3 è a4. Ïîñëå ïîëó÷åíèÿ íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ z0, àíàëîãè÷íûì
îáðàçîì ìîæíî îïðåäåëèòü ðåøåíèå ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ z1 â âèäå ðÿäà ïî ñòå-
ïåíÿì ϕ. Ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû
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èç (13) è (14) ïóòåì âûäåëåíèÿ ÷ëåíîâ ïîðÿäêà µ. Çäåñü îíè äëÿ êðàòêîñòè íå
ïðèâîäÿòñÿ.

Òðàåêòîðèÿ íîðìàëüíîé ôîðìû ñâÿçàííûõ êîëåáàíèé â äâóõ ïðèáëèæåíèÿõ ïî
ìàëîìó ïàðàìåòðó ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ.3. Çäåñü ñïëîøíàÿ êðèâàÿ � òðàåêòîðèÿ,
ïîëó÷åííàÿ ðàçëîæåíèåì ðåøåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà ïî ñòåïåíÿì ϕ, à ïóíêòèðíàÿ
êðèâàÿ � ïðîâåðî÷íûé ÷èñëåííûé ðàñ÷åò.

Ðèñ. 3. Òðàåêòîðèÿ íîðìàëüíîé ôîðìû ñâÿçàííûõ êîëåáàíèé â êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå.

2.3. Ïðåäñòàâëåíèå ôîðìû ñâÿçàííûõ êîëåáàíèé â âèäå ðÿäà ïî
ñòåïåíÿì cosϕ

Äðóãèì ñïîñîáîì ïîñòðîåíèÿ òðàåêòîðèè ôîðìû ñâÿçàííûõ êîëåáàíèé ÿâëÿ-
åòñÿ ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà ïî ñòåïåíÿì cosϕ. Òàêîå ðàçëîæåíèå
íàèáîëåå ýôôåêòèâíî ïðåèìóùåñòâåííî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèé óãëà
îòêëîíåíèÿ ìàññû îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Â äàííîì ñëó÷àå òðàåêòîðèÿ ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ â âèäå:

z(ϕ) = z0 + µz1 = α0 + α1 cosϕ+ α2 cos2 ϕ+ µ(β0 + β1 cosϕ+ β2 cos2 ϕ) + . . . (23)

Â îòëè÷èå îò ðàçëîæåíèé êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé (9) è (10),
çäåñü íå èñïîëüçóþòñÿ ðàçëîæåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé â ðÿäû ïî ñòå-
ïåíÿì ϕ. Ïðåäñòàâèì âûðàæåíèÿ äëÿ ýíåðãèé â òàêîì âèäå:

K =
1

2
µ2z′2ϕ̇2 +

1

2
mϕ̇2(µz + ρ0)

2 = ϕ̇2(K0 + µK1 + µ2K2)ϕ̇
2K̃,
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ãäå K̃ = K0 + µK1 + µ2K2, K0 = 1
2
mρ2

0, K1 = mzρ0, K2 = 1
2
mz′2 + 1

2
mz2.

V =
1

2
c(µz + ρ0 − l)2 −mg(µz + ρ0) cosϕ = V0 + µV1 + µ2V2.

Çäåñü V0 = 1
2
cρ2

0 + 1
2
cl2 − cρ0l −mgρ0 cosϕ, V1 = czρ0 − czl −mgz cosϕ, V2 = 1

2
cz2.

Óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ òðàåêòîðèé â êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå â
äàííîì ñëó÷àå íåñêîëüêî îòëè÷àåòñÿ îò óðàâíåíèÿ (13) è çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

(h− V )m
(
(µz + ρ0)(z

′′ − (z + ρ0))− 2µz′2
)
+

+ K̃ ((µz + ρ0) (c(z + ρ0 − l)−mg cosϕ)−mz′g sinϕ) = 0. (24)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ìàêñèìàëüíîé èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè èìåþò
ñëåäóþùèé âèä:

−mz′gK̃ sinϕ+ cK̃(z + ρ0 − l)(µz + ρ0)−mgK̃(µz + ρ0) cosϕ = 0. (25)

Óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà (23) ïîëó÷àåì, ïîäñòàâëÿÿ
åãî â óðàâíåíèå (24) è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (25) è âûäåëÿÿ âíà÷àëå ñëàãàåìûå ïî-
ðÿäêà µ0 è µ. Îãðàíè÷èâàÿñü òðåìÿ ïåðâûìè ÷ëåíàìè â ðàçëîæåíèè (23), ãðóïïè-
ðóåì ñâîáîäíûå ÷ëåíû è ñëàãàåìûå, ñòîÿùèå ïðè cosϕ. Â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè
ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó èìååì:

µ0 : const :
cl2(0.5ρ0 − α2 + 0.5α0) + clρ0(2α2 − α0 − 1.5ρ0)+
+h(2α2 − ρ0 − α0) + cρ2

0(ρ0 + α0 − α2) + 0.5mgρ0α1 = 0;
(26)

cosϕ : mgρ0(3α2 − α0 − 1.5ρ0) + α1(cρ0(1.5ρ0 − 2l) + cl2 − 2h) = 0. (27)
Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ èç (25) ïðè µ = 0. Îíè

çàïèñûâàþòñÿ òàêèì îáðàçîì:

cosϕ((mg(2α2 − ρ0) + cρ0α1) + (cρ0α2 −mgα1) cosϕ)+

+mgα1 + cρ0(α0 + ρ0 − l) = 0; (28)

Âû÷èñëåíèÿ â ðàâåíñòâå (28) ïðîâîäÿòñÿ ïðè àìïëèòóäíûõ çíà÷åíèÿõ ϕ = ϕ0,
ïðè ýòîì ϕ̇ = 0.

Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû òàêæå ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó: h =
h0 + µh1. Íóëåâîå ïðèáëèæåíèå çäåñü âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

h0 = V0 =
1

2
cρ2

0 +
1

2
cl2 − cρ0l −mgρ0 cosϕ. (29)

Çàäàâàÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû, à òàêæå àìïëèòóäó êîëåáàíèé (èëè
ýíåðãèþ ñèñòåìû), èç óðàâíåíèé (26)�(28) ìîæíî îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíòû α0, α1

è α2 ðÿäà (23). Ïîñëå ïîëó÷åíèÿ íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ z0, àíàëîãè÷íûì îáðàçîì
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ìîæíî îïðåäåëèòü ðåøåíèå ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó µ. Ýòè
âû÷èñëåíèÿ çäåñü íå ïðèâåäåíû äëÿ êðàòêîñòè èçëîæåíèÿ.

Íà Ðèñ.4 ïðåäñòàâëåíà ôîðìà ñâÿçàííûõ êîëåáàíèé â êîíôèãóðàöèîííîì ïðî-
ñòðàíñòâå, ïîëó÷åííàÿ ðàçëîæåíèåì ðåøåíèÿ â ðÿä ïî ñòåïåíÿì cosϕ (êðèâàÿ 1)
è â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà (êðèâàÿ 2). Ðàñ÷åò ïðîâîäèëñÿ ïðè m = 0.05,
l = 0.2, c = 5, µ = 0.1. Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ðàñõîæäåíèÿ â àíàëèòè÷åñêîì
è ÷èñëåííîì ðåøåíèÿõ íåâåëèêè. Èñïîëüçîâàíèå ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà ïî
ñòåïåíÿì cosϕ äàåò õîðîøèé ðåçóëüòàò êàê äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé óãëà, òàê è äëÿ
áîëüøèõ.

Ðèñ. 4. Òðàåêòîðèÿ íîðìàëüíîé ôîðìû ñâÿçàííûõ êîëåáàíèé â êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå.

3. Àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ôîðì êîëåáàíèé

3.1. Óñòîé÷èâîñòü ôîðìû âåðòèêàëüíûõ êîëåáàíèé
Óñòîé÷èâîñòü ôîðìû âåðòèêàëüíûõ êîëåáàíèé äåòàëüíî èçó÷àëàñü â ëèòåðàòó-

ðå. Ïîâòîðÿÿ ýòè èññëåäîâàíèÿ, âíà÷àëå ïðîâåäåì àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ïðèâåäåíèÿ óðàâíåíèÿ â âàðèàöèÿõ ê âèäó óðàâíåíèÿ Ìàòüå.

Â ñèñòåìå êîîðäèíàò OXY (Ðèñ.1) óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìàÿòíèêà èìåþò âèä:




d2η

dτ 2
+ η =

1 + γ + η√
ξ2 + (1 + γ + η)2

− 1

d2ξ

dτ 2
+

γ

1 + γ
ξ = ξ

[
1√

ξ2 + (1 + γ + η)2
− 1

1 + γ

] (30)
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ãäå η =
y

l
; ξ =

x

l
; γ =

λ

l
=
mg

cl
; τωt =

√
c

m
t. Óñòîé÷èâîñòü âåðòèêàëüíûõ äâèæåíèé

η = η(t), ξ = 0 îïðåäåëÿåòñÿ âàðèàöèÿìè â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè, òî åñòü,
ïåðåìåííîé ξ. Ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå â âàðèàöèÿõ èìååò âèä:

d2ξ

dτ 2
+

γ + µ cos τ

1 + γ + µ cos τ
ξ = 0. (31)

Óðàâíåíèå (31) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó óðàâíåíèÿ Ìàòüå, äëÿ ÷åãî âûðàæåíèå

(1 + γ + µ cos τ)−1

ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä ïî ñòåïåíÿì cos τ , â ðÿäå Ôóðüå ñîõðàíÿþòñÿ äâà ïåðâûõ
ñëàãàåìûõ, à òàêæå ïðîèçâîäèòñÿ çàìåíà θ = τ/2. Ïîñëå ýòîãî óðàâíåíèå (31)
çàïèñûâàåòñÿ òàêèì îáðàçîì:

d2ξ

dθ2
+ ξ

[
4γ

1 + γ
+

4µ

(1 + γ)2
cos 2θ

]
= 0. (32)

Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó ñòàíäàðòíîìó âèäó:

d2ξ

dθ2
+ ξ(a+ q cos 2θ) = 0,

ãäå a = 4γ/(1 + γ); q = µ/(4(1 + γ)2). Ãðàíèöû îáëàñòåé óñòîé÷èâî-
ñòè/íåóñòîé÷èâîñòè äëÿ óðàâíåíèÿ Ìàòüå õîðîøî èçâåñòíû [9]. Äëÿ óðàâíå-
íèÿ (32) ãðàíèöû îáëàñòè ãëàâíîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà âûãëÿäÿò òàê:

4γ

1 + γ
= 1− µ

4(1 + γ)2
− 8

(
µ

4(1 + γ)2

)2

+ 8

(
µ

4(1 + γ)2

)3

− 8

3

(
µ

4(1 + γ)2

)4

+ . . . ;

4γ

1 + γ
= 1 +

µ

4(1 + γ)2
− 8

(
µ

4(1 + γ)2

)2

+ 8

(
µ

4(1 + γ)2

)3

− 8

3

(
µ

4(1 + γ)2

)4

+ . . .

Áîëåå òî÷íûé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ïðåäïîëàãàåò èñïîëüçîâàíèå
óðàâíåíèÿ Õèëëà. Åñëè èñïîëüçîâàòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (1), òî îòêëîíåíèÿ îò
âåðòèêàëüíîé ôîðìû êîëåáàíèé îïðåäåëÿþòñÿ ïåðåìåííîé ϕ, òîãäà ëèíåàðèçîâàí-
íîå óðàâíåíèå â âàðèàöèÿõ èìååò âèä:

ρ2ϕ̈+ 2ρρ̇ϕ̇+ gρϕ = 0. (33)

Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî íà âåðòèêàëüíîé ôîðìå êîëåáàíèé ρ = ρ0 + z, ïðè÷åì
z = z0 cos(ωt + β) = z0 cosψ, ãäå ψ = ωt + β, ω = (c/m)1/2, óðàâíåíèå (33) ïîñëå
íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(1− γ + z)2 1

2
ν̈ − 2

γ
z(1− γ + z)ν̇ sinψ + (1− γ + z)ν = 0. (34)
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Ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíèöàì óñòîé÷èâîñòè, â ñîîòâåòñòâèå ñ òåîðèåé
Ôëîêå-Ëÿïóíîâà, íóæíî èñêàòü â âèäå T - è 2T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé, ãäå T �
ïåðèîä êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ (34) [1], [12], [15]:

ϕ = a0 + a1 cosψ + a2 cos 2ψ + a3 cos 3ψ + . . . ; (35)

ϕ = a0 + a1 cos
ψ

2
+ a2 cosψ + a3 cos

3ψ

2
+ . . . (36)

Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèÿ (35) è (36) ïîî÷åðåäíî â óðàâíåíèå (34) è ãðóïïèðóÿ
÷ëåíû ïðè ðàçëè÷íûõ ãàðìîíèêàõ, ïîëó÷àåì ñèñòåìû îäíîðîäíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäîâ Ôóðüå, êîòîðûå èìåþò íåíó-
ëåâûå ðåøåíèÿ, åñëè îïðåäåëèòåëè ñèñòåì (îïðåäåëèòåëè Õèëëà), îáðàùàþòñÿ â
íóëü. Îãðàíè÷èâàÿñü îïðåäåëèòåëÿìè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, ïîëó÷àåì â ðåçóëüòà-
òå óñëîâèÿ íà êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû, êîòîðûå è îïðåäåëÿþò ãðàíèöû îáëàñòåé
óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè ôîðìû ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé ìàÿòíèêà. Íà Ðèñ.
5 ïðåäñòàâëåíû ãðàíèöû îáëàñòè îñíîâíîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà, ïîëó÷åí-
íûå ñ èñïîëüçîâàíèåì óðàâíåíèé Ìàòüå è Õèëëà, à òàêæå ñ ïîìîùüþ ïðîâåðî÷-
íîãî ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà. Î÷åâèäíî, ÷òî ìåòîä îïðåäåëèòåëåé Õèëëà, äàåò áîëåå
òî÷íûé ðåçóëüòàò â íàõîæäåíèè ãðàíèö îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè
ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû.

Ðèñ. 5. Ãðàíèöû îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè/íåóñòîé÷èâîñòè ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû.

3.2. Àíàëèç óñòîé÷èâîñòè íîðìàëüíîé ôîðìû ñâÿçàííûõ êîëåáàíèé
ñèñòåìû

Óñòîé÷èâîñòü ôîðìû ñâÿçàííûõ êîëåáàíèé èññëåäîâàíà ñ èñïîëüçîâàíèåì
÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêîãî êðèòåðèÿ, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì êëàññè÷åñêîãî
îïðåäåëåíèÿ óñòîé÷èâîñòè è êîòîðûé îáîñíîâàí â ðàáîòàõ [13], [12]. Ïðè ýòîì òåêó-
ùèå çíà÷åíèÿ âîçìóùåíèé ñðàâíèâàþòñÿ ñ íà÷àëüíûìè çíà÷åíèÿìè. Íåîáõîäèìîå
óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ èìååò âèä:

√
(∆z(t))2 + (∆ϕ(t))2 ≤ θ

√
(∆z(0))2 + (∆ϕ(0))2, (37)

ISSN 0203�3755 Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, âûï. 27 (2009)



ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ ÏÐÓÆÈÍÍÎÃÎ ÌÀßÒÍÈÊÀ 63

ãäå ∆z(t) = z(t) − z0, ∆ϕ(t) = ϕ(t) − ϕ0, ∆z(0) = z0

k
, ∆ϕ(0) = ϕ0

k
. Çäåñü z0 è ϕ0 �

íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ðàñòÿæåíèÿ ïðóæèíû è óãëà îòêëîíåíèÿ îò ïîëîæåíèÿ ðàâ-
íîâåñèÿ. Èìååòñÿ îïðåäåëåííûé ïðîèçâîë â âûáîðå ïîñòîÿííûõ θ è k, ÷òî îáñóæ-
äàåòñÿ â ðàáîòàõ [13], [12]. Ïðèíèìàåì θ = 10, k = 100. Íàðóøåíèå óñëîâèÿ (37) íà
ýòàïå èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû óêàçûâàåò íà íåóñòîé÷èâîñòü äâèæåíèÿ. ×èñëîâîé
ðàñ÷åò âûïîëíÿåòñÿ â òî÷êàõ íåêîòîðîé ñåòêè â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû.
Îí ïðîâîäèòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà ãðàíèöû îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè/íåóñòîé÷èâîñòè
â âûáðàííîì ìàñøòàáå ñåòêè â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû íå ñòàáèëèçè-
ðóþòñÿ. Ãðàíèöû îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè äëÿ âòîðîé ôîðìû êîëåáàíèé ïîñòðîåíû
íà Ðèñ.6 íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ ω2 = (ω1/ω2)

2 è A (àìïëèòóäà óãëîâûõ êî-
ëåáàíèé). Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé ðàñòÿæåíèÿ ïðóæèíû, êîòîðûå
èñïîëüçóþòñÿ â êðèòåðèè (37), â ñëó÷àå ìàëûõ êîëåáàíèé áûë èñïîëüçîâàí ðàñ÷åò
ôîðìû ñâÿçàííûõ êîëåáàíèé, ïðåäñòàâëåííîé â âèäå ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà
ïî ñòåïåíÿì ϕ; äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé A áûëî èñïîëüçîâàíî ðàçëîæåíèå ôîðìû
â ðÿä ïî ñòåïåíÿì cosϕ, òàê êàê ëèíåàðèçîâàííàÿ ìîäåëü äëÿ ýòîãî íåïðèãîäíà.
Íà Ðèñ.6 ïîêàçàíû ãðàíèöû îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè/íåóñòîé÷èâîñòè ýòîé ôîðìû
êîëåáàíèé.

Ðèñ. 6. Ãðàíèöà îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè/íåóñòîé÷èâîñòè ôîðìû ñâÿçàííûõ êîëåáàíèé.

Íåóñòîé÷èâûå äâèæåíèÿ íàáëþäàþòñÿ âíóòðè îáëàñòè, îáðàçîâàííîé óêàçàí-
íûìè ãðàíèöàìè, à çà ïðåäåëàìè ãðàíèö � óñòîé÷èâûå. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî
ñ óâåëè÷åíèåì àìïëèòóäû óãëîâûõ êîëåáàíèé îáëàñòü íåóñòîé÷èâûõ êîëåáàíèé
ðàñøèðÿåòñÿ, ïðè ýòîì âíóòðè îáëàñòè ôîðìà ñâÿçàííûõ êîëåáàíèé òåðÿåò óñòîé-
÷èâîñòü, ÷òî âëå÷åò çà ñîáîé ïåðåõîä ê äðóãèì ôîðìàì êîëåáàíèé. Ýòè ðåøåíèÿ
îòâåòâëÿþòñÿ îò ôîðìû ñìåøàííûõ êîëåáàíèé òàì, ãäå ôîðìà ñìåøàííûõ êîëå-
áàíèé òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü. Ïðè âåòâëåíèè ïîÿâëÿåòñÿ ïàðà íîâûõ ôîðì äâèæå-
íèé. Òðàåêòîðèè ýòèõ ôîðì êîëåáàíèé èçîáðàæåíû íà Ðèñ.7 äëÿ (ω1/ω2)

2 = 0.2 è
A = 0.3 ðàä.
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Ðèñ. 7. Òðàåêòîðèè äâèæåíèé ñèñòåìû â îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè ôîðìû ñâÿçàííûõ êîëåáàíèé.

4. Âûâîäû
Â ðàáîòå ïðîâåäåíî àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå íåëèíåéíûõ íîðìàëüíûõ

ôîðì êîëåáàíèé ïðóæèííîãî ìàÿòíèêà ñ èñïîëüçîâàíèåì íåñêîëüêèõ àñèìïòîòè-
÷åñêèõ ìåòîäîâ. Òî÷íîñòü àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ïðîâåðåíà ÷èñëåííûìè ïðîöå-
äóðàìè. Óäàëîñü ïîñòðîèòü ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ ñâÿçàííóþ ôîðìó êîëåáàíèé íå
òîëüêî äëÿ ìàëûõ, íî è äëÿ áîëüøèõ óãëîâ îòêëîíåíèÿ ìàÿòíèêà. Ñ èñïîëüçîâà-
íèåì àíàëèòè÷åñêèõ è ÷èñëåííûõ ïðîöåäóð òàêæå ïîñòðîåíû ãðàíèöû îáëàñòåé
óñòîé÷èâîñòè íîðìàëüíûõ ôîðì êîëåáàíèé íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû.
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