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Анотацiя. У данiй роботi розглядається гiдродинамiчна модель для транспортного потоку на
мережi. У припущеннi, що такий потiк є керованим процесом, ставиться задача його оптимiзацiї
у векторнiй формi. Розглянуто випадок, коли цiльове вiдображення дiє в лебегiв простiр та є на-
пiвнеперервним зверху на областi визначення. Залучаючи iдеологiю регуляризацiї за Тихоновим,
введено поняття узагальненого розв’язку задачi векторної оптимiзацiї на мережi. Використову-
ючи той факт, що множина ефективних розв’язкiв такої задачi є не порожньою та залучаючи
процедуру скаляризацiї, доведено iснування узагальнених розв’язкiв розглянутої задачi вектор-
ної оптимiзацiї.
Ключовi слова: транспортний потiк на мережi, гiдродинамiчна модель, векторна оптимiзацiя
на мережi, узагальненi розв’язки.

1. Вступ

На сьогоднi проблема керування транспортними потоками на мережах стає
все бiльш актуальною. Тому iснує досить обширна лiтература, присвячена рiзним
аспектам моделювання таких процесiв (див. [1, 5, 6, 7, 8, 15]), знаходженню необ-
хiдних умов оптимальностi та методiв побудови оптимальних законiв регулювання
транспортних потокiв зi скалярними показниками вартостi (див. [3, 11, 12]).

У данiй роботi головним об’єктом дослiдження виступає гiдродинамiчна мо-
дель транспортного потоку на мережi, в основi якої лежить система нелiнiйних
диференцiальних рiвнянь у частинних похiдних першого порядку. При цьому вва-
жається, що мережа складається зi скiнченної сукупностi дорiг, якi з’єднанi певни-
ми вузлами (точками сполучення). Припускається, що транспортний потiк у ву-
злах мережi є керованим процесом, де у якостi факторiв керування виступають
елементи матрицi розподiлу руху, яка вiдображає переваги водiїв у вузлах мережi.

На вiдмiну вiд нинi iснуючих результатiв (див.,напр., [3, 11, 12]), будемо вва-
жати, що якiсть керування транспортним потоком на мережi визначається неска-
лярним вiдображенням у нормований простiр L2(Ω), упорядкований за конусом Λ
додатних елементiв. За цих припущень доведено, що поставлена задача векторної
оптимiзацiї транспортних потокiв на мережi допускає iснування так званих ефек-
тивних розв’язкiв (див. [9, 2]). Використовуючи загальновiдомий метод побудови
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розв’язкiв задач векторної оптимiзацiї, а саме застосовуючи процедуру скаляриза-
цiї, доведемо iснування узагальнених розв’язкiв задачi векторної оптимiзацiї для
транспортного потоку на мережi.

2. Основнi поняття та позначення

У цьому параграфi наведемо ключовi поняття та означення, якi будуть необ-
хiднi у подальшому. Зокрема, це торкається поняття слабкого розв’язку задачi
Кошi, поняття ефективного супремума множини вiдносно слабкої топологiї про-
стору L2(Ω) за конусом додатних елементiв Λ та поняття нижньої секвенцiйної
границi вiдображення.

2.1. Гiдродинамiчна модель транспортного потоку на мережi

Розглянемо мережу дорiг Ω = (I,J ), де I — скiнченна сукупнiсть ребер, якi
вiдповiдають дорогам транспортної мережi та є вiдрiзками Ii = [ai, bi] ∈ R, i =
1, . . . ,N, J — сукупнiсть вершин, якi вiдповiдають вузлам даної мережi. На кож-
нiй окремiй дорозi рух транспортних засобiв пiдкоряється гiдродинамiчному за-
кону збереження, який представлений нелiнiйним диференцiальним рiвнянням у
частинних похiдних першого порядку :

∂tρi(t, x) + ∂xfi(ρi(t, x)) = 0, ∀ x ∈ (ai, bi), ∀ t ∈ (0, T ], (2.1)

ρi(0, x) = ρ̄i(x), ∀ x ∈ [ai, bi], (2.2)

де ρi = ρi(t, x) ∈ [0, ρmax,i], (t, x) ∈ R+ × R — щiльнiсть машин на дорозi Ii,
ρmax,i — максимально можлива щiльнiсть на дорозi Ii, яка вiдповiдає появi затору
на данiй дiлянцi мережi; fi(ρ) = ρiυi(ρ) — транспортний потiк (кiлькiсть машин,
проїжджаючих за одиницю часу); υi(ρ) — швидкiсть транспортного потоку на
дорозi Ii. Будемо вважати, що υi(ρ) — неперервно диференцiйовна, спадна функцiя
аргумента ρ. Нехай для функцiй потоку fi виконуються наступнi умови:

fi неперервно диференцiйованi на [0, ρmax, i],

fi(0) = fi(ρmax, i) = 0,

fi — строго угнутi функцiї,
∃ σ ∈ (0, ρmax,i) : f

′
i(σi) = 0 та (ρ− σi)f

′
i(ρ) < 0, ∀ ρ ̸= σi.

(2.3)

Вiдомо, що для iснування єдиного розв’язку задачi Кошi (2.1)-(2.3) необхiд-
но ввести ряд допомiжних умов, однiєю з яких є умова ентропiйностi Кружкова
(див. [1, 10, 7, 14]).

Означення 1. Нехай J — вузол з n вхiдними дорогами I1, . . . , In з кiнцями
bi (i ∈ {1, . . . , n}) у вузлi та m вихiдними дорогами In+1, . . . , In+m з кiнцями
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ai (i ∈ {n+ 1, . . . , n+m}) у тому ж вузлi. Нехай є заданими функцiї ρ̄i ∈
L∞(Ii) ∩BV (Ii), i ∈ {1, . . . , N}. Будемо казати, що сукупнiсть функцiй

ρ = (ρ1, . . . , ρN) :
N∏
i=1

([0, T ]× Ii) → RN ,

де ρi ∈ C([0, T ]; L1
loc(Ii)), i ∈ {1, . . . , N}, є допустимим розв’язком задачi (2.1)-

(2.3), якщо:

(a): ρi : [0, T ]×Ii → R є слабким ентропiйним розв’язком задачi (2.1) на Ii, тобто∫ T

0

∫ bi

ai

(ρi∂tφ+ fi(ρi)∂xφ)dxdt = 0, (2.4)

∫ T

0

∫ bi

ai

(|ρi − k|∂tφ̃+ sgn(ρi − k)(fi(ρi)− fi(k))∂xφ̃) dxdt ≥ 0 (2.5)

для довiльної гладкої функцiї φ : [0, T ] × Ii → R з компактним носiєм на
множинi (0, T )× (ai, bi) для k ∈ R та для довiльної гладкої додатної функцiї
φ̃ : [0, T ]× Ii → R з компактним носiєм на (0, T )× (ai, bi), при цьому
φi(·, bi) = φj(·, aj),

∂φi

∂ x
(·, bi) =

∂φj

∂ x
(·, aj), i ∈ {1, . . . , n} , j ∈

{n+ 1, . . . , n+m} ;

(б): ρi(0, ·) = ρ̄i на Ii для ∀ i ∈ {1, . . . , N};

(в): fj(ρj(·, aj+)) =
∑n

i=1 αjifi(ρi(·, bi−)) для ∀ j = n+ 1, . . . , n+m;

(г): L(J, A, ρ) :=
∑n

i=1 fi(ρi(·, bi−)) досягає максимального значення на парi (A, ρ)
при обмеженнях (а)-(в), де A(J) ∈ Rn×m — матриця розподiлу руху у вузлi.

Зауважимо також, що задача Кошi (2.1)-(2.2) не є в загальному випадку ко-
ректною за Адамаром. Це означає вiдсутнiсть неперервної залежностi її розв’язкiв
вiд початкових умов (див. [10]). Тому, в якостi факторiв керування, якi вплива-
ють на поведiнку таких задач, будемо обирати не початковi умови (з якими немає
неперервної залежностi), а елементи матрицi розподiлу транспортного потоку A у
вузлах мережi.

2.2. Деякi положення про частково впорядкований простiр L2(Ω)

Нехай Ω — деяка транспортна мережа. Пов’яжемо з цiєю множиною дiйсний
простiр L2(Ω). Надалi позначення y ∈ L2(Ω) означає, що y = (y1, . . . , yN) та
yk ∈ L2(Ik) для k = 1, . . . , N . Будемо вважати, що L2(Ω), як топологiчний про-
стiр, надiлений слабкою топологiєю. Для пiдмножини S ⊂ L2(Ω) позначимо через
intωS та clωS вiдповiдно її внутрiшнiсть та замикання вiдносно слабкої тополо-
гiї простору L2(Ω). Також припустимо, що L2(Ω) є частково впорядкованим за
конусом додатних елементiв Λ, де

Λ =
{
f ∈ L2(Ω); f(x) ≥ 0 майже скрiзь на Ω

}
. (2.6)
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Тодi для елементiв y, z ∈ L2(Ω) будемо записувати y ≤Λ z усякий раз, коли z ∈ y+
Λ, i y <Λ z, якщо z−y ∈ Λ\{0}. Будемо казати, що послiдовнiсть {yk}∞k=1 ⊂ L2(Ω)
є не зростаючою та використовувати позначення yk ↓ усякий раз, коли для всiх
k ∈ N маємо: yk+1 ≤Λ yk. Також будемо казати, що послiдовнiсть {yk}∞k=1 ⊂ L2(Ω)
є обмеженою знизу, якщо iснує елемент y∗ ∈ L2(Ω) такий, що y∗ ≤Λ yk для ∀ k ∈ N .

Для того, щоб означити "оптимальнi"елементи для пiдмножини S частково
упорядкованого простору L2(Ω) скористаємося наступним поняттям:

Означення 2. [13] Елемент y∗ ∈ S ⊂ L2(Ω) будемо називати максимальним
елементом множини S, якщо не iснує y ∈ S такого, що y ≥Λ y∗, y ̸= y∗, тобто

S ∪ (y∗ + Λ) = y∗.

Позначимо через MaxΛ(S) сукупнiсть усiх максимальних елементiв множини
S. Введемо два додатковi елементи −∞Λ i +∞Λ у L2(Ω). Припустимо, що цi еле-
менти задовольняють наступнi умови:

1) −∞Λ ≤ y ≤ +∞Λ, ∀ y ∈ L2(Ω); 2) +∞Λ + (−∞Λ) = 0.

Позначимо через Y ∗ частково розширений нормований простiр: Y ∗ = L2(Ω) ∪
{−∞Λ}, припускаючи, що

∥ −∞Λ∥L2(Ω) = +∞ i y + λ(−∞Λ) = −∞, ∀ y ∈ L2(Ω), ∀ λ ∈ R+.

Означення 3. Будемо казати, що множина E є ефективним супремумом множини
S ⊂ L2(Ω) вiдносно слабкої топологiї простору L2(Ω) за конусом Λ (або скорочено
(Λ, ω)-супремумом), якщо E є сукупнiстю усiх максимальних елементiв множини
clωS у випадку, коли ця множина непорожня, i E = +∞Λ iнакше.

Надалi, (Λ, ω)-супремум для множини E будемо позначати як SupΛ, ωS. Таким
чином, з огляду на попереднє означення, маємо:

Sup Λ, ωS :=

{
MaxΛ(clωS), MaxΛ(clωS) ̸= ∅,
+∞Λ, MaxΛ(clωS) = ∅.

Нехай X∂ — непорожня пiдмножина банахового простору X та I : X∂ → L2(Ω)
— деяке вiдображення. Зауважимо, що вiдображення I : X∂ → L2(Ω) можна
пов’язати з його розширенням Î : X → Y ∗ на весь простiр X, де

Î =

{
I(x), x ∈ X∂

−∞Λ, x ̸∈ X∂.
(2.7)

Будемо казати, що вiдображення I : X∂ → Y ∗ є обмеженим зверху, якщо iснує
елемент z ∈ L2(Ω) такий, що z ≥Λ I(x) для всiх x ∈ X∂.
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Означення 4. Пiдмножину A ∈ L2(Ω) будемо називати ефективним супремумом
вiдображення

I : X∂ → L2(Ω)

вiдносно слабкої топологiї простору L2(Ω) i позначати Sup Λ, ω
x∈X∂

I(x), якщо A є
(Λ, ω)-супремумом образу I(X∂) iз X∂ на L2(Ω), тобто,

Sup Λ, ω
x∈X∂

I(x) = SupΛ, ω {I(x) : ∀ x ∈ X∂} .

Зауваження 1. Якщо a ∈ Sup Λ, ω
x∈X∂

I(x), то

clω {I(x) : ∀ x ∈ X∂} ∩ (a+ Λ) = {a}

при умовi, що MaxΛ[clω {I(x) : ∀ x ∈ X∂}] є непорожньою множиною.
Нехай {yk}∞k=1 послiдовнiсть у просторi L2(Ω). Позначимо через Lω {yk} мно-

жину всiх її точок згущення вiдносно слабкої топологiї простору L2(Ω) , тобто
y ∈ Lω {yk}, якщо iснує пiдпослiдовнiсть {yki}

∞
i=1 ⊂ {yk}∞k=1 така, що yki ⇀ y у

L2(Ω) при i → ∞. Якщо ця множина не обмежена зверху, тобто Sup Λ, ωLω {yk} =
+∞Λ, то припускаємо, що {+∞Λ} ∈ Lω {yk}. Зафiксуємо елемент x0 ∈ X∂. Для
довiльного вiдображення I : X∂ → L2(Ω) введемо до розгляду наступнi множини:

Lσ×ω (I, x0) :=
∪

{xk}∞k=1∈ Mσ(x0)

Lω
{
Î(xk)

}
, (2.8)

Lσ×ω
max (I, x0) := Lσ×ω (I, x0) ∩ SupΛ, ωx∈X∂

I(x), (2.9)

де Mσ(x0) — це множина всiх послiдовностей {xk}∞k=1 ⊂ X таких, що xk → x0

вiдносно σ–топологiї простору X.

Означення 5. Будемо казати, шо пiдмножина A ⊂ L2(Ω)∪{±∞Λ} є Λ– нижньою
секвенцiйною границею вiдображення I : X∂ → L2(Ω) у точцi x0 ∈ X∂ вiдносно
топологiї σ × ω на добутку просторiв X × L2(Ω) i використовувати позначення
A = lim supΛ, ω

x
σ→x0

I(x), якщо

lim supΛ, ω

x
σ→x0

I(x) :=

{
Lσ×ω
max (I, x0) , Lσ×ω

max (I, x0) ̸= ∅,
Sup Λ, ωLσ×ω(I, x0), L

σ×ω
max (I, x0) = ∅.

(2.10)

Зауваження 2. У скалярному випадку (I : X∂ → R) множини

SupΛ, ωx∈X∂
I(x) та Sup Λ, ωLσ×ω(I, x0)

мiстять тiльки один елемент. Тому, якщо Lσ×ω
max (I, x0) ̸= ∅, то маємо:

Lσ×ω
max (I, x0) = Lσ×ω (I, x0) ∩ SupΛ, ω

x∈X∂
I(x) =

= Sup Λ, ωLσ×ω(I, x0) ∩ SupΛ, ωx∈X∂
I(x) = Sup Λ, ωLσ×ω(I, x0).

Отже, в цьому випадку (2.10) є класичним означенням нижньої границi.
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3. Постановка задачi векторної оптимiзацiї для
транспортного потоку на мережi

Оскiльки для транспортного потоку на мережi iснує можливiсть залучення
факторiв керування, якi впливають на щiльнiсть транспортних потокiв, то надалi
транспортний потiк будемо трактувати як об’єкт керування. У цьому випадку
необхiдно формалiзувати фiзичнi та математичнi значення факторiв керування
та пов’язати з ними вiдповiдний стан такого об’єкту керування.

Для простоти обмежимося випадком мережi Ω = (I, J ), яка включає вузли
J ∈ J лише двох видiв: J ∈ J1, 2 та J ∈ J2, 1. Перший вид вузла (J ∈ J1, 2) має
одну вхiдну дорогу m з кiнцем bm у вузлi та двi вихiднi дороги r, s з кiнцями
ar, as у вузлi, вiдповiдно. Згiдно з пiдходом Coclite, Garavello& Piccoli [7, 10], у
такому вузлi матриця розподiлу потоку набуває вигляду A(J) = [αm, 1− αm]

t, де
0 ≤ αm ≤ 1. Отже, у такому вузлi дiйсний параметр αm ∈ (0, 1) можна взяти за
фактор керування.

Другий вид вузлiв (J ∈ J2, 1) складається з двох вхiдних дорiг p та q з кiнцями
bp i bq у вузлi та однiєї вихiдної дорогою r з кiнцем ar у вузлi. Для вузлiв такого
виду iснує правило (див. [2]), яке описує у процентному спiввiдношеннi кiлькiсть
машин, що проїжджають iз окремої вхiдної дороги через цi вузли мережi. Бiльше
того, це правило виконується для кожного вузла J ∈ J2, 1, i тому в таких вузлах
транспортний потiк вже не є керованим.

Припустимо, що мережа Ω = (I,J ) має строго N дорiг i J = J1, 2 ∪ J2, 1, де
множина J1, 2 мiстить K вузлiв першого виду, а множина J2, 1 — M вузлiв другого
виду. Таким чином, маємо мережу з K параметрами керування α = (α1, . . . , αK) та
M заданими параметрами ζ = (ζ1, . . . , ζM), 0 < ζl < 1 l ∈ {1, . . . ,M}. При цьому,
на кожнiй дорозi Ii = [ai, bi] ∈ I швидкiсть υ = υ(ρ) задовольняє такi вимоги:

υ(ρ)— неперервно-спадна функцiя на вiдрiзку [0, max
1≤i≤N

ρmax,i] (3.1)

0 ≤ υ(ρi) ≤ υi,max, ∀ i ∈ {1, . . . , N} , (3.2)

де υi,max ∈ L2(Ii) (1 ≤ i ≤ N) вiдомi функцiї.
Введемо до розгляду наступнi позначення:
1. A = {α = (α1, . . . , αK)| β ≤ αi ≤ 1− β, i = 1, . . . , K} ⊂ RK — множина пара-

метрiв керування, де β ∈ (0, 1/2) досить мале додатне число;
2. X = RK × C(0, T ; L∞(Ω) ∩BV (Ω)) — простiр допустимих пар (α, ρ) ;
3. P : RK × C(0, T ; L∞(Ω) ∩ BV (Ω)) → L2(Ω) (1 < p < +∞) — цiльове

вiдображення;
4. Λ = {g ∈ L2(Ω) : g(x) ≥ 0 майже скрiзь на Ω} — конус додатних елементiв

у просторi L2(Ω).
Вiдомо (див. [2]), що для ∀ α = (α1, . . . , αK) ∈ A задача∫ T

0

∫ bi

ai

(ρi∂tφ+ fi(ρi)∂xφ)dxdt = 0, ∀ φ ∈ C∞
0 ((0, T )× (ai, bi)), ∀ Ii ∈ I, (3.3)
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∫ T

0

∫ bi

ai

(|ρi − k|∂tφ̃+ sgn(ρi − k)(fi(ρi)− fi(k))∂xφ̃) dxdt ≥ 0,

∀ d ∈ R, ∀ φ̃ ∈ C∞
0 ((0, T )× (ai, bi)), φ̃ ≥ 0, ∀ i ∈ {1, . . . , N} ,

(3.4)

ρi(0, ·) = ρ̄i на Ii для ∀ i ∈ {1, . . . , N} , (3.5)
fr(ρr(·, a+r )) = αkfm(ρm(·, b−m)) та fs(ρs(·, a+s )) = (1− αk)fm(ρm(·, b−m)),
для ∀ Jk ∈ J1, 2 з однiєю вхiдною дорогою m з кiнцем bm у вузлi Jk
та вихiдними дорогами r, s з кiнцями ar, as у Jk, ∀ k ∈ {1, . . . , K} ,

(3.6)


fr(ρr(·, a+r )) = ζlfp(ρp(·, b−p )) + (1− ζl)fq(ρq(·, b−q ))
для ∀ Jl ∈ J2, 1 з двома вхiдними дорогами p, q з кiнцями bp, bq Jl

та однiєю вихiдною дорогою r з кiнцем ar у Jl, ∀ l ∈ {1, . . . ,M} ,
(3.7)


L(J, α, ρ) :=

n∑
i=1

fi(ρi(·, b+i )) досягає максимального значення при

обмеженнях (3.3)-(3.7) ∀ J ∈ J , де n = 1, якщо J ∈ J1, 2,

i n = 2, якщо J ∈ J2, 1

(3.8)

має єдиний розв’язок

ρ = (ρ1, . . . , ρN) :
N∏
i=1

([0, T ]× Ii) → RN у просторi C(0, T ; L∞(Ω) ∩BV (Ω))

такий, що
Tot. VIi(ρi(t, ·)) ≤ Tot. VIi(ρ̄i), i ∈ {1, . . . , N} ,

де ρ̄ = {ρ̄i ∈ L∞(Ii) ∩BV (Ii)}Ni=1 — початковий розподiл щiльностi потоку машин.
Пов’яжемо з задачею (3.3)-(3.8) наступну задачу векторної оптимiзацiї:

реалiзувати SupΛ, ω {P (α, ρ)} (3.9)

для всiх α = (α1, . . . , αK) ∈ RK та ρ = (ρ1, . . . , ρN) ∈ C(0, T ; L∞(Ω) ∩ BV (Ω)) за
умов (3.3)-(3.8) та (3.1)-(3.2).

Означення 6. Будемо казати, що задача (3.9) є регулярною, якщо для заданої
сукупностi функцiй потоку f = (f1, . . . , fN) з властивостями (2.3) iснує принаймнi
одна пара

(α, ρ) ∈ A× C(0, T ; L∞(Ω) ∩BV (Ω)),

де ρ = ρ(α) — вiдповiдний розв’язок задачi (3.3)-(3.8) такий, що ρ задовольняє
умови (3.1)-(3.2), i P (α, ρ) >Λ z для деякого елемента z ∈ L2(Ω). У цьому випадку
пару (α, ρ) будемо називати допустимою.

Позначимо через Ξ множину всiх допустимих пар задачi (3.3)-(3.9). Очевидно,
що Ξ ⊂ A × C(0, T ; L∞(Ω) ∩ BV (Ω)). Надалi, будемо пов’язувати цю задачу з
четвiркою < Ξ, P, Λ, ω >, де ω є слабкою топологiєю простору керувань L2(Ω).
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Означення 7. Допустиму пару (αeff , ρeff ) ∈ Ξ будемо називати (Λ, ω)-
ефективним розв’язком задачi (3.1)-(3.9), якщо пара (αeff , ρeff ) реалiзує (Λ, ω)-
супремум вiдображення P : Ξ → L2(Ω), тобто

P (αeff , ρeff ) ∈ SupΛ, ω
(α, ρ)∈ ΞP (α, ρ) = SupΛ, ω {P (α, ρ) : ∀ (α, ρ) ∈ Ξ} .

Позначимо через Effω(Ξ; P ; Λ) множину всiх (Λ, ω)-ефективних розв’язкiв за-
дачi векторної оптимiзацiї (3.1)–(3.9), тобто

Effω(Ξ; P ; Λ) =
{
(αeff , ρeff ) ∈ Ξ : P (αeff , ρeff ) ∈ SupΛ, ω

(α, ρ)∈ Ξ P (α, ρ)
}
.

Наведемо основнi результати, якi торкаються розв’язностi означеної вище за-
дачi, взявши за основу роботу [2].

Теорема 1. Нехай
{
(αk, ρk) ∈ Ξ

}∞
k=1

— довiльна послiдовнiсть допустимих пар
у задачi (3.3)-(3.8). Тодi знайдеться пара (α∗, ρ∗) ∈ Y i пiдпослiдовнiсть даної
послiдовностi (для якої збережемо попереднi позначення) такi, що

(α∗, ρ∗) ∈ Ξ, (αk, ρk)
τ→ (α∗, ρ∗),

тобто множина Ξ є секвенцiйно компактною вiдносно τ -збiжностi, де τ — це
топологiя на Y = RK × L2(0, T ; BV (Ω)).

Наслiдок 1. Якщо α ∈ A, то вiдображення α 7→ ρ(α) є неперервним вiд-
носно топологiї поточкової збiжностi в RK та слабкої топологiї простору
L2(0, T ; BV (Ω)).

Нехай P̂ : [RK × C(0, T ; BV (Ω))] → Y ∗ — деяке розширення вiдображення
P : Ξ → L2(Ω) на весь простiр RK × L2(0, T ; BV (Ω)). Тут через Y ∗ позначено
частково розширений простiр Банаха L2(Ω) ∪ {−∞Λ}.

Означення 8. Будемо казати, що вiдображення P : Ξ → L2(Ω) є (Λ, τ × ω)-
напiвнеперервним зверху ((Λ, τ × ω)-нн.зв.) у точцi (α0, ρ0) ∈ Ξ, якщо

P (α0, ρ0)∈ lim supΛ, ω

(α, ρ)
τ→(α0, ρ0)

P̂ (α, ρ)

Вiдображення P є (Λ, τ × ω)-нн.зв. на множинi Ξ, якщо P є (Λ, τ × ω)-нн.зв.
на кожнiй парi з Ξ.

Той факт, що множина Ξ допустимих пар задачi є секвенцiйно компактною в
заданiй топологiї τ , дає пiдстави гарантувати розв’язнiсть широкого класу оптимi-
зацiйних задач для транспортних потокiв на мережах. Отже, має мiсце наступна
теорема, яка торкається iснування ефективних розв’язкiв задачi векторної опти-
мiзацiї (3.9) (її доведення можна знайти в [2]).

Теорема 2. Припустимо, що задача векторної оптимiзацiї (3.9) є регулярною.
Нехай задано (Λ, τ×ω)-нн.зв. вiдображення P : Ξ → L2(Ω). Тодi задача векторної
оптимiзацiї (3.9) має непорожню пiдмножину (Λ, ω)-ефективних розв’язкiв.
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Оскiльки загальновiдомим методом побудови розв’язкiв задач векторної оп-
тимiзацiї є залучення процедури їх скаляризацiї, то метою даної роботи є аналiз
такого пiдходу на прикладi найпростiшої схеми скаляризацiї, яка грунтується на
iдеї побудови вiдповiдних згорток. Наведемо деякi опорнi означення та теореми.

Означення 9. Будемо казати, що λ ∈ L2(Ω) є квазi-внутрiшньою точкою конуса
додатних елементiв Λ, якщо λ(x) ≥ 0 майже скрiзь на Ω та для всiх b ∈ Λ \ {0}∫

Ω

b(x)λ(x)dx > 0.

Позначимо через Λ♯ множину всiх квазi-внутрiшнiх точок конуса Λ. Очевидно,
що

Λ♯ =
{
λ ∈ L2(Ω) : λ(x) > 0 майже скрiзь на Ω

}
.

Пов’яжемо з задачею векторної оптимiзацiї (3.9) наступну скалярну задачу
мiнiмiзацiї: Pλ(α, ρ) =

∫
Ω

P (α, ρ)λ(x)dx → sup,

за умови, що (α, ρ) ∈ Ξ ⊂ RK × C(0, T ;BV (Ω)),

(3.10)

де λ — елемент конуса (2.6). Надалi функцiонал Pλ називатимемо λ-згорткою вi-
дображення P .

Теорема 3. Нехай P : Ξ → L2(Ω) — заданий оператор. Припустимо, що iснує
пара (α0, ρ0) ∈ Ξ та елемент λ ∈ Λ♯ такi, що

(α0, ρ0) ∈ Argmax
(α,ρ)∈Ξ

∫
Ω

P (α, ρ)λ(x)dx.

Тодi (α0, ρ0) є (Λ, ω)-ефективним розв’язком задачi векторної оптимiзацiї (3.9).

Наслiдок 2. За умови виконання припущень теореми 3, маємо∪
λ∈Λ♯

Argmax
(α,ρ)∈Ξ

∫
Ω

P (α, ρ)λ(x)dx ⊆ Effω(Ξ;P ; Λ). (3.11)

Зауважимо, що цiльовий оператор у теоремi 3 у загальному випадку не є
(Λ, τ×ω)-напiвнеперервним зверху. Таким чином, постає питання про розв’язнiсть
вiдповiдної скалярної задачi мiнiмiзацiї (3.10) з λ ∈ Λ♯. Згiдно з прямим методом
варiацiйного числення, задача умовної мiнiмiзацiї (3.10) має непорожню множину
розв’язкiв за умови, що Ξ є τ -компактною пiдмножиною i

Pλ(·, ·) =
∫
Ω

P (·, ·)dx : Ξ → R̄

є власною τ–нн.зв. функцiєю. Однак, характерною особливiстю задачi векторної
оптимiзацiї (3.9) є той факт, що з (Λ, τ × ω)-напiвнеперервним зверху оператором
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P : Ξ → L2(Ω), який не є нi нн. зв., нi квазi-нн.зв., можна пов’язати скалярну
задачу мiнiмiзацiї (3.10), для якої вiдповiдний функцiонал вартостi Pλ : Ξ → R,
взагалi кажучи, не є τ–нн.зв. на Ξ. Дiйсно, нехай (α0, ρ0) — пара з множини Ξ, на
якiй оператор P не є квазi-нн.зв. Тодi iснує принаймнi один елемент a∗ ∈ clω(P (Ξ))
такий, що

a∗ ∈ lim supΛ,ω

(α,ρ)
τ→(α0,ρ0)

P (α, ρ), P (α0, ρ0) ∈ lim supΛ,ω

(α,ρ)
τ→(α0,ρ0)

P (α, ρ) (3.12)

та a∗ ̸= P (α0, ρ0).

Нехай послiдовнiсть (αk, ρk)
∞
k=1 ⊂ Ξ така, що (αk, ρk)

τ→ (α0, ρ0) у просторi Y та
P (αk, ρk) ⇀ a∗ в L2(Ω). Так як a∗ ̸<Λ P (α0, ρ0), то звiдси випливає, що P (α0, ρ0)−
a∗ ̸∈ Λ, i тому iснує вектор λ ∈ Λ такий, що∫

Ω

(P (α0, ρ0)− a∗)λ∗(x)dx < 0.

Як результат, маємо:

lim inf
k→∞

Pλ∗(αk, ρk) = lim
k→∞

∫
Ω

P (αk, ρk)λ∗(x)dx =

=

∫
Ω

a∗(x)λ∗(x)dx >

∫
Ω

P (α0, ρ0)λ∗(x)dx = Pλ∗(α0, ρ0).

Таким чином, Pλ∗ не є τ–нн.зв. на парi α0, ρ0). Цей факт приводить до наступного
поняття.

Означення 10. Нехай задано вiдображення P : Ξ → L2(Ω). Конус виду

Λτ
P := {λ ∈ Λ : Pλ є τ -нн.зв. на Ξ}

будемо називати конусом τ -напiвнеперервностi для вiдображення P .

В зв’язку з цим, теорему 3 можна посилити наступним чином.

Теорема 4. Нехай P : Ξ → L2(Ω) є (Λ, τ × ω)-напiвнеперервним зверху вiдобра-
женням. Припустимо, що задача векторної оптимiзацiї (3.9) є регулярною та
Λτ

P \ {0} ≠ ∅. Тодi

Argmax
(α,ρ)∈Ξ

∫
Ω

P (α, ρ)λ(x)dx ∩ Effω(Ξ;P ; Λ) ̸= ∅ (3.13)
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4. Узагальненi розв’язки задачi векторної оптимiзацiї

Нехай λ довiльний елемент конуса Λ. Позначимо через

Sol(Ξ;Pλ) := Argmax
(α,ρ)∈ Ξ

Pλ(α, ρ)

множину розв’язкiв скалярної задачi (3.10). Нагадаємо, що скалярна задача (3.10)
називається коректно обумовленою, якщо з кожної максимiзацiйної послiдовностi
(αk, ρk)

∞
k=1 ⊂ Ξ (тобто такої, що Pλ(α

k, ρk) → sup(α,ρ)∈Ξ Pλ(α, ρ)) можна вилучити
пiдпослiдовнiсть, яка τ -збiгається до деякої пари з множини Sol(Ξ;Pλ). Нагадаємо
також узагальнення означеного вище поняття, а саме: задачу (3.10) будемо нази-
вати коректно поставленою, якщо кожна максимiзацiйна послiдовнiсть з множини
Ξ\Sol(Ξ;Pλ) має τ -граничну точку в множинi Sol(Ξ;Pλ). Однак, у загальному ви-
падку, задача (3.10) може не бути коректно обумовленою (множина її розв’язкiв
може бути порожньою) чи коректно поставленою.

У багатьох прикладних задачах є сенс послаблювати необхiднi умови, яким по-
виннi задовольняти ефективнi розв’язки задачi векторної оптимiзацiї (3.9). Зокре-
ма, припустимо, що цiльове вiдображення досягає свого ефективного супремума
на множинi Ξ з деякою похибкою. З iншої сторони, множина (Λ, ω)-ефективних
розв’язкiв такої задачi може бути порожньою, тобто ефективний супремум цi-
льового вiдображення є недосяжним на множинi Ξ. Разом з цим, недосяжнiсть
супремума не означає, що задача векторної оптимiзацiї не має сенсу, оскiльки її
ефективний супремум iснує, а тому може бути наближений з деякою точнiстю.

Означення 11. Будемо казати, що послiдовнiсть (αk, ρk)
∞
k=1 ⊂ Ξ є максимiза-

цiйною для задачi векторної оптимiзацiї (3.9), якщо Pλ(α
k, ρk) ⇀ ξ в L2(Ω), де ξ

елемент з множини SupΛ,ω(α,ρ)∈ ΞP (α, ρ).

Означення 12. Будемо казати, що задача векторної оптимiзацiї (3.9) є коректно
поставленою вiдносно τ -топологiї на Y , якщо вона є розв’язною, i кожна мак-
симiзацiйна послiдовнiсть (αk, ρk)

∞
k=1 ⊂ Ξ має τ -збiжну пiдпослiдовнiсть до дея-

кої пари Effω(Ξ;P ; Λ). У цьому випадку максимiзацiйну послiдовнiсть називають
максимiзацiйною послiдовнiстю за Тихоновим. Будемо казати, що задача вектор-
ної оптимiзацiї (3.9) є коректно поставленою за Тихоновим вiдносно τ -топологiї
на Y , якщо вона є розв’язною, i кожна максимiзацiйна послiдовнiсть з множини
Ξ \ Effω(Ξ;P ; Λ) має τ -граничну пару в множинi Effω(Ξ;P ; Λ).

Зауважимо, що маючи максимiзацiйну послiдовнiсть за Тихоновим, можна
гарантувати близькiсть мiж вiдповiдними значеннями цiльового вiдображення i
його ефективним супремумом та близкiсть його наближення до одного з (Λ, ω)-
ефективних розв’язкiв задачi. Проте, навiть в простих прикладних задачах побу-
дова максимiзацiйних послiдовностей за Тихоновим та вiдповiдних наближених
розв’язкiв Тихонова є зазвичай досить складною, а iнколи й не розв’язною зада-
чею. У зв’язку з цим доцiльно послабити умови на наближенi розв’язки задачi
векторної оптимiзацiї (3.9).
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Означення 13. Будемо казати, що пара (α∗, ρ∗) ∈ Ξ є (τ, ω)-узагальненим розв’яз-
ком задачi (3.9), якщо iснує послiдовнiсть

{
(αk, ρk)

}∞
k=1

⊂ Ξ та елемент ξ з мно-
жини SupΛ,ω(α,ρ)∈ΞP (α, ρ) такi, що (αk, ρk)

τ
⇀ (α∗, ρ∗) в Y i P (αk, ρk) ⇀ ξ у просторi

L2(Ω).

Таким чином, задача векторної оптимiзацiї (3.9) може мати наближений роз-
в’язок навiть за вiдсутностi її розв’язностi. Очевидно, що кожний наближений
розв’язок за Тихоновим задачi (3.9) є також (τ, ω)- узагальненим розв’язком.
Проте, навiть якщо є вiдомим (Λ, ω)-ефективний розв’язок ((αeff , ρeff ) ∈
Effω(Ξ;P ; Λ)), то неможна гарантувати близкiсть (τ, ω)-узагальненого розв’язку
(α∗, ρ∗) до множини Effω(Ξ;P ; Λ) в τ -топологiї на Y .

Позначимо через GenEffτ,ω (Ξ;P ; Λ) множину всiх (τ, ω)-узагальнених
розв’язкiв задачi (3.9). Очевидно, що

Effω(Ξ;P ; Λ) ⊆ GenEffτ,ω (Ξ;P ; Λ).

Проте, у загальному випадку, обернене включення

GenEffτ,ω (Ξ;P ; Λ) ⊂ Effω(Ξ;P ; Λ)

не є вiрним. Логiчним наслiдком теореми 2 є наступний результат:

Пропозiцiя 1. За умови виконання припущень теореми 2 оптимiзацiйна задача
(3.9) є коректно поставленою за Тихоновим вiдносно τ -топологiї на Y , i при цьому

GenEffτ,ω (Ξ;P ; Λ) = Effω(Ξ;P ; Λ).

Для того, щоб отримати суттєвi умови, якi б гарантували, що множина (τ, ω)-
узагальнених розв’язкiв задачi (3.9) є не порожньою, скористаємося скалярним
представленням цiєї задачi у виглядi (3.10).

Нехай sc−τ Pλ : Ξ → R — τ -напiвнеперервна зверху регуляризацiя функцiоналу

Pλ(α, ρ) =

∫
Ω

P (α, ρ)λ(x)dx з деяким λ ∈ Λ,

тобто, sc−τ Pλ є найменшим τ -напiвнеперервним зверху функцiоналом, який задо-
вольняє умову: sc−τ Pλ(α, ρ) ≥ Pλ(α, ρ) для ∀(α, ρ) ∈ Ξ. Тодi, згiдно з прямим мето-
дом варiацiйного числення, маємо:

Пропозiцiя 2. Нехай Ξ непорожня пiдмножина з A × C(0, T ;L∞(Ω) ∩ BV (Ω)).
Тодi, для фiксованого λ ∈ Λ кожна максимiзацiйна послiдовнiсть для скалярної
задачi

sup
(α,ρ)∈Ξ

sc−τ Pλ(α, ρ)

має τ -граничну пару, яка є максимумом sc−τ Pλ на Ξ, тобто, Sol(Ξ; sc−τ Pλ) ̸= ∅.
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Теорема 5. Припустимо, що задача векторної оптимiзацiї (3.9) є регулярною.
Нехай задано цiльове вiдображення P : Ξ → L2(Ω) (не обов’язково (Λ, τ × ω)-
напiвнеперервне зверху на Ξ). Тодi має мiсце наступне включення:∪

λ∈Λ♯

Argmax
(α,ρ)∈Ξ

sc−τ Pλ(α, ρ) ⊆ GenEffτ,ω(Ξ;P ; Λ). (4.1)

Доведення. Для початку зауважимо, що для конуса додатних елементiв Λ в про-
сторi L2(Ω) маємо: cor(Λ) ⊂ Λ♯ (див. [13]). Тому квазi-внутрiшнiсть Λ♯ конуса Λ є
не порожньою. Нехай λ довiльний елемент Λ♯. Тодi, згiдно з твердженням 2, iснує
принаймнi одна пара (α∗, ρ∗) ∈ Ξ така, що

(α∗, ρ∗) ∈
(α,ρ)∈Ξ

sc−τ Pλ(α, ρ). (4.2)

Так як sc−τ Pλ(α, ρ) є τ -нн.зв. границею функцiоналу

Pλ(α, ρ) =

∫
Ω

P (α, ρ)λ(x)dx,

то iснує послiдовнiсть (αk, ρk)∞k=1 ⊂ Ξ така, що (αk, ρk)
τ→ (α∗, ρ∗) та

lim
k→∞

∫
Ω

P (αk, ρk)λ(x)dx = sc−τ Pλ(α
∗, ρ∗) ≥

≥ sc−τ Pλ(α, ρ) ≥
∫
Ω

P (α, ρ)λ(x)dx ∀(α, ρ) ∈ Ξ. (4.3)

Оскiльки Λ♯∪{0} непорожнiй випуклий конус в L2(Ω) з непорожньою алгебраїчною
внутрiшнiстю, то цей конус є вiдтворюючим в L2(Ω), тобто [Λ♯∪0]−[Λ♯∪0] = L2(Ω)
(див. [13]). Тодi, згiдно з [4, 16], маємо, що в просторi L2(Ω) впорядкований конус
Λ є нормованим вiдносно норми топологiї L2(Ω), тобто,

y <Λ z ⇒ ∥y∥L2(Ω) < ∥z∥L2(Ω). (4.4)

Тепер, повертаючись до виразу (4.3), отримуємо: iснує число k̂ ∈ N i елемент
ŷ ∈ L2(Ω) такi, що ∫

Ω

P (αk, ρk)λ(x)dx >

∫
Ω

ŷλ(x)dx ∀k > k̂.

Так як λ ∈ Λ♯, це означає, що P (αk, ρk) >Λ ŷ для всiх k > k̂. Використовую-
чи властивiсть (4.4), приходимо до висновку, що iснує константа C > 0 така, що
∥P (αk, ρk)∥L2(Ω) ≤ C для всiх k > k̂. Тому, можемо припустити, що послiдовнiсть{
P (αk, ρk)

}∞
k=1

є обмеженою в L2(Ω). Отже, за теоремою Банаха-Алаоглу, iснує
елемент η ∈ L2(Ω) i пiдпослiдовнiсть з послiдовностi

{
P (αk, ρk)

}∞
k=1

(для якої збе-
режемо той же iндекс k) такi, що P (αk, ρk) ⇀ η в L2(Ω) при k → ∞.
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Припустимо тепер, що

(α∗, ρ∗) ̸∈ GenEffτ,ω(Ξ;P ; Λ). (4.5)

Тодi, згiдно з означенням (13), η ̸∈ SupΛ,ω(α,ρ)∈ΞP (α, ρ). Звiдси випливає, що iснує
елемент ξ ∈ SupΛ,ω(α,ρ)∈ΞP (α, ρ) такий, що ξ >Λ η. Тому ξ − η ∈ Λ \ {0}, i використо-
вуючи той факт, що λ ∈ Λ♯, приходимо до нерiвностi∫

Ω

η(x)λ(x)dx <

∫
Ω

ξ(x)λ(x)dx, (4.6)

яка еквiвалентна наступному

lim
k→∞

∫
Ω

P (αk, ρk)λ(x)dx <

∫
Ω

ξ(x)λ(x)dx.

З iншого боку, для елемента ξ ∈ SupΛ,ω(α,ρ)∈ΞP (α, ρ) iснує послiдовнiсть{
(α̃k, ρ̃k)

}∞
k=1

⊂ Ξ така, що P (α̃k, ρ̃k) ⇀ ξ в L2(Ω).

Оскiльки множина Ξ є секвенцiйно τ -компактною, то можемо припустити, що
(α̃k, ρ̃k)

τ→ (α̃∗, ρ̃∗) ∈ Ξ. Тодi, згiдно з нерiвностю (4.3), отримаємо:

lim
k→∞

∫
Ω

P (αk, ρk)λ(x)dx ≥
∫
Ω

P (α̃i, ρ̃i)λ(x)dx, ∀i ∈ N. (4.7)

Переходячи до границi в (4.7), отримаємо:

lim
k→∞

∫
Ω

P (αk, ρk)λ(x)dx ≥
∫
Ω

ξ(x)λ(x)dx.

Проте, це суперечить нерiвностi (4.6), а отже i (4.5). Таким чином, (α∗, ρ∗) є (τ, ω)-
узагальненим розв’язком задачi векторної оптимiзацiї (3.9).

5. Висновки

У роботi розглянуто задачу векторної оптимiзацiї транспортного потоку на ме-
режi у припущеннi, що цiльовий оператор є слабко напiвнеперервним зверху та
з областю значень в лебеговому просторi L2(Ω). Використовуючи той факт, що
множина допустимих розв’язкiв є секвенцiйно компактною в топологiї τ , встанов-
лено достатнi умови iснування ефективних розв’язкiв означеної вище задачi. Для
означеного класу задач запропоновано поняття узагальнених розв’язкiв та наве-
дено алгоритм їх побудови, який грунтується на iдеї скаляризацiї задач векторної
оптимiзацiї.
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