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Àíîòàöiÿ. Ó ðîáîòi äîñëiäæåíî àëåáðè, ïîðîäæåíi òâiðíèìè çi ñïiââiäíîøåííÿìè òèïó
Òåìïåðëi-Ëiáà, êîìóòàöi¨, îðòîãîíàëüíîñòi òà îäíèì äîäàòêîâèì ñïiââiäíîøåííÿì, àñîöiéîâàíi
ç ãðàôàìè Êîêñòåðà. Äëÿ öèõ àëãåáð äîâåäåíî ñïiâïàäiííÿ ¹äèíîãî íåòðèâiàëüíîãî íåçâiäíîãî
∗-çîáðàæåííÿ (÷îòèðè âèïàäêè) ç ∗-çîáðàæåííÿì àëãåáð áåç äîäàòêîâîãî ñïiââiäíîøåííÿ.

1. Âñòóï
Ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà äîñëiäæåííþ àëãåáð, àñîöiéîâàíèõ ç ãðàôàìè Êîêñòåðà Γ,

ïîðîäæåíèõ ñèñòåìîþ òâiðíèõ, òà ¨õ ∗-çîáðàæåíü. Ãðàôîì Êîêñòåðà Γ íàçèâàþòü
ñêií÷åííèé íåîði¹íòîâàíèé ãðàô Γ = (V, R) áåç êðàòíèõ ðåáåð i ïåòåëü, äå V =
1, ..., n, n = |Γ| � ìíîæèíà âåðøèí, R � ìíîæèíà ðåáåð γij = γji, äå i, j ∈ V, i 6= j,
âñi ðåáðà R ÿêîãî ïîäiëÿþòüñÿ íà äåêiëüêà òèïiâ

R =
∞⊔

m=3

Rm,

äå Rm � ìíîæèíà ðåáåð ãðàôà, ïîçíà÷åíèõ ÷èñëàìè m. Ìè áóäåìî ââàæàòè, ùî
m < ∞. Äëÿ çðó÷íîñòi, êîëè R = R3, âiäïîâiäíèé ãðàô áóäåìî ïîçíà÷àòè Γ. Ó
öüîìó âèïàäêó ìè ìà¹ìî àëãåáðó, àñîöiéîâàíó ç ãðàôîì Γ, òà ïîðîäæåíó ñèñòåìîþ
òâiðíèõ {pi}, pi = p2

i = p∗i , äëÿ ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

pipjpi = τijpi, pjpipj = τijpj, (1.1)

äå i òà j � âåðøèíè ãðàôà Γ, ÿêi ç'¹äíàíi ðåáðîì, à τij ∈ C � ÷èñëî, ÿêèì ïîìi÷åíî
öå ðåáðî.

Âïåðøå ñïiââiäíîøåííÿ âèäó (1.1) ç'ÿâèëèñÿ ó 1971 ðîöi ó ðîáîòi Òåìïåðëi òà
Ëiáà [1] ïðè äîñëiäæåííi äâîìiðíî¨ ìîäåëi ëüîäó òà ìîäåëi Ïîòòñà. Ïðè âiäïîâiäíèõ
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ãðàíè÷íèõ óìîâàõ ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó äëÿ ìîäåëi ëüîäó òàêà ñàìà, ÿê i äëÿ êðè-
òè÷íî¨ ìîäåëi Ïîòòñà, ÿêùî çðîáèòè ó îñòàííié çàìiíó çìiííèõ.

∗-çîáðàæåííÿ àëãåáðè, ïîðîäæåíî¨ äâîìà òâiðíèìè åëåìåíòàìè áåç äîäàòêîâèõ
óìîâ P2 = C〈p1, p2|pi = p2

i = p∗i , i = 1, 2〉 ¹ äîáðå âèâ÷åíèìè. Àëå äîñëiäæåííÿ ∗-
çîáðàæåíü àëãåáðè ç òðüîìà òâiðíèìè îðòîïðîåêòîðàìè P3 áåç äîäàòêîâèõ ñïiââiä-
íîøåíü ¹ âæå íàäçâè÷àéíî ñêëàäíîþ çàäà÷åþ. ßê íàñëiäîê, iñíó¹ âåëèêà êiëüêiñòü
êîíêðåòíèõ àëãåáð, ïîðîäæåíèõ îðòîïðîåêòîðàìè ç äîäàòêîâèìè ñïiââiäíîøåííÿ-
ìè, äîñëiäæåííÿ ÿêèõ âèêîðèñòîâó¹ ðiçíîìàíiòíi ìåòîäè òà ïðèéîìè.

Àëãåáðè çi ñïiââiäíîøåííÿì qjpqj = τqj, j = 1, n ðàçîì ç ëiíiéíèìè ñïiâ-
âiäíîøåííÿìè òà ¨õ ∗-çîáðàæåííÿ âèâ÷àëèñü ó ðîáîòàõ êè¨âñüêèõ ìàòåìàòèêiâ
Ñ. À. Êðóãëÿêà, Â. Ë. Îñòðîâñüêîãî, Í.Ä. Ïîïîâîé, Ñ. Â. Ïîïîâè÷à, Â. I. Ðà-
áàíîâè÷à, Þ. Ñ. Ñàìîéëåíêî, Î.Â. Ñòðiëüöÿ òà iíøèõ (äèâ. [2, 3, 4, 5, 6, 7]).

Ó äiéñíié ðîáîòi ìè äîñëiäæó¹ìî àëãåáðè AΓ,τ,1⊥, ïîðîäæåíi òâiðíèìè çi ñïiââiä-
íîøåííÿìè òèïó Òåìïåðëi-Ëiáà, êîìóòàöi¨, îðòîãîíàëüíîñòi òà îäíèì äîäàòêîâèì
ñïiââiäíîøåííÿì, àñîöiéîâàíi ç ãðàôàìè Êîêñòåðà Γ. Äëÿ öèõ àëãåáð äîâåäåíî
ñïiâïàäiííÿ ¹äèíîãî íåòðèâiàëüíîãî íåçâiäíîãî ∗-çîáðàæåííÿ (÷îòèðè âèïàäêè) ç
∗-çîáðàæåííÿì àëãåáð AΓ,τ,⊥.

2. Àëãåáðè çi ñïiââiäíîøåííÿìè òèïó Òåìïåðëi-Ëiáà
Ðîçãëÿíåìî ðåçóëüòàòè, ÿêi áóëî îòðèìàíî äëÿ àëãåáð, àñîöiéîâàíèõ ç ãðàôàìè

òà ïîðîäæåíèõ ñèñòåìîþ òâiðíèõ ç ñïiââiäíîøåííÿìè òèïó Òåìïåðëi-Ëiáà.
Íåõàé Γ � äîâiëüíèé ñêií÷åííå íåîði¹íòîâàíèé ãðàô áåç êðàòíèõ ðåáåð òà ïå-

òåëü. V Γ òà EΓ ⊂ V Γ×V Γ � ìíîæèíè âiäïîâiäíî âåðøèí òà ðåáåð ãðàôà Γ. Íåõàé
τ : EΓ → (0; 1) � äåÿêà ðîçñòàíîâêà ÷èñåë íà ðåáðàõ ãðàôà Γ. Äîâiëüíèì ÷èíîì
îòîòîæíèìî âåðøèíè ãðàôà ç ÷èñëàìè 0, ..., | V Γ | −1. Ïîçíà÷èìî τ(i, j) = τij = τji.

Îçíà÷åííÿ 1. Àëãåáðîþ AΓ,τ,⊥ ¹ àëãåáðà ç îäèíèöåþ íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ
÷èñåë, ïîðîäæåíó iäåìïîòåíòàìè {pi, i ∈ V Γ}, ç ñïiââiäíîøåííÿìè:

{
pipjpi = τijpi, pjpipj = τijpj, ÿêùî {i, j} ∈ EΓ;
pipj = pjpi = 0, iíàêøå .

Ó ïîäàëüøîìó ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè AΓ,τ,⊥ ÿê ∗-àëãåáðó, ìàþ÷è íà óâàçi
íàñòóïíó iíâîëþöiþ:

(pi1pi2 ...pik)
∗ = pikpik−1

...pi1 .

Äëÿ òàêèõ àëãåáð ó âèïàäêó, êîëè ÷èñëà τij äîðiâíþþòü îäíå îääíîìó, çîáðà-
æåííÿ ðîçãëÿäàëèñü ó ðîáîòi [8] äëÿ ãàðôà, ÿêèé ¹ ëàíöþãîì, òà ó ðîáîòi [9] äëÿ
ãðàôà, ÿêèé ¹ öèêëîì.

Áóäåìî ââàæàòè, ùî Γ � ãðàô íå áiëüøå íiæ ç îäíèì öèêëîì. Ðîçãëÿíåìî òåî-
ðåìó, ÿêó íàâåäåíî ó ðîáîòi [10], ÿêà äîâîçëÿ¹ ðîáèòè âèñíîâêè ïðî ðàíãè òâiðíèõ
åëåìåíòiâ àëãåáðè AΓ,τ,⊥.
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Òåîðåìà 1. ßêùî AΓ,τ,⊥ ìà¹ íåòðèâiàëüíi íåçâiäíi çîáðàæåííÿ, òî ðàíãè âñiõ
òâiðíèõ-ïðîåêòîðiâ ó íèõ äîðiâíþþòü 1.

Îáãðóíòóâàííÿ öi¹¨ òåîðåìè ñóòò¹âî âèêîðèñòîâó¹ íàñòóïíó ëåìó.
Ëåìà 1. Àëãåáðà AΓ,τ,⊥ íå ìà¹ áåñêiíå÷åíîâèìiðíèõ íåçâiäíèõ çîáðàæåíü ó ãiëü-
áåðòîâîìó ïðîñòîði.

Íåõàé êiëüêiñòü âåðøèí ó ãðàôi | V Γ |= n. Ðîçãëÿíåìî ñàìîñïðÿæåíó ìàòðèöþ
A = A(Γ, τ) = {Ai,j}n−1

i,j=0, äå Ai,j = 0, ÿêùî âåðøèíè i òà j äåðåâà Γ íå ç'¹äíàíi
ðåáðîì, òà Ai,j =

√
τij íàâïàêè.

Òåîðåìà 2. Íåõàé Γ � äåðåâî. Íåòðèâiàëüíå çîáðàæåííÿ àëãåáðè AΓ,τ,⊥ iñíó¹
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ìàòðèöÿ A(Γ, τ) ¹ íåâiä'¹ìíî âèçíà÷åííîþ. Íåçâiäíå
íåòðèâiàëüíå çîáðàæåííÿ AΓ,τ,⊥ ¹äèíå ç òî÷íiñòþ äî óíiòàðíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi,
òà éîãî ðîçìiðíiñòü äîðiâíþ¹ ðàíãó ìàòðèöi A(Γ, τ).

Ó ðîáîòi [11] ïðèâåäåíî òà îáãðóíòîâàíî äâà àëãîðèòìè, ÿêi äîçâîëÿþòü áóäóâà-
òè íåçâiäíi çîáðàæåííÿ àëãåáðè AΓ,τ,⊥, àñîöiéîâàíî¨ ç ñêií÷åííèì íåîði¹íòîâàíèì
äåðåâîì Γ. Ïåðøèé âèêîíó¹ ðîçìiòêó äåðåâà. Ïðè öüîìó âåðøèíè äåðåâà îòðè-
ìóþòü ìiòêè ai ç äîïîìîãîþ ÿêèõ äðóãèé àëãîðèòì áóäó¹ ôîðìóëè çîáðàæåííÿ.
Ðîçìiòêà äåðåâà Γ áóäå âèêîíàíà êîððåêòíî, ÿêùî ïiä ÷àñ ðîáîòè àëãîðèòìó áóäóòü
îòðèìàíi ìiòêè ai > 0, à îñòàííÿ ìiòêà aj ≥ 0.

ßêùî ΣΓ � ìíîæèíà ðîçñòàíîâîê τ , äëÿ ÿêèõ iñíóþòü íåòðèâiàëüíi íåçâiäíi
çîáðàæåííÿ ∗-àëãåáðè AΓ,τ,⊥, à ΩΓ � ìíîæèíà ðîçñòàíîâîê τ , äëÿ ÿêèõ iñíóþòü
êîðåêòíi ðîçìiòêè äåðåâà Γ, òî ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà òåîðåìà.
Òåîðåìà 3. ßêùî Γ � äåðåâî, òî äëÿ ∗-àëãåáðè AΓ,τ,⊥ ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü ΩΓ = ΣΓ.

Ç äîêàçó òåîðåìè îòðèìàíî
Íàñëiäîê 1. ßêùî äëÿ äåðåâà Γ âèêîíàíà êîðåêòíà ðîçìiòêà, òî ðîçìiðíiñòü
çîáðàæåííÿ àëãåáðè AΓ,τ,⊥ àáî äîðiâíþ¹ n, ÿêùî îñòàííÿ ìiòêà aj > 0, àáî äîðiâ-
íþ¹ n− 1, ÿêùî aj = 0. Iíøi ðîçìiðíîñòi íåìîæëèâi.

Ìiòêè ai òàêîæ âèêîðèñòîâóþòüñÿ ÿê iíäiêàòîðè iñíóâàííÿ çîáðàæåííÿ ∗-àë-
ãåáðè. Òàê ó ðîáîòi [12] áóëî îòðèìàíî ôîðìóëè çîáðàæåíü äëÿ ∗-àëãåáð AΓ,τ,⊥,
àñîöiîéâàíèõ ç ïðîñòèìè äiàãðàìàìè Äèíêiíà òà ïðîñòèìè ðîçøèðåíèìè äiàãðà-
ìàìè Äèíêiíà D̃n, Ẽ6, Ẽ7, Ẽ8 ç ðiçíèìè ïàðàìåòðàìè τ . Òàêîæ ó ðîáîòi îòðèìàíî
îïèñ ïàðàìåòðiâ äëÿ ∗-àëãåáð AΓ,τ,⊥ ç äâîìà ïàðàìåòðàìè τ1 òà τ2, àñîöiéîâàíèõ ç
ïðîñòèìè òà ïðîñòèìè ðîçøèðåíèìè äiàãðàìàìè Äèíêiíà D̃n, Ẽ6, Ẽ7, Ẽ8.

Íåõàé Γ, ÿê i ðàíiøå, ¹ äåÿêèì ñêií÷åííèì íåîði¹íòîâàíèì äåðåâîì áåç êðàòíèõ
ðåáåð òà ïåòåëü. Êiëüêiñòü âåðøèí | V Γ |= n, ìíîæèíè ðåáåð � | EΓ |= n − 1.
Äîâiëüíèì ÷èíîì çàíóìåðó¹ìî âåðøèíè ãðàôà ÷èñëàìè i = 1, n òà âèêîíà¹ìî
ðîçòàøóâàííÿ ÷èñåë íà ðåáðàõ τ : EΓ → (0; 1). Ïðè öüîìó êîæíå ðåáðî ãðàôà ç
âåðøèíàìè i òà j îòðèìà¹ ìiòêó τij = τji.

Óñi íåñóìiæíi âåðøèíè äåðåâà Γ, êðiì äâîõ, ç'¹äíà¹ìî ïóíêòèðíèìè ðåáðàìè.
Íå îáìåæóþ÷è ñïiëüíiñòü ìiðêóâàíü, áóäåìî ââàæàòè, ùî íåñóìiæíi âåðøèíè, ÿêi
íå ç'¹äíàíi ïóíêòèðíèì ðåáðîì, ìàþòü ìiòêè k òà m. Ðîçãëÿíåìî àëãåáðó AΓ,τ,1⊥.
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Îçíà÷åííÿ 2. Àëãåáðîþ AΓ,τ,1⊥ íàçâåìî àñîöiàòèâíó àëãåáðó ç îäèíèöåþ íàä
ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, ïîðîäæåíó iäåìïîòåíòàìè pi, i ∈ V Γ, çi ñïiââiäíîøåí-
íÿìè:





pipjpi = τijpi, pjpipj = τijpj, ÿêùî {i, j} ∈ EΓ;
pipj = pjpi, ÿêùî {i, j}∈EΓ, òà {i, j} 6= {k, m};
pkpm = pmpk = 0.

Âiäïîâiäíî ∗-àëãåáðîþ AΓ,τ,1⊥ íàçâåìî àëãåáðó AΓ,τ,1⊥ ç iíâîëþöi¹þ

(pi1pi2 ...pik)
∗ = pikpik−1

...pi1 .

Òàêèì ÷èíîì, ïóíêòèðíi ðåáðà ãðàôà âiäïîâiäàþòü ñïiââiäíîøåííÿì êîìóòàöi¨
ìiæ âiäïîâiäíèìè iäåìïîòåíòàìè, à íåñóìiæíiñòü òà âiäñóòíiñòü ïóíêòèðíîãî ðåáðà
âiäïîâiäà¹ ñïiââiäíîøåííþ îðòîãîíàëüíîñòi.

Ó ðîáîòi [13] äîâåäåíî íàñòóïíó òåîðåìó.

Òåîðåìà 4. Íåõàé Γ � äåðåâî. ßêùî ó Γ âiäñòàíü ìiæ âñÿêîþ ïàðîþ âèñÿ÷èõ
âåðøèí áiëüøå äâîõ, òî ∗-àëãåáðè AΓ,τ,⊥ òà AΓ,τ,1⊥ ñïiâïàäàþòü.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíå ñêií÷åííå íåîði¹íòîâàíå äåðåâî Γ áåç êðàòíèõ ðåáåð òà
ïåòåëü, | V Γ |= n, | EΓ |= n − 1. Äîâiëüíèì ÷èíîì çàíóìåðó¹ìî âåðøèíè ãðàôà
÷èñëàìè i = 1, n òà âèêîíà¹ìî ðîçòàøóâàííÿ ÷èñåë íà ðåáðàõ τ : EΓ → (0; 1).
Ç óñiõ âåðøèí ãðàôà Γ îáåðåìî äâi äîâiëüíi ñóìiæíi âåðøèíè. Íå ïîðóøóþ÷è
ñïiëüíiñòü ìiðêóâàíü, áóäåìî ââàæàòè, ùî öi âåðøèíè ìàþòü ìiòêè 1 òà 2. Ðåáðî
ìiæ öèìè âåðøèíàìè ïîçíà÷èìî öèôðîþ 4. Òîáòî äëÿ ìíîæèíè ðåáåð äåðåâà Γ
âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü R = R3

⊔
R4, äå | R4 |= 1. Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó àëãåáðó.

Îçíà÷åííÿ 3. Àëãåáðîþ AΓ,τ,⊥ íàçâåìî àñîöiàòèâíó àëãåáðó ç îäèíèöåþ íàä ïî-
ëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, ïîðîäæåíó iäåìïîòåíòàìè pi, i ∈ V Γ, çi ñïiââiäíîøåííÿìè:





pipjpi = τijpi, pjpipj = τijpj, ÿêùî {i, j} ∈ EΓ òà {i, j} 6= {1, 2};
pipj = pjpi = 0, ÿêùî {i, j}∈EΓ;
(p1p2)

2 = τ12p1p2, (p2p1)
2 = τ12p2p1.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç e ðåáðî äåðåâà Γ, ÿêå ¹ iíöåäåíòíèì äî âåðøèí 1 òà 2, òîá-
òî e = {1, 2}. Îñêiëüêè Γ � äåðåâî, òî ïðè âèäàëåííi ðåáðà e ìè îòðèìà¹ìî äâi
êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi Γ1 òà Γ2, ÿêi òåæ ¹ äåðåâàìè. Òàêèì ÷èíîì Γ− e = Γ1

⋃
Γ2.

Íåõàé | V Γ1 |= n1 òà | V Γ2 |= n2. Ïðè öüîìó n1 + n2 = n.
Íåõàé π : AΓ,τ,⊥ → L(H) � íåçâiäíå çîáðàæåííÿ ∗-àëãåáðè AΓ,τ,⊥, ïîçíà÷èìî

π(pi) = Pi. Äëÿ äàíî¨ àëãåáðè, ç óðàõóâàííÿì ââåäåíèõ ïîçíà÷åíü, ó ðîáîòi [14]
äîâåäåíî íàñòóïíó òåîðåìó.

Òåîðåìà 5. Íåõàé Γ � äåðåâî, à π � íåçâiäíå çîáðàæåííÿ ∗-àëãåáðè AΓ,τ,⊥. Òîäi
ìîæëèâèé ëèøå îäèí ç íàñòóïíèõ ÷îòèðüîõ âèïàäêiâ:
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1) ßêùî äëÿ äåÿêîãî i, i ∈ V Γ1 ìà¹ ìiñöå Pi = 0, òî äëÿ äîâiëüíîãî j ∈ V Γ1

ìà¹ ìiñöå Pj = 0, à iíøi îðòîïðîåêòîðè ñïiâïàäàþòü ç îðòîïðîåêòîðàìè
çîáðàæåííÿ àëãåáðè AΓ2,τ,⊥.

2) ßêùî äëÿ äåÿêîãî i, i ∈ V Γ2 ìà¹ ìiñöå Pi = 0, òî äëÿ äîâiëüíîãî j ∈ V Γ2

ìà¹ ìiñöå Pj = 0, à iíøi îðòîïðîåêòîðè ñïiâïàäàþòü ç îðòîïðîåêòîðàìè
çîáðàæåííÿ àëãåáðè AΓ1,τ,⊥.

3) ßêùî äëÿ äåÿêîãî i, i ∈ V Γ1 òà äåÿêîãî j, j ∈ V Γ2 ìà¹ ìiñöå Pi = Pj = 0,
òî çîáðàæåííÿ π ¹ òðèâiàëüíèì.

4) ßêùî óñi îðòîïðîåêòîðè Pi 6= 0, òî π ¹ çîáðàæåííÿì ∗-àëãåáðè AΓ,τ,⊥.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç p1,m äîáóòîê m ïåðåìiæíèõ ñïiâìíîæíèêiâ p1 òà p2, ÿêèé
ïî÷èíà¹òüñÿ ç p1, òà ÷åðåç p2,m àíàëîãi÷íèé äîáóòîê, ÿêèé ïî÷èíà¹òüñÿ ç p2.

ßêùî ðåáðî ìiæ âåðøèíàìè 1 òà 2 ãðàôà Γ ïîçíà÷èòè öèôðîþ m,m ≥ 4,
òîáòî ÿêùî äëÿ ìíîæèíè ðåáåð äåðåâà Γ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü R = R3

⊔
Rm, äå

| Rm |= 1, òî ìîæíà ââåñòè ó ðîçãëÿä íàñòóïíó àëãåáðó.

Îçíà÷åííÿ 4. Àëãåáðîþ AΓ,τ,⊥ íàçâåìî àñîöiàòèâíó àëãåáðó ç îäèíèöåþ íàä ïî-
ëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, ïîðîäæåíó iäåìïîòåíòàìè pi, i ∈ V Γ, çi ñïiââiäíîøåííÿìè:





pipjpi = τijpi, pjpipj = τijpj, ÿêùî {i, j} ∈ EΓ è {i, j} 6= {1, 2};
pipj = pjpi = 0, ÿêùî {i, j}∈EΓ;
p1,m = τ12p1,m−2, p2,m = τ12p2,m−2.

Äëÿ äàíî¨ àëãåáðè ó ðîáîòi [14] îòðèìàíî àíàëîãi÷íi ðåçóëüòàòè.

Òåîðåìà 6. Íåõàé Γ � äåðåâî, à π � íåçâiäíå çîáðàæåííÿ ∗-àëãåáðè AΓ,τ,⊥. Òîäi
ìîæëèâèé ëèøå îäèí ç íàñòóïíèõ âèïàäêiâ:

1) ßêùî äëÿ äåÿêîãî i ∈ V Γ1 ìà¹ìî Pi = 0, òî äëÿ äîâiëüíîãî j ∈ V Γ1 ìà¹ ìiñöå
Pj = 0, à iíøi îðòîïðîåêòîðè ñïiâïàäàþòü ç îðòîïðîåêòîðàìè çîáðàæåííÿ
àëãåáðè AΓ2,τ,⊥.

2) ßêùî äëÿ äåÿêîãî i ∈ V Γ2 ìà¹ìî Pi = 0, òî äëÿ äîâiëüíîãî j ∈ V Γ2 ìà¹ ìiñöå
Pj = 0, à iíøi îðòîïðîåêòîðè ñïiâïàäàþòü ç îðòîïðîåêòîðàìè çîáðàæåííÿ
àëãåáðè AΓ1,τ,⊥.

3) ßêùî äëÿ äåÿêîãî i ∈ V Γ1 òà äëÿ äåÿêîãî j ∈ V Γ2 ìà¹ìî Pi = Pj = 0, òî
çîáðàæåííÿ π ¹ òðèâiàëüíèì.

4) ßêùî óñi îðòîïðîåêòîðè Pi 6= 0, òî π ¹ ∗-çîáðàæåííÿì àëãåáðè AΓ,τ,⊥.
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3. Çîáðàæåííÿ àëãåáðè AΓ,τ,1⊥, ïîâ'ÿçàíî¨ ç ãðàôîì Êîêñòåðà
Γ, R = R3

⊔
Rm, |Rm| = 1, m ≥ 4, çi ñïiââiäíîøåííÿìè

êîìóòàöi¨ òà îäíèì ñïiââiäíîøåííÿì îðòîãîíàëüíîñòi
Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíå ñêií÷åííå íåîði¹íòîâàíå äåðåâî Γ áåç êðàòíèõ ðåáåð òà

ïåòåëü, | V Γ |= n, | EΓ |= n − 1. Äîâiëüíèì ÷èíîì çàíóìåðó¹ìî âåðøèíè ãðàôà
÷èñëàìè i = 1, n òà âèêîíà¹ìî ðîçòàøóâàííÿ ÷èñåë íà ðåáðàõ τ : EΓ → (0; 1).
Ââàæà¹ìî, ùî Γ ¹ ãðàôîì Êîêñòåðà, òà R = R3

⊔
R4, |R4| = 1. Ìiæ óñiìè ïàðà-

ìè íåñóìiæíèõ âåðøèí, êðiì îäí¹¨ ïàðè, ïðîâåäåìî ïóíêòèðíi ðåáðà. Íåõàé ïàðà
íåñóìiæíèõ âåðøèí, ÿêi íå ç'¹äíàíi ïóíêòèðíèì ðåáðîì, ìà¹ ìiòêè k òà u. Îáåðå-
ìî äâi ñóìiæíi âåøèíè òà íà ðåáði, ÿêå ç'¹äíó¹ öi âåðøèíè, ïîñòàâèìî ÷èñëî 4. Íå
ïîðóøóþ÷è ñïiëüíiñòü ìiðêóâàíü, ââàæà¹ìî, ùî öi âåðøèíè ìàþòü ìiòêè 1 òà 2.
Îçíà÷åííÿ 5. Àëãåáðîþ AΓ,τ,1⊥ íàçâåìî àñîöiàòèâíó àëãåáðó ç îäèíèöåþ íàä
ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, ïîðîäæåíó iäåìïîòåíòàìè pi, i ∈ V Γ, çi ñïiââiäíîøåí-
íÿìè:




pipjpi = τijpi, pjpipj = τijpj, ÿêùî {i, j} ∈ EΓ òà {i, j} 6= {1, 2};
pipj = pjpi, ÿêùî {i, j}∈EΓ, {i, j} 6= {k, u};
pkpu = pupk = 0;
(p1p2)

2 = τ12p1p2, (p2p1)
2 = τ12p2p1.

Âiäïîâiäíî ∗-àëãåáðîþ AΓ,τ,1⊥ íàçâåìî àëãåáðó AΓ,τ,1⊥ ç iíâîëþöi¹þ
(pi1pi2 ...pis)

∗ = pispis−1 ...pi1 .
Çàçíà÷èìî, ùî íàÿâíiñòü ïóíêòèðíîãî ðåáðà ìiæ íåñóìiæíèìè âåðøèíàìè i òà

j äåðåâà Γ îçíà÷à¹, ùî äëÿ âiäïîâiäíèõ òâiðíèõ åëåìåíòiâ pi òà pj àëãåáðè AΓ,τ,1⊥
âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ pipj = pjpi.

Íåõàé e � ðåáðî äåðåâà Γ, ÿêå ¹ iíöåäåíòíèì äî âåðøèí 1 òà 2, òîáòî e = {1, 2}.
Îñêiëüêè Γ � äåðåâî, òî ïðè âèäàëåííi ðåáðà e ìè îòðèìà¹ìî äâi êîìïîíåíòè
çâ'ÿçíîñòi Γ1 òà Γ2, ÿêi òåæ ¹ äåðåâàìè. Òàêèì ÷èíîì Γ− e = Γ1

⋃
Γ2. Òîäi äëÿ

àëãåáðè AΓ,τ,1⊥ ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà òåîðåìà.
Òåîðåìà 7. ßêùî Γ, Γ1, Γ2 � äåðåâà, ó ÿêèõ âiäñòàíü ìiæ äîâiëüíîþ ïàðîþ âè-
ñÿ÷èõ âåðøèí áiëüøå íiæ 2, òî äëÿ àëãåáðè AΓ,τ,1⊥ ìàþòü ìiñöå òâåðäæåííÿ:

1) ßêùî âåðøèíè k, u ∈ V Γ1, òî äëÿ äâîõ äîâiëüíèõ òâiðíèõ åëåìåíòiâ pi òà
pj àëãåáðè AΓ,τ,1⊥ òàêèõ, ùî {i, j}∈EΓ òà i, j ∈ V Γ1 âèêîíó¹òüñÿ pipj =
pjpi = 0.

2) ßêùî âåðøèíè k, u ∈ V Γ2, òî äëÿ äâîõ äîâiëüíèõ òâiðíèõ åëåìåíòiâ pi òà
pj àëãåáðè AΓ,τ,1⊥ òàêèõ, ùî {i, j}∈EΓ òà i, j ∈ V Γ2 âèêîíó¹òüñÿ pipj =
pjpi = 0.

3) ßêùî âåðøèíà k ∈ V Γ1, âåðøèíà u ∈ V Γ2, òî äëÿ äâîõ äîâiëüíèõ òâiðíèõ
åëåìåíòiâ pi òà pj àëãåáðè AΓ,τ,1⊥ òàêèõ, ùî {i, j}∈EΓ òà i ∈ V Γ1, j ∈ V Γ2

âèêîíó¹òüñÿ pipj = pjpi = 0.
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Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî òâåðäæåííÿ 1).
Ðîçãëÿíåìî àëãåáðó, ïîðîäæåíó òâiðíèìè pi, i ∈ V Γ1 ç òèìè æ ñïiââiäíîøåí-

íÿìè. Öå àëãåáðà AΓ1,τ,1⊥. Òîäi çà Òåîðåìîþ 4 ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü AΓ1,τ,1⊥ = AΓ1,τ,⊥.
Òàêèì ÷èíîì, òâåðäæåííÿ 1) äîâåäåíî.

Òâåðäæåííÿ 2) äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî.
Äîâåäåìî òâåðäæåííÿ 3).
Ðîçãëÿíåìî äâà äîâiëüíèõ òâiðíèõ åëåìåíòà pi òà pj àëãåáðè AΓ,τ,1⊥, äå i ∈ V Γ1,

j ∈ V Γ2. Îñêiëüêè Γ1 òà Γ2 � äåðåâà, òî iñíóþòü ¹äèíi íàéêîðîòøi øëÿõè âiä âåð-
øèíè i äî âåðøèíè k òà âiä âåðøèíè j äî âåðøèíè u. Íåõàé øëÿõ âiä âåðøèíè i äî
âåðøèíè k ïðîõîäèòü êðiçü âåðøèíè i1, i2, ..., is, à øëÿõ âiä âåðøèíè j äî âåðøèíè
u ïðîõîäèòü êðiçü âåðøèíè j1, j2, ..., jr. Ïîêàæåìî, ùî pipj = pjpi = 0. Âèêîðèñòî-
âóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ òâiðíèõ åëåìåíòiâ àëãåáðè AΓ,τ,1⊥, îòðèìó¹ìî:

pjpi = pipj =
pipi1pipj

τii1

=
pipi1pjpi

τii1

= ... =

=
pipi1pi2 ...pispkpjpis ...pi2pi1pi

τii1τi1i2 ...τisk

=
pipi1pi2 ...pispkpjpj1pjpis ...pi2pi1pi

τii1τi1i2 ...τiskτjj1

=

=
pipi1pi2 ...pispjpkpj1pjpis ...pi2pi1pi

τii1τi1i2 ...τiskτjj1

= ... =

=
pipi1pi2 ...pispjpj1pj2 ...pjrpkpupjr ...pj2pj1pjpis ...pi2pi1pi

τii1τi1i2 ...τiskτjj1τj1j2 ...τjru

= 0.

Òàêèì ÷èíîì, âðàõîâóþ÷è äîâiëüíiñòü òâiðíèõ åëåìåíòiâ pi òà pj, òâåäæåííÿ 3)
äîâåäåíî.

Àíàëîãi÷íèì ÷èíîì, ìîæëèâî ââåñòè ó ðîçãëÿä àëãåáðó, ó ÿêié íå ¹äèíå ñïiâ-
âiäíîøåííÿ îðòîãîíàëüíîñòi, à r, òîáòî, àëãåáðó AΓ,τ,r⊥.

Ðîçãëÿíåìî àëåáðó ç òðüîìà ñïiââiäíîøåííÿìè îðòîãîíàëüíîñòi AΓ,τ,3⊥. Íåõàé
ñïiââiäíîøåííÿ îðòîãîíàëüíîñòi âèêîíóþòüñÿ äëÿ òðüîõ ïàð òâiðíèõ:

pk1pu1 = pu1pk1 = 0; pk2pu2 = pu2pk2 = 0; pk3pu3 = pu3pk3 = 0. (3.1)

Òîäi ç Òåîðåìè 7 îòðèìó¹ìî íàñòóïíèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 2. ßêùî Γ, Γ1, Γ2 � äåðåâà, ó ÿêèõ âiäñòàíü ìiæ äîâiëüíîþ ïàðîþ âè-
ñÿ÷èõ âåðøèí áiëüøå íiæ 2, òà äëÿ òâiðíèõ pk1, pk2, pk3, pu1, pu2, pu3 àëãåáðè
AΓ,τ,3⊥ âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (3.1), äå k1, u1, k3 ∈ V Γ1, à k2, u2, u3 ∈ V Γ1,
òî àëãåáðè AΓ,τ,3⊥ òà AΓ,τ,⊥ ñïiâïàäàþòü.

Ïðèïóñòèìî, ùî ó àëãåáðè AΓ,τ,3⊥ iñíó¹ íåçâiäíå çîáðàæåííÿ π : AΓ,τ,3⊥ →
L(H), π(pi) = Pi. Òîäi, âðàõîâóþ÷è Íàñëiäîê 2 òà Òåîðåìó 5, ìè îòðèìó¹ìî òåîðå-
ìó.
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Òåîðåìà 8. ßêùî Γ, Γ1, Γ2 � äåðåâà, ó ÿêèõ âiäñòàíü ìiæ äîâiëüíîþ ïàðîþ âèñÿ-
÷èõ âåðøèí áiëüøå íiæ 2, òà äëÿ òâiðíèõ pk1, pk2, pk3, pu1, pu2, pu3 àëãåáðè AΓ,τ,3⊥
âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (3.1), äå k1, u1, k3 ∈ V Γ1, à k2, u2, u3 ∈ V Γ2, òî äëÿ
çîáðàæåííÿ π ∗-àëãåáðè AΓ,τ,3⊥ ìîæëèâèé ëèøå îäèí ç ÷îòèðüîõ íàñòóïíèõ âè-
ïàäêiâ:

1) ßêùî äëÿ äåÿêîãî i, i ∈ V Γ1 ìà¹ ìiñöå Pi = 0, òî äëÿ äîâiëüíîãî j ∈ V Γ1

ìà¹ ìiñöå Pj = 0, à iíøi îðòîïðîåêòîðè ñïiâïàäàþòü ç îðòîïðîåêòîðàìè
çîáðàæåííÿ àëãåáðè AΓ2,τ,⊥.

2) ßêùî äëÿ äåÿêîãî i, i ∈ V Γ2 ìà¹ ìiñöå Pi = 0, òî äëÿ äîâiëüíîãî j ∈ V Γ2

ìà¹ ìiñöå Pj = 0, à iíøi îðòîïðîåêòîðè ñïiâïàäàþòü ç îðòîïðîåêòîðàìè
çîáðàæåííÿ àëãåáðè AΓ1,τ,⊥.

3) ßêùî äëÿ äåÿêîãî i, i ∈ V Γ1 òà äåÿêîãî j, j ∈ V Γ2 ìà¹ ìiñöå Pi = Pj = 0,
òî çîáðàæåííÿ π ¹ òðèâiàëüíèì.

4) ßêùî óñi îðòîïðîåêòîðè Pi 6= 0, òî π ¹ çîáðàæåííÿì ∗-àëãåáðè AΓ,τ,⊥.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ àëãåáðè AΓ,τ,3⊥, ïðè óìîâàõ ç Òåîðåìè 8, ìîæëèâà ïîáóäîâà
íåçâiäíîãî çîáðàæåííÿ ç äîïîìîãîþ àëãîðèòìà, ÿêèé áóëî íàâåäåíî ó ïîïåðåäíüî-
ìó ïóíêòi.

Íåõàé ÿê i ðàíiøå Γ � äîâiëüíå ñêií÷åííå íåîði¹íòîâàíå äåðåâî áåç êðàòíèõ
ðåáåð òà ïåòåëü, | V Γ |= n, | EΓ |= n− 1. Äîâiëüíèì ÷èíîì çàíóìåðó¹ìî âåðøèíè
ãðàôà ÷èñëàìè i = 1, n òà âèêîíà¹ìî ðîçòàøóâàííÿ ÷èñåë íà ðåáðàõ τ : EΓ →
(0; 1). Ââàæà¹ìî, ùî Γ ¹ ãðàôîì Êîêñòåðà, òà R = R3

⊔
Rm, |Rm| = 1, m ≥ 5. Ìiæ

óñiìà ïàðàìè íåñóìiæíèõ âåðøèí, êðiì îäíi¹¨ ïàðè, ïðîâåäåìî ïóíêòèðíi ðåáðà.
Íåõàé ïàðà íåñóìiæíèõ âåðøèí, ÿêi íå ç'¹äíàíi ïóíêòèðíèì ðåáðîì, ìà¹ ìiòêè k
òà u. Îáåðåìî äâi ñóìiæíi âåðøèíè òà íà ðåáði, ÿêå ç'¹äíó¹ öi âåðøèíè, ïîñòàâèìî
÷èñëî m, m ≥ 5. Íå ïîðóøóþ÷è ñïiëüíiñòü ìiðêóâàíü, ââàæà¹ìî, ùî öi âåðøèíè
ìàþòü ìiòêè 1 òà 2. Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó àëãåáðó.

Îçíà÷åííÿ 6. Àëãåáðîþ AΓ,τ,1⊥ íàçâåìî àñîöiàòèâíó àëãåáðó ç îäèíèöåþ íàä
ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, ïîðîäæåíó iäåìïîòåíòàìè pi, i ∈ V Γ, çi ñïiââiäíîøåí-
íÿìè:





pipjpi = τijpi, pjpipj = τijpj, ÿêùî {i, j} ∈ EΓ òà {i, j} 6= {1, 2};
pipj = pjpi, ÿêùî {i, j}∈EΓ, {i, j} 6= {k, u};
pkpu = pupk = 0;
p1,m = τ12p1,m−2, p2,m = τ12p2,m−2.

Âiäïîâiäíî ∗-àëãåáðîþ AΓ,τ,1⊥ íàçâåìî àëãåáðó AΓ,τ,1⊥ ç iíâîëþöi¹þ

(pi1pi2 ...pis)
∗ = pispis−1 ...pi1 .
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Íåõàé e � ðåáðî äåðåâà Γ, ÿêå ¹ iíöåäåíòíèì äî âåðøèí 1 òà 2, òîáòî e = {1, 2}.
Îñêiëüêè Γ � äåðåâî, òî ïðè âèäàëåííi ðåáðà e ìè îòðèìà¹ìî äâi êîìïîíåíòè
çâ'ÿçíîñòi Γ1 òà Γ2, ÿêi òåæ ¹ äåðåâàìè. Òàêèì ÷èíîì Γ− e = Γ1

⋃
Γ2.

Îñêiëüêè òâåðäæåííÿ, ÿêi áóëî äîâåäåíî äëÿ àëãåáð AΓ,τ,1⊥ òà AΓ,τ,3⊥ ñóòòåâî
íå âèêîðèñòîâóþòü ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ òâiðíèõ åëåìåíòiâ ç ÷åòâiðêîþ, òî ìè îòðè-
ìó¹ìî íàñòóïíi íàñëiäêè.

Íàñëiäîê 3. ßêùî Γ, Γ1, Γ2 � äåðåâà, ó ÿêèõ âiäñòàíü ìiæ äîâiëüíîþ ïàðîþ âè-
ñÿ÷èõ âåðøèí áiëüøå íiæ 2, òî äëÿ àëãåáðè AΓ,τ,1⊥ ìàþòü ìiñöå òâåðäæåííÿ:

1) ßêùî âåðøèíè k, u ∈ V Γ1, òî äëÿ äâîõ äîâiëüíèõ òâiðíèõ åëåìåíòiâ pi òà
pj àëãåáðè AΓ,τ,1⊥ òàêèõ, ùî {i, j}∈EΓ òà i, j ∈ V Γ1 âèêîíó¹òüñÿ pipj =
pjpi = 0.

2) ßêùî âåðøèíè k, u ∈ V Γ2, òî äëÿ äâîõ äîâiëüíèõ òâiðíèõ åëåìåíòiâ pi òà
pj àëãåáðè AΓ,τ,1⊥ òàêèõ, ùî {i, j}∈EΓ òà i, j ∈ V Γ2 âèêîíó¹òüñÿ pipj =
pjpi = 0.

3) ßêùî âåðøèíà k ∈ V Γ1, âåðøèíà u ∈ V Γ2, òî äëÿ äâîõ äîâiëüíèõ òâiðíèõ
åëåìåíòiâ pi òà pj àëãåáðè AΓ,τ,1⊥ òàêèõ, ùî {i, j}∈EΓ òà i ∈ V Γ1, j ∈ V Γ2

âèêîíó¹òüñÿ pipj = pjpi = 0.

Àíàëîãi÷íèì ÷èíîì, ìîæëèâî ââåñòè ó ðîçãëÿä àëãåáðó, ó ÿêié íå ¹äèíå ñïiâ-
âiäíîøåííÿ îðòîãîíàëüíîñòi, à r, òîáòî, àëãåáðó AΓ,τ,r⊥.

Ðîçãëÿíåìî àëåáðó ç òðüîìà ñïiââiäíîøåííÿìè îðòîãîíàëüíîñòi AΓ,τ,3⊥. Íåõàé
ñïiââiäíîøåííÿ îðòîãîíàëüíîñòi âèêîíóþòüñÿ äëÿ òðüîõ ïàð òâiðíèõ:

pk1pu1 = pu1pk1 = 0; pk2pu2 = pu2pk2 = 0; pk3pu3 = pu3pk3 = 0. (3.2)

Òîäi îòðèìó¹ìî íàñòóïíèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 4. ßêùî Γ, Γ1, Γ2 � äåðåâà, ó ÿêèõ âiäñòàíü ìiæ äîâiëüíîþ ïàðîþ âè-
ñÿ÷èõ âåðøèí áiëüøå íiæ 2, òà äëÿ òâiðíèõ pk1, pk2, pk3, pu1, pu2, pu3 àëãåáðè
AΓ,τ,3⊥ âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (3.2), äå k1, u1, k3 ∈ V Γ1, à k2, u2, u3 ∈ V Γ1,
òî àëãåáðè AΓ,τ,3⊥ òà AΓ,τ,⊥ ñïiâïàäàþòü.

Àíàëîãi÷íî, ïðèïóñòèìî, ùî ó àëãåáðè AΓ,τ,3⊥ iñíó¹ íåçâiäíå çîáðàæåííÿ π :
AΓ,τ,3⊥ → L(H), π(pi) = Pi. Òîäi, âðàõîâóþ÷è Íàñëiäîê 4 òà Òåîðåìó 6, ìè îòðè-
ìó¹ìî íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 5.
ßêùî Γ, Γ1, Γ2 � äåðåâà, ó ÿêèõ âiäñòàíü ìiæ äîâiëüíîþ ïàðîþ âèñÿ÷èõ âåðøèí

áiëüøå íiæ 2, òà äëÿ òâiðíèõ pk1, pk2, pk3, pu1, pu2, pu3 àëãåáðè AΓ,τ,3⊥ âèêîíóþòü-
ñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (3.2), äå k1, u1, k3 ∈ V Γ1, à k2, u2, u3 ∈ V Γ2, òî äëÿ çîáðàæåííÿ
π ∗-àëãåáðè AΓ,τ,3⊥ ìîæëèâèé ëèøå îäèí ç ÷îòèðüîõ íàñòóïíiõ âèïàäêiâ:
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1) ßêùî äëÿ äåÿêîãî i, i ∈ V Γ1 ìà¹ ìiñöå Pi = 0, òî äëÿ äîâiëüíîãî j ∈ V Γ1

ìà¹ ìiñöå Pj = 0, à iíøi îðòîïðîåêòîðè ñïiâïàäàþòü ç îðòîïðîåêòîðàìè
çîáðàæåííÿ àëãåáðè AΓ2,τ,⊥.

2) ßêùî äëÿ äåÿêîãî i, i ∈ V Γ2 ìà¹ ìiñöå Pi = 0, òî äëÿ äîâiëüíîãî j ∈ V Γ2

ìà¹ ìiñöå Pj = 0, à iíøi îðòîïðîåêòîðè ñïiâïàäàþòü ç îðòîïðîåêòîðàìè
çîáðàæåííÿ àëãåáðè AΓ1,τ,⊥.

3) ßêùî äëÿ äåÿêîãî i, i ∈ V Γ1 òà äåÿêîãî j, j ∈ V Γ2 ìà¹ ìiñöå Pi = Pj = 0,
òî çîáðàæåííÿ π ¹ òðèâiàëüíèì.

4) ßêùî óñi îðòîïðîåêòîðè Pi 6= 0, òî π ¹ çîáðàæåííÿì ∗-àëãåáðè AΓ,τ,⊥.

Òàêèì ÷èíîì, àíàëîãi÷íî, äëÿ àëãåáðè AΓ,τ,3⊥, ïðè äîäàòêîâèõ óìîâàõ, ìîæëè-
âà ïîáóäîâà íåçâiäíîãî çîáðàæåííÿ ç äîïîìîãîþ àëãîðèòìà, ÿêèé áóëî íàâåäåíî ó
ïîïåðåäíüîìó ïóíêòi.

Àâòîðè âèñëîâëþþòü ùèðó ïîäÿêó Ñàìîéëåíêî Þðiþ Ñòåôàíîâè÷ó çà ïîñòà-
íîâêó çàäà÷i òà êîðèñíi ïîðàäè.
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