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Àííîòàöèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäîâàíà ýâîëþöèîííàÿ çàäà÷à î ìàëûõ äâèæåíèÿõ âðàùà-
þùåéñÿ èäåàëüíîé ðåëàêñèðóþùåé æèäêîñòè â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè. Ñ èñïîëüçîâàíèåì îïå-
ðàòîðíûõ ìåòîäîâ, îò íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è, îòâå÷àþùåé èññëåäóåìîé ìîäåëè, îñóùåñòâëåí
ïåðåõîä ê èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà â íåêîòîðîì ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå. Íà îñíîâå ýòîãî óðàâíåíèÿ äîêàçàíà òåîðåìà îá îäíîçíà÷íîé ñèëüíîé ðàçðåøèìî-
ñòè ñîîòâåòñòâóþùåé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñæèìàåìàÿ æèäêîñòü, ñóùåñòâîâàíèå, åäèíñòâåííîñòü.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ðàññìîòðèì êîíòåéíåð, ðàâíîìåðíî âðàùàþùèéñÿ âîêðóã îñè, ñîíàïðàâëåííîé

ñ äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè, è ïîëíîñòüþ çàïîëíåííûé èäåàëüíîé íåîäíîðîäíîé
æèäêîñòüþ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî æèäêîñòü çàíèìàåò îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü Ω ⊂ R3.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ~n åäèíè÷íûé âåêòîð, íîðìàëüíûé ê ãðàíèöå S := ∂Ω è íàïðàâ-
ëåííûé âíå îáëàñòè Ω. Ââåäåì ñèñòåìó êîîðäèíàò Ox1x2x3, æåñòêî ñâÿçàííóþ ñ
êîíòåéíåðîì, òàêèì îáðàçîì, ÷òî îñü Ox3 ñîâïàäàåò ñ îñüþ âðàùåíèÿ è íàïðàâëåíà
ïðîòèâ äåéñòâèÿ ñèëû òÿæåñòè, à íà÷àëî êîîðäèíàò íàõîäèòñÿ â îáëàñòè Ω. Â ýòîì
ñëó÷àå ðàâíîìåðíàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ êîíòåéíåðà çàïèøåòñÿ â âèäå ~ω0 := ω0~e3,
ãäå ~e3 � îðò îñè âðàùåíèÿ Ox3, à ω0 > 0, äëÿ îïðåäåëåííîñòè. Áóäåì ñ÷èòàòü òàê-
æå, ÷òî âíåøíåå ñòàöèîíàðíîå ïîëå ñèë ~F0 ÿâëÿåòñÿ ãðàâèòàöèîííûì è äåéñòâóåò
âäîëü îñè âðàùåíèÿ, òî åñòü ~F0 = −g~e3, g > 0.

Â ñîñòîÿíèè îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ äàâëåíèå P0(x) â æèäêîñòè ðàñïðåäå-
ëåíî ïî çàêîíó

P0(x) = −ρ0gx3 +
1

2
ρ0ω

2
0(x

2
1 + x2

2) + p0, x = (x1, x2, x3) ∈ Ω, (1.1)

ãäå p0 � äàâëåíèå æèäêîñòè â íà÷àëå êîîðäèíàò, à ρ0 � ïëîòíîñòü æèäêîñòè.
Ðàññìîòðèì äâèæåíèÿ æèäêîñòè, áëèçêèå ê òâåðäîòåëüíîìó âðàùåíèþ. Ïðåä-

ñòàâèì ïîëíîå äàâëåíèå è ïîëíóþ ïëîòíîñòü æèäêîñòè â âèäå

P (t, x) = P0(x) + p(t, x), ρ̃(t, x) = ρ0 + ρ(t, x), x = (x1, x2, x3) ∈ Ω, (1.2)

ãäå p(t, x) � ýòî äèíàìè÷åñêîå äàâëåíèå, à ρ(t, x) � äèíàìè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü æèä-
êîñòè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ~w(t, x) ïîëå ñìåùåíèé â æèäêîñòè è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
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p(t, x), ρ(t, x) è ~w(t, x) � ìàëûå îäíîãî ïîðÿäêà. Ëèíåàðèçàöèÿ óðàâíåíèé Ýéëåðà
äëÿ äâèæåíèÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè è óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè â ïîäâèæíîé ñè-
ñòåìå êîîðäèíàò îòíîñèòåëüíî òâåðäîòåëüíîãî âðàùåíèÿ ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì
ñîîòíîøåíèÿì:

ρ0
∂2 ~w

∂t2
− 2ω0ρ0

∂

∂t
(~w × ~e3) = −∇p− ρg~e3 + ρ0

~f, ρ + ρ0div~w = 0 (â Ω), (1.3)

ãäå ~f = ~f(t, x) � ìàëîå ïîëå âíåøíèõ ñèë, íàëîæåííîå íà ãðàâèòàöèîííîå ïîëå.
Ê ñèñòåìå (1.3) ïðèñîåäèíèì ãðàíè÷íîå óñëîâèå íåïðîòåêàíèÿ:

~w · ~n = 0 (íà S). (1.4)
Ðåëàêñèðóþùàÿ æèäêîñòü ìîäåëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì äîïîëíèòåëüíûì óðàâ-

íåíèåì ñîñòîÿíèÿ, ñâÿçûâàþùèì äèíàìè÷åñêîå äàâëåíèå p(t, x) è äèíàìè÷åñêóþ
ïëîòíîñòü ρ(t, x):

p(t, x) = a2
∞(x)ρ(t, x)−

∫ t

0

K(t− s, x)ρ(s, x) ds, (1.5)

ãäå ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ K(t, x) îïðåäåëÿåò ÿäðî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà
Âîëüòåððà, à a2

∞(x) � êâàäðàò ñêîðîñòè çâóêà â íåîäíîðîäíîé æèäêîñòè. Ýòî íàè-
áîëåå îáùàÿ ìîäåëü ðåëàêñèðóþùåé æèäêîñòè.

Çàäà÷à î ìàëûõ äâèæåíèÿõ èäåàëüíîé ðåëàêñèðóþùåé æèäêîñòè çàêëþ÷àåòñÿ
â îòûñêàíèè ïîëåé ~w(t, x), p(t, x) è ρ(t, x) èç óðàâíåíèé (1.3), ãðàíè÷íîãî óñëî-
âèÿ (1.4), ñîîòíîøåíèÿ (1.5), è ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ

~w(0, x) = ~w0(x),
∂

∂t
~w(0, x) = ~w1(x). (1.6)

Çàäà÷à áåç ó÷åòà âðàùåíèÿ, à òàêæå ïðè îòñóòñòâèè ñèëû òÿæåñòè è ïðè íåêî-
òîðûõ ìîäåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ äèíàìè÷åñêîé ïëîòíî-
ñòè èçó÷àëàñü â ðàáîòàõ [2, 8, 9, 10, 12]. Ðåçóëüòàòû ýòèõ ðàáîò êðàòêî îòðàæåíû
â [11], ñ. 390-410. Â óêàçàííîé ìîíîãðàôèè äîêàçàíà òåîðåìà î ñèëüíîé ðàçðåøèìî-
ñòè ñîîòâåòñòâóþùåé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è, à òàêæå èññëåäîâàíà ñïåêòðàëüíàÿ
çàäà÷à î íîðìàëüíûõ êîëåáàíèÿõ. Â ðàáîòå [1] èçó÷åíà çàäà÷à î ìàëûõ äâèæåíè-
ÿõ èäåàëüíîé ðåëàêñèðóþùåé æèäêîñòè, çàïîëíÿþùåé îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü è
íàõîäÿùåéñÿ ïîä äåéñòâèåì ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ýâîëþöèîííàÿ çàäà÷à, îòâå÷àþùàÿ âðàùàþ-
ùåéñÿ ñèñòåìå. Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà î ñèëüíîé ðàçðåøèìîñòè èñõîäíîé
ñèñòåìû, à òàêæå âûâîä ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ, óäîáíîãî äëÿ ïîñëåäóþùåãî
èññëåäîâàíèÿ ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è, àññîöèèðîâàííîé íåêîòîðûì îáðàçîì ñ ñèñòå-
ìîé (1.3)- (1.6).
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2. Âûâîä îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ

2.1. Ïðîåêòèðîâàíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ
Äëÿ ïåðåõîäà ê îïåðàòîðíîìó óðàâíåíèþ â èçó÷àåìîé çàäà÷å ïðèìåíèì ìå-

òîä îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íà ñïåöèàëüíûå ïîä-
ïðîñòðàíñòâà [3]. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ðàçëîæåíèåì Ã. Âåéëÿ ïðîñòðàíñòâà
âåêòîðíûõ ïîëåé ~L2(Ω) â îðòîãîíàëüíóþ ñóììó (ñì. [3], ñ. 103):

~L2(Ω) = ~J0(Ω)⊕ ~G0(Ω)⊕ ~Gh(Ω) =: ~J0(Ω)⊕ ~G(Ω), (2.1)
~J0(Ω) := {~v ∈ ~L2(Ω)| div~v = 0 (â Ω), vn := ~v · ~n = 0 (íà S)},

~G0(Ω) := {~v ∈ ~L2(Ω)| ~v = ∇Φ, Φ = 0 (íà S)},
~Gh(Ω) := {~v ∈ ~L2(Ω)| ~v = ∇Φ, div∇Φ = 0 (â Ω),

∫

S

Φ dS = 0}.
Çäåñü îïåðàöèè div~v è vn ïîíèìàþòñÿ â ñìûñëå òåîðèè îáîáùåííûõ ôóíêöèé (ðàñ-
ïðåäåëåíèé), ñì. [3], ñ. 100-102. Ââåäåì îðòîïðîåêòîðû P0 è PG ïðîñòðàíñòâà ~L2(Ω)

íà ~J0(Ω) è ~G(Ω) ñîîòâåòñòâåííî. Áóäåì ðàçûñêèâàòü ïîëå ~w â âèäå:
~w = ~v +∇Φ, ãäå ~v ∈ ~J0(Ω), ∇Φ ∈ ~G(Ω). (2.2)

Ïîäñòàâèì ïðåäñòàâëåíèå (2.2) â ïåðâîå óðàâíåíèå èç (1.3) è ïðèìåíèì ê åãî
ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòÿì îðòîïðîåêòîðû P0 è PG, îòâå÷àþùèå ðàçëîæåíèþ (2.1).
Ïîëó÷èì:

∂2~v

∂t2
−2ω0

∂

∂t

[
P0(~v × ~e3) + P0(∇Φ× ~e3)

]
= −gρ−1

0 P0(ρ~e3) + P0
~f (â Ω), (2.3)

∂2

∂t2
∇Φ−2ω0

∂

∂t

[
PG(~v × ~e3) + PG(∇Φ× ~e3)

]
= −ρ−1

0 ∇p− gρ−1
0 PG(ρ~e3) + PG

~f (â Ω),

(2.4)
Ïîäñòàâèì ïðåäñòàâëåíèå (2.2) âî âòîðîå óðàâíåíèå èç (1.3) è ãðàíè÷íîå óñëî-

âèå (1.4). Ïîëó÷èì:

ρ = −ρ0div∇Φ (â Ω),
∂Φ

∂n
= 0 (íà S). (2.5)

Ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (1.5) è (2.5) â óðàâíåíèÿõ (2.3), (2.4) ìîæíî èñêëþ-
÷èòü ôóíêöèè p(t, x), ρ(t, x) è ïðèéòè ê ñëåäóþùåé çàäà÷å:

∂2~v

∂t2
− 2ω0

∂

∂t

[
P0(~v × ~e3) + P0(∇Φ× ~e3)

]
= gP0(~e3 div∇Φ) + P0

~f (â Ω), (2.6)
∂2

∂t2
∇Φ− 2ω0

∂

∂t

[
PG(~v × ~e3) + PG(∇Φ× ~e3)

]
= −

[
−∇(a2

∞(x)div∇Φ)
]
+

+

∫ t

0

[
−∇(K(t− s, x)div∇Φ)

]
ds + gPG(~e3 div∇Φ) + PG

~f (â Ω), (2.7)

∂Φ

∂n
= 0 (íà S). (2.8)
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Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ óðàâíåíèé (2.6), (2.7) èìåþò âèä:

~v(0, x) = P0 ~w0(x) =: ~v0(x),
∂

∂t
~v(0, x) = P0 ~w1(x) =: ~v1(x), (2.9)

∇Φ(0, x) = PG ~w0(x) =: ∇Φ0(x),
∂

∂t
∇Φ(0, x) = PG ~w1(x) =: ∇Φ1(x).

2.2. Âñïîìîãàòåëüíûå îïåðàòîðû è èõ ñâîéñòâà

Äëÿ ïåðåõîäà ê îïåðàòîðíîé ôîðìóëèðîâêå çàäà÷è (2.6)-(2.9) ââåäåì ðÿä îïåðà-
òîðîâ è èçó÷èì èõ ñâîéñòâà. Ââåäåì ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H := ~J0(Ω)⊕ ~G(Ω),
ñîñòîÿùåå èç ïàð ξ := (~v;∇Φ)t (çäåñü ñèìâîë t îáîçíà÷àåò îïåðàöèþ òðàíñïîíèðî-
âàíèÿ), ãäå ~v ∈ ~J0(Ω), ∇Φ ∈ ~G(Ω). Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è íîðìà â H îïðåäå-
ëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(ξ1, ξ2)H :=

∫

Ω

(~v1 · ~v2 +∇Φ1 · ∇Φ2) dΩ, ‖ξ‖2
H :=

∫

Ω

(|~v|2 + |∇Φ|2) dΩ.

Ââåäåì îïåðàòîðû S1,1, S1,2, S2,1, S2,2 è îïåðàòîðíûé áëîê S:

Sξ :=

(
S1,1 S1,2

S2,1 S2,2

)(
~v
∇Φ

)
:=

(
iP0(~v × ~e3) iP0(∇Φ× ~e3)
iPG(~v × ~e3) iPG(∇Φ× ~e3)

)
. (2.10)

Ëåììà 1. Îïåðàòîð S ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì è îãðàíè÷åííûì â H: S = S∗,
S ∈ L(H); áîëåå òîãî, ‖S‖ = 1. Ñïåêòð îïåðàòîðà S1,1 ñóùåñòâåííûé è çàïîë-
íÿåò îòðåçîê [−1, 1]: σ(S1,1) = σess(S1,1) = [−1, 1] (çäåñü ÷åðåç σess(S1,1) îáîçíà÷åí
ñóùåñòâåííûé (ïðåäåëüíûé) ñïåêòð îïåðàòîðà S1,1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî, èç [3], ñ.193-196 (ñì. òàêæå [13]) ñëåäóåò, ÷òî âåñü
ñïåêòð îïåðàòîðà S1,1 ñóùåñòâåííûé è çàïîëíÿåò îòðåçîê [−1, 1]. Ñàìîñîïðÿæåí-
íîñòü îïåðàòîðà S äîêàçûâàåòñÿ ïðÿìîé ïðîâåðêîé. Èç íåðàâåíñòâà

|(Sξ, ξ)H| ≤
∫

Ω

|~v +∇Φ|2 dΩ =

∫

Ω

(|~v|2 + |∇Φ|2) dΩ = ‖ξ‖2
H, (2.11)

ãäå ïî ïóòè áûëî èñïîëüçîâàíî ñâîéñòâî îðòîãîíàëüíîñòè ~v è ∇Φ êàê ýëåìåíòîâ
ïðîñòðàíñòâ ~J0(Ω) è ~G(Ω), ïîëó÷àåì, ÷òî ‖S‖ ≤ 1; ïîñêîëüêó ‖S1,1‖ = 1, òî è äëÿ
îïåðàòîðíîãî áëîêà S èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî ‖S‖ = 1.

Áóäåì ñ÷èòàòü äàëåå, ÷òî ôóíêöèè a2
∞(x) è K(t, x) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-

ðóåìû ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì, à ãðàíèöà S îáëàñòè Ω � êëàññà C2.

Îïðåäåëåíèå 1. (ñì. [7], ñ.132) Ïóñòü A � ñàìîñîïðÿæåííûé, ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííûé îïåðàòîð â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ~G(Ω), à HA � åãî ýíåðãåòè-
÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (·, ·)A). Îáîáùåííûì ðåøåíèåì
óðàâíåíèÿ A∇Φ = ∇q, ãäå ∇q ∈ ~G(Ω) áóäåì íàçûâàòü ýëåìåíò ∇Φ, ìèíèìèçèðó-
þùèé â HA ôóíêöèîíàë F (∇Φ) := (∇Φ,∇Φ)A − 2(∇q,∇Φ)~G(Ω).
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Ëåììà 2. Ââåäåì ïðîñòðàíñòâî

HA := {∇Φ ∈ ~W 1
2 (Ω)| ∂Φ

∂n
= 0 (íà S),

∫

S

Φ dS = 0}

ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì è íîðìîé ñëåäóþùåãî âèäà:

(∇Φ1,∇Φ2)A :=

∫

Ω

a2
∞(x)div∇Φ1div∇Φ2 dΩ, ‖∇Φ‖2

A :=

∫

Ω

a2
∞(x)|div∇Φ|2 dΩ.

Ïðîñòðàíñòâî HA ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì; îíî êîìïàêòíî âëîæåíî â ïðî-
ñòðàíñòâî ~G(Ω): HA ⊂→⊂→ ~G(Ω). Ïîðîæäàþùèé îïåðàòîð A ãèëüáåðòîâîé ïà-
ðû (HA; ~G(Ω)), ÿâëÿþùèéñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì â
~G(Ω), îáëàäàåò äèñêðåòíûì ñïåêòðîì. Äëÿ êàæäîãî ïîëÿ ∇q ∈ ~G(Ω) ñóùåñòâó-
åò è åäèíñòâåííî îáîáùåííîå (â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1) ðåøåíèå çàäà÷è

−∇(a2
∞(x)div∇Φ) = ∇q (â Ω),

∂Φ

∂n
= 0 (íà S),

∫

S

Φ dS = 0, (2.12)

âûðàæàåìîå ôîðìóëîé ∇Φ = A−1∇q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî HA ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî. Äëÿ êàæäîãî ïîëÿ
∇Φ èç HA ìîæíî âûâåñòè ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

‖∇Φ‖HA
≤

(
max
x∈Ω

a2
∞(x)

)1/2

‖∇Φ‖ ~W 1
2 (Ω). (2.13)

Âûâåäåì òåïåðü ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî, êîòîðîå âìåñòå ñ (2.13) îáåñïå-
÷èò ýêâèâàëåíòíîñòü óêàçàííûõ íîðì. Äëÿ ýòîãî ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå âñïîìî-
ãàòåëüíûå ôàêòû.

Ïðåäñòàâèì∇Φ = ∇Φ0 +∇Φh, ãäå∇Φ0 ∈ ~G0(Ω),∇Φh ∈ ~Gh(Ω) (ñì. ðàçëîæåíèå
Ã. Âåéëÿ (2.1)). Èç [5], ñ. 216 èçâåñòíà îöåíêà îïåðàòîðà Ëàïëàñà îò ôóíêöèé
Φ0 ∈ W 2

2 (Ω) ñ óñëîâèåì Φ0 = 0 íà ãðàíèöå ∂Ω = S, êîòîðóþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
ñëåäóþùåé ôîðìå:

∫

Ω

|∆Φ0|2 dΩ ≥ k‖Φ0‖2
W 2

2 (Ω) ≥ k‖∇Φ0‖2
~W 1

2 (Ω)
(2.14)

ñ ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòîé k, êîòîðàÿ íå çàâèñèò îò ïîëÿ ∇Φ0.
Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî (2.14) è ðàçëîæåíèå äëÿ ïîëÿ ∇Φ, ìîæíî ïðîâåñòè ñëå-

äóþùóþ îöåíêó íîðìû:

‖∇Φ‖2
A ≥ k min

x∈Ω
a2
∞(x)‖∇Φ0‖2

~W 1
2 (Ω)

. (2.15)

Ââåäåì îïåðàòîð γ∇Φ := ∇Φ · ~n = ∂Φ/∂n (íà S), âçÿòèÿ íîðìàëüíîãî ñëåäà ïî-
ëÿ ∇Φ íà ãðàíèöå S. Ýòîò îïåðàòîð îãðàíè÷åíî äåéñòâóþò èç ~W 1

2 (Ω) ∩ ~G(Ω) â
H1/2(S) (ñì. [3], ñ 102): γ ∈ L( ~W 1

2 (Ω) ∩ ~G(Ω), H1/2(S)).
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Îïðåäåëèì îïåðàòîð C ïî çàêîíó C∂Φ/∂n|S = Φ|S. Èçâåñòíî (ñì.[3], ñ 44, à
òàêæå [6]), ÷òî äëÿ îáëàñòåé ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé îïåðàòîð C îãðàíè÷åííî äåéñòâóåò
èç H1/2(S) â H3/2(S).

Íàêîíåö, ââåäåì îïåðàòîð G, âîññòàíàâëèâàþùèé ∇Φh ïî ñëåäó ïîòåíöèà-
ëà Φh íà ãðàíèöå S. Ýòîò îïåðàòîð âçàèìíî ñîïðÿæåí ñ îïåðàòîðîì γ (òî÷íåå,
ñ ñóæåíèåì îïåðàòîðà γ íà ~Gh(Ω) è îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â
L2,S := L2(S)ª {1S}) è äåéñòâóåò îãðàíè÷åííî èç H

3/2
S â ~W 1

2 (Ω) ∩ ~Gh(Ω).
Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò∇Φ ∈ HA. Èç îïðåäåëåíèÿ ïðîñòðàí-

ñòâà HA, ðàçëîæåíèÿ äëÿ ïîëÿ ∇Φ è ïðèâåäåííûõ âûøå ôàêòîâ ñëåäóåò, ÷òî

∇Φh = −GCγ∇Φ0, ‖∇Φh‖2
~W 1

2 (Ω)
≤ ‖GCγ‖2‖∇Φ0‖2

~W 1
2 (Ω)

. (2.16)

Èç (2.15), (2.16) äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ∇Φ ∈ HA ñëåäóåò îöåíêà:

‖∇Φ‖2
A ≥ 2−1k min

x∈Ω
a2
∞(x)‖∇Φ0‖2

~W 1
2 (Ω)

+ 2−1‖GCγ‖−2k min
x∈Ω

a2
∞(x)‖∇Φh‖2

~W 1
2 (Ω)

≥
≥ 4−1k min

x∈Ω
a2
∞(x) ·min{1, ‖GCγ‖−2}‖∇Φ‖2

~W 1
2 (Ω)

. (2.17)

Èç (2.13), (2.17) ïîëó÷àåì, ÷òî HA � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî.
Ìíîæåñòâî ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé ñ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûìè ôèíèò-

íûìè â îáëàñòè Ω ïîòåíöèàëàìè ïëîòíî â ~G0(Ω). Îòñþäà è èç îäíîçíà÷íîé ñâÿçè
ïîëåé èç ~Gh(Ω) ñî çíà÷åíèÿìè ñâîèõ íîðìàëüíûõ ñëåäîâ íà ãðàíèöå S ñëåäóåò, ÷òî
HA ÿâëÿåòñÿ ïëîòíûì ìíîæåñòâîì â ~G(Ω). Èç íåðàâåíñòâà (2.17), ñ ó÷åòîì òîãî,
÷òî ‖∇Φ‖ ~G(Ω) ≤ ‖∇Φ‖ ~W 1

2 (Ω) äëÿ êàæäîãî ∇Φ ∈ ~W 1
2 (Ω) ∩ ~G(Ω), ñëåäóåò, ÷òî HA è

~G(Ω) îáðàçóþò ãèëüáåðòîâó ïàðó (HA; ~G(Ω)).
Íàéäåì ïîðîæäàþùèé îïåðàòîð A ãèëüáåðòîâîé ïàðû (HA; ~G(Ω)); îí îïðåäå-

ëÿåòñÿ èç òîæäåñòâà (ñì. [3], ñ. 33)

(A∇Φ1,∇Φ2) ~G(Ω) = (∇Φ1,∇Φ2)A, ∇Φ1 ∈ D(A) ⊂ D(A1/2) = HA, ∇Φ2 ∈ HA.

(2.18)
Äëÿ äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìîãî ïîëÿ ∇Φ1, ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû Ãðè-

íà äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà, òîæäåñòâî (2.18) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

(A∇Φ1,∇Φ2) ~G(Ω) =

∫

Ω

A∇Φ1 · ∇Φ2 dΩ =

∫

Ω

a2
∞div∇Φ1div∇Φ2 dΩ =

= −
∫

Ω

∇(a2
∞div∇Φ1) ·∇Φ2 dΩ+

∫

S

a2
∞∆Φ1

∂Φ2

∂n
dS = −

∫

Ω

∇(a2
∞div∇Φ1) ·∇Φ2 dΩ =

= (−∇(a2
∞div∇Φ1),∇Φ2) ~G(Ω). (2.19)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ A∇Φ1 = ∇q
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è

−∇(a2
∞(x)div∇Φ1) = ∇q (â Ω),

∂Φ1

∂n
= 0 (íà S),

∫

S

Φ dS = 0.
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Ýòà çàäà÷à èìååò åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå (â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1) ðåøåíèå
∇Φ1 = A−1∇q äëÿ êàæäîãî ïîëÿ ∇q ∈ ~G(Ω).

Èç íåðàâåíñòâ (2.13) è êîìïàêòíîñòè âëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà ~W 1
2 (Ω) â ~L2(Ω)

ñëåäóåò êîìïàêòíîñòü âëîæåíèÿ HA â ïðîñòðàíñòâî ~G(Ω): HA ⊂→⊂→ ~G(Ω). Ýòî
âëå÷åò êîìïàêòíîñòü îïåðàòîðà A−1, à çíà÷èò îïåðàòîð A îáëàäàåò äèñêðåòíûì
ñïåêòðîì.

Àíàëîãè÷íî îïåðàòîðó A ââåäåì îïåðàòîð-ôóíêöèþ K(t), êàê ïîðîæäàþùèé
îïåðàòîð ãèëüáåðòîâîé ïàðû (HK(t); ~G(Ω)), ãäå

HK(t) := {∇Φ ∈ ~W 1
2 (Ω)| ∂Φ

∂n
= 0 (íà S),

∫

S

Φ dS = 0},

(∇Φ1,∇Φ2)K(t) :=

∫

Ω

K(t, x)div∇Φ1div∇Φ2 dΩ, ‖∇Φ‖2
K(t) :=

∫

Ω

K(t, x)|div∇Φ|2 dΩ.

Ïðè ýòîì HA è HK(t) ïîýëåìåíòíî ñîâïàäàþò, à D(A) = D(K(t)) äëÿ êàæäîãî t ≥ 0.
Îïðåäåëèì îïåðàòîðû B0 è BG ñëåäóþùèì îáðàçîì:

B0∇Φ := P0(~e3div∇Φ), BG∇Φ := PG(~e3div∇Φ), D(B0) = D(BG) = HA. (2.20)

Î ñâîéñòâàõ îïåðàòîðîâ B0 è BG ãîâîðèò ñëåäóþùàÿ ëåììà.
Ëåììà 3. Äëÿ îïåðàòîðîâ B0 è BG âûïîëíåíû ñâîéñòâà

B0A
−1/2 =: Q0 ∈ L(~G(Ω), ~J0(Ω)), BGA−1/2 =: QG ∈ L(~G(Ω)). (2.21)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ∇Φ � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç D(B0) = HA, òîãäà

‖B0∇Φ‖2
~J0(Ω)

≤ ‖~e3div∇Φ‖2
~J0(Ω)

≤
(

min
x∈Ω

a2
∞(x)

)−1

‖A1/2∇Φ‖2
~G(Ω)

.

Îòñþäà, ïîñëå çàìåíû A1/2∇Φ = ∇Ψ, ñëåäóåò, ÷òî B0A
−1/2 ∈ L(~G(Ω), ~J0(Ω)). Àíà-

ëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî BGA−1/2 ∈ L(~G(Ω)).

2.3. Ïåðåõîä ê îïåðàòîðíîìó óðàâíåíèþ
Ñ èñïîëüçîâàíèåì ââåäåííûõ îïåðàòîðîâ çàäà÷ó (2.6)-(2.9) çàïèøåì â âèäå çà-

äà÷è Êîøè äëÿ èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà â ãèëü-
áåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H = ~J0(Ω)⊕ ~G(Ω):
d2ξ

dt2
+2ω0iS dξ

dt
= −QAξ +

∫ t

0

K(t−s)ξ(s) ds+F(t), ξ(0) = ξ0, ξ′(0) = ξ1. (2.22)

Çäåñü ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: A := diag(I, A), K(t) := diag(0, K(t)),

Q : =

(
0 −gQ0A

−1/2

0 I − gQGA−1/2

)
, F(t) := (P0

~f(t); PG
~f(t))t,

ξ(0) = ξ0 := (~v0;∇Φ0)t = (P0 ~w0; PG ~w0)t,

ξ′(0) = ξ1 := (~v1;∇Φ1)t = (P0 ~w1; PG ~w1)t.
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Òàêèì îáðàçîì, åñëè ~w, ρ, ∇p � òàêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.3)-(1.6) î ìàëûõ äâè-
æåíèÿõ âðàùàþùåéñÿ èäåàëüíîé ðåëàêñèðóþùåé æèäêîñòè â îãðàíè÷åííîé îá-
ëàñòè, ÷òî âñå ïðîâåäåííûå äî ñèõ ïîð ðàññóæäåíèÿ çàêîííû, òîãäà ôóíêöèÿ ξ
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè äëÿ èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòî-
ðîãî ïîðÿäêà (2.22).

Äàäèì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.
Îïðåäåëåíèå 2. Íàçîâåì ñèëüíûì ðåøåíèåì èñõîäíîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà-
÷è (1.3)-(1.6) òàêèå ôóíêöèè ~w, ρ, ∇p äëÿ êîòîðûõ ôóíêöèÿ ξ ÿâëÿåòñÿ ñèëü-
íûì ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (2.22). Â ñâîþ î÷åðåäü ñèëüíûì ðåøåíèåì çàäà-
÷è Êîøè (2.22) (ñì. [4], ñ. 291) íàçîâåì ôóíêöèþ ξ(t) òàêóþ, ÷òî ξ(t) ∈ D(A),
ξ′(t) ∈ D(A1/2) äëÿ ëþáîãî t èç R+, Aξ(t), A1/2ξ′(t) ∈ C(R+;H), ξ(t) ∈ C2(R+;H),
âûïîëíåíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ è óðàâíåíèå èç (2.22) äëÿ ëþáîãî t ∈ R+ := [0, +∞).

3. Î ðàçðåøèìîñòè íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è

3.1. Èññëåäîâàíèå èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî
ïîðÿäêà

Îñóùåñòâèì â çàäà÷å (2.22) çàìåíó A1/2ξ(t) = η′(t), η(0) = 0 è ïðåîáðàçóåì åå
ê ñèñòåìå äâóõ óðàâíåíèé ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè:





d2ξ

dt2
= −2ω0iS dξ

dt
−QA1/2dη

dt
+

∫ t

0

K(t− s)A−1/2dη(s)

ds
ds + F(t),

d2η

dt2
= A1/2dξ

dt
, ξ′(0) = ξ1, η′(0) = A1/2ξ0.

(3.1)

Ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî

QA1/2 =

(
I 0
0 A1/2

)
+

( −I −gQ0

0 −gQG

)
=: A1/2 +R,

K(t)A−1/2 =

(
0 0
0 K(t)A−1/2

)
=

(
0 0
0 K(t)A−1

)(
I 0
0 A1/2

)
=: Kb(t)A1/2,

ãäå R ∈ L(H) è Kb(t) ∈ L(H) ïðè êàæäîì t ∈ R+. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîâåäåííûõ
ïðåîáðàçîâàíèé çàïèøåì ñèñòåìó (3.1) â âèäå îäíîãî èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H(2) := H⊕H:

dy

dt
= Ây + R̂y +

∫ t

0

K̂(t− s)Ĉy(s) ds + F̂(t), y(0) = y0. (3.2)

Çäåñü ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

Â :=

( −2ω0iS −A1/2

A1/2 0

)
, R̂ :=

(
0 −R
0 0

)
, K̂(t) :=

(
0 Kb(t)
0 0

)
,

Ĉ := diag(0,A1/2), y := (ξ′; η′)t, y0 := (ξ1;A1/2ξ0)t, F̂(t) := (F(t); 0)t;
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ïðè ýòîì R̂ ∈ L(H(2)) è K̂(t) ∈ L(H(2)) ïðè êàæäîì t ∈ R+, à îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ
îïåðàòîðîâ Â è Ĉ, î÷åâèäíî, ñâÿçàíû âêëþ÷åíèåì D(Â) ⊂ D(Ĉ).

Îïðåäåëåíèå 3. (ñì. [4], ñ. 38) Ñèëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (3.2) íàçîâåì
ôóíêöèþ y(t) òàêóþ, ÷òî y(t) ∈ D(Â) äëÿ ëþáîãî t èç R+, Ây(t) ∈ C(R+;H(2)),
y(t) ∈ C1(R+;H(2)), y(0) = y0 è âûïîëíåíî óðàâíåíèå èç (3.2) äëÿ ëþáîãî t ∈ R+.

Îòíîñèòåëüíî ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè (3.2) ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1. Ïóñòü K̂(t) ∈ C1(R+;L(H(2))), F̂(t) ∈ C1(R+;H(2)), òîãäà äëÿ ëþáîãî
y0 ∈ D(Â) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî ñèëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (3.2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïåðàòîð Â ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â ôîðìå Â = iB, ãäå B �
ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð, ïîýòîìó Â � ãåíåðàòîð ñèëüíî íåïðåðûâíîé ïîëó-
ãðóïïû óíèòàðíûõ îïåðàòîðîâ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H(2), êîòîðàÿ ìîæåò
áûòü ïðîäîëæåíà äî ãðóïïû óíèòàðíûõ îïåðàòîðîâ (ñì. [4], ñ. 111, òåîðåìà 4.7).
Îïåðàòîð R̂ îãðàíè÷åí â H(2), ïîýòîìó Â + R̂ � ãåíåðàòîð ñèëüíî íåïðåðûâíîé
óãðóïïû îïåðàòîðîâ â H(2) (ñì. [4], ñ. 185, òåîðåìà 7.5). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò λ0 ∈ ρ(Â+ R̂). Îñóùåñòâèì â çàäà÷å Êîøè (3.2) çàìåíó y(t) = exp(λ0t)z(t).
Ïîëó÷èì

dz

dt
= B̂z +

∫ t

0

K̂0(t− s)Ĉz(s) ds + F̂0(t), z(0) = y0, (3.3)

ãäå B̂ := Â+ R̂ − λ0Î, K̂0(t) := exp(−λ0t)K̂(t), F̂0(t) := exp(−λ0t)F̂(t). Îïåðàòîð B̂
ñíîâà ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì ñèëüíî íåïðåðûâíîé ãðóïïû U(t) := exp(tB̂) â H(2),
ïðè ýòîì D(B̂) ⊂ D(Ĉ), B̂−1 ∈ L(H(2)). Èç óñëîâèé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî K̂0(t) ∈
C1(R+;L(H(2))), F̂0(t) ∈ C1(R+;H(2)). Î÷åâèäíî, ÷òî èç îäíîçíà÷íîé ñèëüíîé ðàç-
ðåøèìîñòè çàäà÷è (3.3) ñëåäóåò ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Êîøè (3.2). Äàëüíåéøåå
äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èäåÿì èç ìîíîãðàôèè [11].

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî y0 ∈ D(Â) è çàäà÷à Êîøè (3.3) èìååò ñèëüíîå ðåøå-
íèå z(t). Òîãäà

z(t) = U(t)y0 +

∫ t

0

U(t− s)F̂0(s) ds +

∫ t

0

U(t− s)

{∫ s

0

K̂0(s− τ)Ĉz(τ) dτ

}
ds =

= U(t)y0 +

∫ t

0

U(t− s)F̂0(s) ds +

∫ t

0

dτ

∫ t

τ

U(t− s)K̂0(s− τ)Ĉz(τ) ds. (3.4)

Ïðåîáðàçóåì âíóòðåííèé èíòåãðàë â (3.4). Îïåðàòîð B̂ íåïðåðûâíî îáðàòèì,
ïîýòîìó, â ñèëó óñëîâèé z(τ) ∈ D(B̂) ⊂ D(Ĉ) è K̂0(t) ∈ C1(R+;L(H(2))), ñóùåñòâóåò
÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ:

∂

∂s

(
U(t−s)B̂−1K̂0(s−τ)Ĉz(τ)

)
= −U(t−s)K̂0(s−τ)Ĉz(τ)+U(t−s)B̂−1 ∂

∂s
K̂0(s−τ)Ĉz(τ).
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Ïðîèíòåãðèðóåì ýòî ñîîòíîøåíèå ïî s â ïðåäåëàõ îò τ äî t:
∫ t

τ

U(t− s)K̂0(s− τ)Ĉz(τ) ds = B̂−1
(
− K̂0(t− τ)Ĉz(τ) + U(t− τ)K̂0(0)Ĉz(τ)+

+

∫ t

τ

U(t− s)
∂

∂s
K̂0(s− τ)Ĉz(τ) ds

)
=: B̂−1K̂1(t, τ)z(τ). (3.5)

Èç (3.4), (3.5) ïîëó÷àåì, ÷òî ñèëüíîå ðåøåíèå z(t) çàäà÷è Êîøè (3.3) óäîâëå-
òâîðÿåò ñëåäóþùåìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ Âîëüòåððà:

z(t) = ẑ(t)+

∫ t

0

B̂−1K̂1(t, s)z(s) ds, ãäå ẑ(t) := U(t)y0+

∫ t

0

U(t−s)F̂0(s) ds. (3.6)

Çäåñü ẑ(t) ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (3.3) áåç èíòåãðàëüíîãî ñëàãàåìîãî, ïîýòîìó
ẑ(t) ∈ C(R+;D(B̂)) ∩ C1(R+;H(2)).

Ïîêàæåì, ÷òî óðàâíåíèå (3.6) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, êîòîðîå è ÿâëÿåòñÿ
ñèëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (3.3). Ââåäåì ïðîñòðàíñòâîH(B̂) := (D(B̂), ‖·‖ bB),
ãäå ‖z‖ bB := ‖B̂z‖ äëÿ ëþáîãî z ∈ D(B̂) = D(Â). Èçâåñòíî, ÷òî H(B̂) � áàíàõîâî
ïðîñòðàíñòâî.

Èç (3.5) ñëåäóåò, ÷òî B̂−1K̂1(t, s) ∈ C(0 ≤ s ≤ t < +∞;L(H(B̂))). Òàêèì îáðàçîì
ïîëó÷àåì, ÷òî óðàâíåíèå (3.6), ðàññìàòðèâàåìîå â H(B̂), ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûì
óðàâíåíèåì Âîëüòåððà âòîðîãî ðîäà ñ íåïðåðûâíûì ÿäðîì. Îòñþäà è èç âêëþ÷å-
íèÿ ẑ(t) ∈ C(R+;H(B̂)) ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèå (3.6) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
z(t) ∈ C(R+;H(B̂)).

Èç âêëþ÷åíèÿ ẑ(t) ∈ C1(R+;H(2)) ïîëó÷àåì, ÷òî z(t) � íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ñî çíà÷åíèÿìè â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H(2). Íåïî-
ñðåäñòâåííûìè âû÷èñëåíèÿìè ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî z(t) óäîâëåòâîðÿåò îïðåäåëå-
íèþ 3, è, òàêèì îáðàçîì, ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ñèëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (3.3).
Òîãäà y(t) = exp(λ0t)z(t) áóäåò åäèíñòâåííûì ñèëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (3.2).

3.2. Î ðàçðåøèìîñòè íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è

Îñíîâûâàÿñü íà òåîðåìå 1, èçó÷èì âîïðîñ î ñèëüíûõ ðåøåíèÿõ çàäà÷è (1.3)-
(1.6) î ìàëûõ äâèæåíèÿõ âðàùàþùåéñÿ èäåàëüíîé ðåëàêñèðóþùåé æèäêîñòè â
îãðàíè÷åííîé îáëàñòè.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ÿäðî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà Âîëüòåððà K(t, x) èç (1.5) è
âåêòîðíîå ïîëå ~f(t, x) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû ïî ïåðåìåííîé t ∈ R+ ñî çíà-
÷åíèÿìè â C1(Ω) è ~L2(Ω) ñîîòâåòñòâåííî, òîãäà äëÿ ëþáûõ ~w0(x) è ~w1(x) òàêèõ,
÷òî

P0 ~w0(x) ∈ ~J0(Ω), P0 ~w1(x) ∈ ~J0(Ω), PG ~w0(x) ∈ D(A), PG ~w1(x) ∈ D(A1/2), (3.7)

ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî ñèëüíîå (â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2) ðåøåíèå íà÷àëüíî-
êðàåâîé çàäà÷è (1.3)-(1.6).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì, ÷òî ïðè óñëîâèÿõ íàñòîÿùåé òåîðåìû âûïîëíåíû âñå
òðåáîâàíèÿ èç òåîðåìû 1. Â ñàìîì äåëå, èç (3.7) è (2.22) ñëåäóåò, ÷òî

ξ(0) = ξ0 = (P0 ~w0; PG ~w0)t ∈ ~J0(Ω)⊕D(A) = D(A),

ξ′(0) = ξ1 = (P0 ~w1; PG ~w1)t ∈ ~J0(Ω)⊕D(A1/2) = D(A1/2).

Òîãäà èç (3.2) ïîëó÷àåì y(0) = y0 = (ξ1;A1/2ξ0)t ∈ D(A1/2)⊕D(A1/2) = D(Â).
Äàëåå, èç (2.22) è óñëîâèÿ ~f(t) ∈ C1(R+; ~L2(Ω)) ñëåäóåò, ÷òî

F(t) = (P0
~f(t); PG

~f(t))t ∈ C1(R+; ~J0(Ω)⊕ ~G(Ω)) = C1(R+;H)

â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðîâ ïðîåêòèðîâàíèÿ P0 è PG. Îòñþäà è èç (3.2)
òîãäà âûòåêàåò, ÷òî F̂(t) = (F(t); 0)t ∈ C1(R+;H(2)).

Íàêîíåö, èç íåïðåðûâíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè ïî âðåìåíè ÿäðà K(t, x) èíòå-
ãðàëüíîãî îïåðàòîðà Âîëüòåððà èç (1.5) ñëåäóåò, ÷òî Kb(t) = diag(0, K(t)A−1) ∈
C1(R+;L(H)). Îòñþäà òîãäà ïîëó÷àåì (ñì. (3.2)), ÷òî K̂(t) ∈ C1(R+;L(H(2))).

Òàêèì îáðàçîì, ïðè óñëîâèÿõ íàñòîÿùåé òåîðåìû âûïîëíåíû âñå òðåáîâàíèÿ
òåîðåìû 1. Ïî òåîðåìå 1 çàäà÷à Êîøè (3.2) (èëè, ÷òî òî æå, (3.1)) èìååò åäèíñòâåí-
íîå ñèëüíîå íà R+ ðåøåíèå y(t) = (ξ′(t); η′(t))t ∈ C(R+;D(Â))∩C1(R+;H(2)). Îòñþ-
äà, ïîñëå îáðàòíîé çàìåíû ξ(t) = A−1/2η′(t) â ñèñòåìå (3.1), ïîëó÷àåì, ÷òî ξ(t) åñòü
åäèíñòâåííîå ñèëüíîå (â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2) ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (2.22). Ýòî
îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ñèëüíîãî ðåøåíèÿ èñõîäíîé íà÷àëüíî-
êðàåâîé çàäà÷è (1.3)-(1.6).

4. Çàêëþ÷åíèå

Òàêèì îáðàçîì, â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäîâàíà çàäà÷à î ìàëûõ (ëèíåéíûõ)
äâèæåíèÿõ ðàâíîìåðíî âðàùàþùåãîñÿ òâåðäîãî òåëà, çàïîëíåííîãî èäåàëüíîé ðå-
ëàêñèðóþùåé æèäêîñòüþ. Èçó÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùåé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è ñ
ïîìîùüþ îïåðàòîðíûõ ìåòîäîâ ñâåäåíî ê èññëåäîâàíèþ èíòåãðîäèôôåðåíöèàëü-
íîãî îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå
âåêòîðíûõ ïîëåé ñ êîíå÷íîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé. Íà îñíîâå ýòîãî óðàâíåíèÿ
äîêàçàíà òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ñèëüíîãî (ïî âðåìåíè) ðåøå-
íèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.

Òóò ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðèìåíåííûé â ðàáîòå ïîäõîä ê âûâîäó îïåðàòîðíî-
ãî óðàâíåíèÿ ïîçâîëèò â äàëüíåéøåì ïîëó÷èòü óäîáíóþ ôîðìó äëÿ îïåðàòîðíîãî
ïó÷êà, ñâÿçàííîãî ñ çàäà÷åé î íîðìàëüíûõ êîëåáàíèÿõ óêàçàííîé ãèäðîñèñòåìû.
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