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Àíîòàöiÿ. Ïðîïîíó¹òüñÿ ñïîñiá ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ïðî äiþ íà ïðóæíó áàãàòîøàðîâó îñíî-
âó ïåðiîäè÷íî¨ ñèñòåìè ãëàäêèõ øòàìïiâ. Â îäíîìó ïåðiîäi ìiñòÿòüñÿ øòàìïiâ, ÿêi ìîæóòü ïå-
ðåìiùóâàòèñÿ íåçàëåæíî îäèí âiä îäíîãî. Íåâiäîìèìè ââàæàþòüñÿ çàêîíè ðîçïîäiëó êîíòàêòíèõ
òèñêiâ íà äiëÿíêàõ êîíòàêòó òà ìåæi öèõ äiëÿíîê. Çàäà÷à çâåäåíà äî ðîçâ'ÿçàííÿ ëiíiéíîãî ñèí-
ãóëÿðíîãî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ. Äëÿ íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ öüîãî ðiâíÿííÿ çàñòîñîâó¹òüñÿ
ìåòîä ñêií÷åíèõ ñóì. Íåâiäîìi çíà÷åííÿ øóêàíî¨ ôóíêöi¨ âèçíà÷à¹òüñÿ ó ñèñòåìi âóçëiâ ñïåöiàëü-
íî¨ êâàäðàòóðíî¨ ôîðìóëè íàéâèùîãî àëãåáðà¨÷íîãî ñòåïåíÿ òî÷íîñòi. Íåâiäîìi àïðiîði äiëÿí-
êè êîíòàêòó ïðîïîíó¹òüñÿ âèçíà÷àòè ìåòîäîì ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü. Íàâåäåíi ïðèêëàäè, ÿêi
iëþñòðóþòü äåòàëi ðîçâ'ÿçàííÿ ïåðiîäè÷íèõ êîíòàêòíèõ çàäà÷ äëÿ áàãàòîøàðîâèõ îñíîâ. Âñòà-
íîâëåíî, ïðè ÿêèõ óìîâàõ ìåæà îñíîâè âiäîêðåìëþ¹òüñÿ âiä ïiäîøâè ïëîñêîãî øòàìïà, ÿêèé
âäàâëþ¹òüñÿ â îñíîâó.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i
Íà âåðõíþ ìåæó áàãàòîøàðîâî¨ îñíîâè äi¹ ïåðiîäè÷íà ñèñòåìà øòàìïiâ. Ñèñòå-

ìà ìiñòèòü m øòàìïiâ â îäíîìó ïåðiîäi äîâæèíîþ 2l. Ïîçà äiëÿíêàìè êîíòàêòó
ïîâåðõíÿ îñíîâè íå íàâàíòàæåíà. Ïðè âäàâëþâàííi â îñíîâó øòàìïè ïåðåìiùó-
þòüñÿ ïîñòóïàëüíî íîðìàëüíî äî ¨¨ íåäåôîðìîâàíî¨ ïîâåðõíi íåçàëåæíî îäèí âiä
îäíîãî. Ñèëè òåðòÿ ìiæ øòàìïàìè òà ïîâåðõíåþ îñíîâè âiäñóòíi. Ïðîôiëi øòàìïiâ
ââàæàþòüñÿ îïóêëèìè ãëàäêèìè ïîëîãèìè i òàêèìè, ùî ¨õ êóòîâi òî÷êè ìîæóòü áó-
òè ðîçòàøîâàíi òiëüêè íà êiíöÿõ ìàêñèìàëüíî ìîæëèâèõ äiëÿíîê êîíòàêòó. Âiäîìi
âåëè÷èíè ñèë, ÿêè âäàâëþþòü êîæíèé øòàìï â îñíîâó. Çàäà÷à ïîëÿãà¹ ó âèçíà-
÷åííi íîðìàëüíèõ íàïðóæåíü σx íà ìåæi îñíîâè i ðîçìiðiâ äiëÿíîê êîíòàêòó, ÿêùî
âîíè àïðiîði íåâiäîìi.

2. Àíàëiç ïóáëiêàöié
Äëÿ áàãàòîøàðîâèõ îñíîâ ïåðåâàæíî ðîçãëÿäàëèñÿ íåïåðiîäè÷íi êîíòàêòíi çà-

äà÷i [1-3]. Ïåðiîäè÷íèì êîíòàêòíèì çàäà÷àì äëÿ áàãàòîøàðîâèõ îñíîâ ïðèñâÿ÷åíi
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äîñëiäæåííÿ [4-5]. Âiäêðèòèìè çàëèøàëèñÿ ïèòàííÿ, ÿêèì ñïîñîáîì ðîçâ'ÿçóâàòè
ïåðiîäè÷íi êîíòàêòíi çàäà÷i, êîëè â îäíîìó ïåðiîäi ðîçòàøîâàíî äåêiëüêà ðiçíèõ
øòàìïiâ, ÿê âèçíà÷èòè ìåæi äiëÿíîê êîíòàêòó, ÿêùî âîíè àïðiîði íåâiäîìi, ÿê
îäåðæàòè âiðîãiäíi ÷èñåëüíi ðåçóëüòàòè ðîçâ'ÿçàííÿ êîíêðåòíèõ çàäà÷. Ó öié ñòàò-
òi àâòîðè ïðîïîíóþòü ñïîñiá ðîçâ'ÿçàííÿ öèõ ïèòàíü.

3. Ìåòîä ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i
Áàãàòîøàðîâà îñíîâà � öå ïàêåò n ïðóæíèõ îäíîðiäíèõ içîòðîïíèõ øàðiâ, ùî

ëåæèòü íà ïðóæíîìó ïiâïðîñòîði. Êîæíèé øàð îáìåæåíî ëèøå äâîìà ïàðàëåëüíè-
ìè ïëîùèíàìè. Äâà áóäü-ÿêèõ ñóñiäíiõ øàðà îñíîâè ìîæóòü áóòè ç÷åïëåíi àáî áåç
òåðòÿ êîâçàòè, íå âiäîêðåìëþþ÷èñü, îäèí ïî îäíîìó ïðè äåôîðìàöi¨ îñíîâè. Âiñü
x äåêàðòîâî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò ñïðÿìó¹ìî âçäîâæ âåðõíüî¨ ìåæi îñíîâè, âiñü z
ñïðÿìó¹ìî âãëèá îñíîâè. Ââàæà¹ìî, ùî íàâàíòàæåííÿ îñíîâè øòàìïàìè âiäìiííå
âiä íóëÿ íà ñèñòåìi âiäðiçêiâ L =

m⋃
k=1

[ak, bk], a1 < b1 < . . . < am < bm, bm − am < 2l,
i ùî öÿ ñèñòåìà âiäðiçêiâ ÷åðãó¹òüñÿ ç ïåðiîäîì 2l âçäîâæ îñi x. Êîíòàêòíèé òèñê
q(x) ó âíóòðiøíiõ òî÷êàõ áóäü-ÿêîãî ç âiäðiçêiâ [ak, bk] ¹ íåïåðåðâíèì i çàäîâîëü-
íÿ¹ óìîâàì Ãåëüäåðà ç ïîêàçíèêîì µ > 0. Â óñiõ òî÷êàõ âåðõíüî¨ ìåæi îñíîâè
íàïðóæåííÿ τxz(x, 0) = 0.

Íåõàé z = −fk(x) � ðiâíÿííÿ ïðîôiëþ ïiäîøâè k-ãî øòàìïó ó âèõiäíîìó ïîëî-
æåííi. Ó îñòàòî÷íîìó ïîëîæåííi öåé øòàìï òîðêà¹òüñÿ ìåæi áàãàòîøàðîâî¨ îñíîâè
âçäîâæ âiäðiçêà [ak, bk]. Áóäåìî ââàæàòè, ùî ôóíêöi¨ fk(x) íåïåðåðâíi òà òàêi, ùî
¨õ ïîõiäíi çàäîâîëüíÿþòü óìîâi Ãåëüäåðà ç äîäàòíèì ïîêàçíèêîì íà êîæíîìó ç
âiäðiçêiâ êîíòàêòó [ak, bk], k = 1, 2, . . . , m. Ââåäåìî ôóíêöiþ f(x), x ∈ L :

f(x) =





f1(x), x ∈ L1

. . . . . . . . . . . .

fm(x), x ∈ Lm,

äå L - ñóêóïíiñòü âiäðiçêiâ êîíòàêòó Lk = [ak, bk], k ∈ {1, 2, . . . , m}.
Ñèíãóëÿðíå iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ðîäó äëÿ íåâiäîìîãî êîíòàêòíîãî

òèñêó q(x) ìà¹ âèãëÿä [5]

θf ′(x) =
π

2l

m∑

k=1

bk∫

ak

q(t)ctg
π(t− x)

2l
dt−

m∑

k=1

bk∫

ak

q(t)F (t− x)dt, x ∈ L. (3.1)

Êîíñòàíòà θ i ôóíêöiÿ F (t) âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè

θ =
πE1

2 (1− ν2
1)

, F (t) =
π

l

∞∑

k=1

a1

(
kπ

l

)
e−2 kπ

l
h1 sin

kπt

l
, (3.2)
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äå E1, ν1, h1 - ìîäóëü Þíãà, êîåôiöi¹íò Ïóàññîíà ìàòåðiàëó âåðõíüîãî øàðó
îñíîâè i òîâùèíà öüîãî øàðó; a1(p) - ìîäèôiêîâàíà ôóíêöiÿ ïîäàòëèâîñòi îñíîâè
[ 1 ]. Öÿ ôóíêöiÿ ìà¹ áóäü-ÿêi ïîõiäíi ïðè p ≥ 0 i ïðè p → ∞ øâèäêî ïðàãíå äî
íóëÿ: a1(p) = O

(
p2h2

1e
−2ph1

)
.

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó íåâiäîìèìè ¹ íå òiëüêè çàêîíè ðîçïîäiëó êîíòàêòíèõ
òèñêiâ íà äiëÿíêàõ êîíòàêòó, àëå é ìåæi a1 < b1 < . . . < am < bm öèõ äiëÿíîê. Äëÿ
âèçíà÷åííÿ øóêàíèõ âåëè÷èí iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ ïîòðiáíî äîïîâíèòè óìîâàìè
ðiâíîâàãè øòàìïiâ

bk∫

ak

q(x)dx = Qk, k = 1, 2, . . . , m. (3.3)

Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âèïàäîê, êîëè àïðiîði âiäîìi óñi m äiëÿíîê êîíòàêòó i â îêîëi
êiíöiâ öèõ äiëÿíîê êîíòàêòíi íàïðóæåííÿ íåîáìåæåíi, òîáòî øóêàíà ôóíêöiÿ q(x)
íà âiäðiçêó êîíòàêòó Lk = [ak, bk], k = 1, 2, . . . , m, ìà¹ òàêó ñòðóêòóðó [6]

q(x) =
q̃(x)√

(x− ak) · (bk − x)
, (3.4)

äå ôóíêöiÿ q̃(x) íåïåðåðâíà íà [ak, bk] i, â íàñëiäîê öüîãî, îáìåæåíà i iíòåãðîâàíà
íà [ak, bk]. Òàêà ñòðóêòóðà øóêàíî¨ ôóíêöi¨ äîçâîëÿ¹ çàñòîñóâàòè äî íàáëèæåíîãî
îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëiâ â óìîâàõ (3.3) åôåêòèâíó êâàäðàòóðíó ôîðìóëó íàéâèùîãî
àëãåáðà¨÷íîãî ñòåïåíÿ òî÷íîñòi [6]

bk∫

ak

f(t)√
(t− ak) · (bk − t)

dt =

1∫

−1

f
(

bk−ak

2
u + bk+ak

2

)
√

1− u2
du ≈ π

Mk

Mk∑
i=1

f(ti), (3.5)

äå

tki =
bk − ak

2
cos

2i− 1

2Mk

π +
bk + ak

2
, tki ∈ (ak, bk), i = 1, 2, . . . , Mk. (3.6)

Îòæå óìîâè (3.3) çãiäíî ç ôîðìóëàìè (3.4) i (3.5) íàáóâàþòü âèãëÿäó

Qk ≈ π

Mk

Mk∑
i=1

q̃
(
tki

)
, k = 1, 2, . . . , Mk, (3.7)

äå âóçëè tki âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëîþ (3.6).
Äëÿ íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ ñèíãóëÿðíîãî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ (3.1) çà-

ñòîñó¹ìî ìåòîä çàìiíè iíòåãðàëiâ ó ðiâíÿííi êâàäðàòóðíèìè ñóìàìè (ìåòîä ñêií-
÷åíèõ ñóì). Äëÿ îá÷èñëåííÿ ñèíãóëÿðíèõ iíòåãðàëiâ áóäåìî ñïèðàòèñÿ íà êâàäðà-
òóðíó ôîðìóëó òèïó Ãàóñà [6, 7]:

1∫

−1

f(u)du√
1− u2 (u− sr)

≈ π

M

M∑
i=1

f(ui)

ui − sr

, (3.8)
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äå
ui = cos

2i− 1

2M
π, sr = cos

πr

M
, r = 1, 2, . . . , M − 1.

Çàóâàæèìî, ùî ôîðìóëà (3.8) ¹ òî÷íîþ ëèø äëÿ M −1 òî÷îê sr iíòåðâàëó (−1, 1),
ÿêùî ôóíêöiÿ u(t) - ïîëiíîì ñòåïåíÿ íå âèùå çà 2M . Ç öi¹¨ ôîðìóëè âèâåäåìî
ïîòðiáíó äëÿ ïîäàëüøîãî êâàäðàòóðíó ôîðìóëó òèïó Ãàóñà äëÿ îá÷èñëåííÿ ñèí-
ãóëÿðíîãî iíòåãðàëó ïî ïðîìiæêó [ak, bk] â iíòåãðàëüíîìó ðiâíÿííi (3.1) ó Mk − 1
òî÷êàõ xk

r ïðîìiæêó [ak, bk]

bk∫

ak

q̃(t)√
(t− ak) · (bk − t)

ctg
π

(
t− xk

r

)

2l
dt ≈ π

Mk

Mk∑
i=1

q̃
(
tki

)
ctg

π
(
tki − xk

r

)

2l
, (3.9)

äå r = 1, 2, . . . , Mk − 1.
Ó öié ôîðìóëi âóçëè tki âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè (3.6), òîáòî çáiãàþòüñÿ ç

âóçëàìè êâàäðàòóðíî¨ ôîðìóëè (3.5) ãàóñîâîãî òèïó. Âóçëè x = xk
r , äëÿ ÿêèõ ôîð-

ìóëà (3.9) ìà¹ íàéâèùèé àëãåáðà¨÷íèé ñòåïiíü òî÷íîñòi, âèçíà÷àþòüñÿ çà òàêèìè
ôîðìóëàìè

xk
r =

bk − ak

2
cos

πr

Mk

+
bk + ak

2
, xk

r ∈ (ak, bk), r = 1, 2, . . . , Mk − 1. (3.10)

Ïåðåéäåìî òåïåð äî íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ êîíòàêò-
íî¨ çàäà÷i (3.1). Çðîáèìî â ðiâíÿííi çàìiíó øóêàíî¨ ôóíêöi¨ q(x) íà íîâó íåâiäîìó
ôóíêöiþ q̃(x) çà ôîðìóëîþ (3.4). Iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ âiäíîñíî ôóíêöi¨ q̃(x) áóäå
ìàòè âèãëÿä

π

2l

m∑

k=1

bk∫

ak

q̃(t)√
(t− ak) · (bk − t)

ctg
π (t− x)

2l
dt =

= θf ′(x) +
m∑

k=1

bk∫

ak

q̃(t)√
(t− ak) · (bk − t)

F (t− x) dt. (3.11)

Çàóâàæèìî, ùî â öüîìó ðiâíÿííi x ∈
m⋃

k=1

[ak, bk]. Çàäàìî òåïåð m íàòóðàëüíèõ ÷èñåë
M1, M2, . . . , Mm (îñòàòî÷íi çíà÷åííÿ öèõ ÷èñåë âèçíà÷àþòüñÿ ïiäáîðîì çà äîïîìî-
ãîþ ÅÎÌ). ßêùî x ∈ (a1, b1) , òî ëèøå ïåðøèé iíòåãðàë ó ëiâié ÷àñòèíi ðiâíÿííÿ
(òîáòî iíòåãðàë, ÿêèé âiäïîâiäà¹ iíäåêñó k = 1 ) ¹ ñèíãóëÿðíèì. Äëÿ òàêèõ x óñi
iíøi iíòåãðàëè ó ïðàâié i ëiâié ÷àñòèíàõ ðiâíÿííÿ íå ¹ ñèíãóëÿðíèìè. Çàìiíiìî
êîæíèé ç íåñèíãóëÿðíèõ iíòåãðàëiâ ó ðiâíÿííi (3.11) âiäïîâiäíèìè êâàäðàòóðíè-
ìè ñóìàìè, êîðèñòóþ÷èñü ôîðìóëîþ (3.5). Çìiííié x áóäåìî ïîñëiäîâíî íàäàâàòè
çíà÷åííÿ x1

r, r = 1, 2, . . . , M1 − 1, ç iíòåðâàëó çà ôîðìóëîþ (3.10). Öå äîçâîëèòü
êîæíèé ðàç çàìiíÿòè ç âèñîêîþ òî÷íiñòþ ñèíãóëÿðíèé iíòåãðàë êâàäðàòóðíîþ ñó-
ìîþ (3.9). Òàêèì ÷èíîì îòðèìà¹ìî M1−1 ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü âiäíîñíî
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íåâiäîìèõ çíà÷åíü ôóíêöi¨ q̃(t) ó âóçëàõ M1+M2+ · · ·+Mm (3.6), ðîçòàøîâàíèõ íà
m iíòåðâàëàõ (ak, bk). Òåïåð äðóãèé ñèíãóëÿðíèé iíòåãðàë ó ëiâié ÷àñòèíi ðiâíÿííÿ
(3.11) çàìiíèìî êâàäðàòóðíîþ ñóìîþ (3.9) äëÿ êîæíîãî x2

r, r = 1, 2, . . . , M2 − 1, ç
iíòåðâàëó (a2, b2). Iíøi iíòåãðàëè ó ïðàâié i ëiâié ÷àñòèíàõ ðiâíÿííÿ íå ¹ ñèíãóëÿð-
íèìè. �õ çàìiíèìî âiäïîâiäíèìè êâàäðàòóðíèìè ñóìàìè çãiäíî ç ôîðìóëîþ (3.5).
Îòðèìà¹ìî äîäàòêîâî ùå M2 − 1 ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü âiäíîñíî íåâiäî-
ìèõ çíà÷åíü ôóíêöi¨ q̃(t) â óñiõ âóçëàõ (3.6) íà m iíòåðâàëàõ (ak, bk). Ïðîäîâæóþ÷è
äàëi îïèñàíèé ïðîöåñ ñòâîðåííÿ ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü, â îñòàòî÷íîìó ïiä-
ñóìêó îòðèìà¹ìî M1 +M2 + · · ·+Mm−m ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü âiäíîñíî
M1+M2+· · ·+Mm íåâiäîìèõ çíà÷åíü ôóíêöi¨ q̃(t) â óñiõ âóçëàõ (3.6). Äîïîâíèìî öþ
ñèñòåìó ðiâíÿíü m ðiâíÿííÿìè (3.7). Îòæå ïåðiîäè÷íà êîíòàêòíà çàäà÷à (ç âiäî-
ìèìè äiëÿíêàìè êîíòàêòó) çâåäåíà äî ðîçâ'ÿçàííÿ ñèñòåìè M1 + M2 + · · · + Mm

ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü âiäíîñíî M1 + M2 + · · · + Mm íåâiäîìèõ çíà÷åíü
ôóíêöi¨ q̃(t) ó âóçëàõ (3.6)

π
2l

m∑
k=1

π
Mk

Mk∑
i=1

q̃
(
tki

)
ctg

π(tki−xk
r)

2l
−

m∑
k=1

π
Mk

Mk∑
i=1

q̃
(
tki

)
F

(
tki − xk

r

)
= θf ′(xk

r),

xk
r ∈

m⋃
k=1

[ak, bk],

π

2l

Mk∑
i=1

q̃
(
tki

)
= Qk, k = 1, 2, . . . ,m. (3.12)

Ðîçâ'ÿçàâøè öþ ñèñòåìó, çà ôîðìóëîþ (3.4) îòðèìà¹ìî íàáëèæåíi çíà÷åííÿ êîí-
òàêòíîãî òèñêó q(t) ó äèñêðåòíié ñèñòåìi òî÷îê êîæíî¨ äiëÿíêè êîíòàêòó øòàìïà
ç ìåæåþ áàãàòîøàðîâî¨ îñíîâè. Òî÷íiñòü çàìiíè ñèíãóëÿðíîãî ðiâíÿííÿ êîíòàêò-
íî¨ çàäà÷i (3.11) i äîäàòêîâèõ óìîâ (3.3) ñèñòåìîþ ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü
(3.12) çàëåæèòü âiä âèáîðó íàòóðàëüíèõ ÷èñåë M1, M2, . . . ,Mm (÷èì âîíè áiëüøi,
òèì êðàùå). Ó çàëåæíîñòi âiä ïîòðiáíî¨ òî÷íîñòi ðîçâ'ÿçêó êîíêðåòíî¨ êîíòàêòíî¨
çàäà÷i îïòèìàëüíi çíà÷åííÿ öèõ ÷èñåë âèçíà÷àþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ÅÎÌ.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî âèïàäîê êîíòàêòíî¨ çàäà÷i, êîëè íå óñi ìåæi äiëÿíîê êîí-
òàêòó øòàìïiâ ç îñíîâîþ âiäîìi. �äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó òàêèõ çàäà÷ äëÿ ïðóæíèõ
áàãàòîøàðîâèõ îñíîâ äîâåäåíà â ñòàòòi [8]. Äëÿ âèçíà÷åííÿ íåâiäîìèõ ìåæ ñêîðè-
ñòó¹ìîñÿ òèìè ìiðêóâàííÿìè, ùî çà ôiçè÷íèì çìiñòîì êîíòàêòíèé òèñê íà êîæíié
äiëÿíöi êîíòàêòó ïîâèíåí áóòè äîäàòíèì i íà ìåæi äiëÿíêè, ùî íåâiäîìà, âií äîðiâ-
íþ¹ íóëþ. Íåõàé Lk = [ak, bk] - äiëÿíêà êîíòàêòó, ìåæi ÿêî¨ ïîòðiáíî âèçíà÷èòè. Ç
óìîâ êîíòàêòíî¨ çàäà÷i çàâæäè ìîæíà âêàçàòè äiëÿíêó L′k = [a′k, b

′
k], ùî ìiñòèòü ó

ñîái äiëÿíêó Lk, òîáòî âêàçàòè äiëÿíêó, ó ÿêî¨ a′k < ak < bk < b′k. Ç ôiçè÷íèõ ìiðêó-
âàíü êîíòàêòíèé òèñê íà äiëÿíöi L′k íå áóäå çíàêîïîñòiéíèì, â îêîëi êiíöiâ äiëÿíêè
âií áóäå âiä'¹ìíèì i íåîáìåæåíèì. Íåõàé L′′k = [a′′k, b

′′
k] ìàêñèìàëüíà çà ðîçìiðàìè

÷àñòèíà äiëÿíêè L′k, íà ÿêié êîíòàêòíèé òèñê q(t) íå ¹ âiä'¹ìíèì. Ðîçâ'ÿæåìî
ñèñòåìó ðiâíÿíü (3.12) ó ïðèïóùåííi, ùî íåâiäîìi äiëÿíêè êîíòàêòó çàìiíåíi ¨õ
íàáëèæåííÿìè L′′k = [a′′k, b

′′
k] ç âiäîìèìè ìåæàìè. Ó ñòàòòi [8] äîâåäåíî, ùî øóêàíà
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äiëÿíêà êîíòàêòó Lk = [ak, bk] ìiñòèòüñÿ ó äiëÿíöi L′′k. Âèçíà÷èìî ìàêñèìàëüíó çà
ðîçìiðàìè ÷àñòèíó äiëÿíêè L′′k, íà ÿêié êîíòàêòíèé òèñê q(t) íå ¹ âiä'¹ìíèì. Îäåð-
æèìî íàñòóïíå íàáëèæåííÿ L′′′k äî øóêàíî¨ äiëÿíêè êîíòàêòó Lk. Ïðîäîâæèâøè
öåé ïðîöåñ, îòðèìà¹ìî ç ïîòðiáíîþ òî÷íiñòþ øóêàíi ìåæi äiëÿíêè Lk = [ak, bk].
Ïîêëàäåìî òåïåð q(ak) = 0, q(bk) = 0. Ðàçîì ç îäåðæàíèìè ïðè ðîçâ'ÿçàííi ñè-
ñòåìè (3.12) çíà÷åííÿìè òèñêó ó âóçëàõ tki ∈ (ak, bk), i = 1, 2, . . . ,Mk, ïîáóäó¹ìî
âiäïîâiäíèé iíòåðïîëÿöiéíèé ïîëiíîì àáî ñïëàéí i îäåðæèìî íàáëèæåíèé çàêîí
ðîçïîäiëó êîíòàêòíîãî òèñêó íà äiëÿíöi êîíòàêòó Lk = [ak, bk]. Òàêèì ÷èíîì, íà-
áëèæåíå ðîçâ'ÿçàííÿ êîíòàêòíèõ çàäà÷ ç äåÿêèìè íåâiäîìèìè ìåæàìè äiëÿíîê
êîíòàêòó øòàìïiâ ç ïðóæíîþ áàãàòîøàðîâîþ îñíîâîþ çâåëîñü äî ðîçâ'ÿçàííÿ ïî-
ñëiäîâíîñòi êîíòàêòíèõ çàäà÷ ç óñiìà âiäîìèìè äiëÿíêàìè êîíòàêòó øòàìïiâ ç
îñíîâîþ, òîáòî äî ðîçâ'ÿçàííÿ íà ïðàêòèöi ñèñòåìè ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü
(3.12) äåêiëüêà ðàçiâ.

4. Îáãðóíòóâàííÿ âiðîãiäíîñòi òà ÷èñåëüíi ðåçóëüòàòè

Íàâåäåíèé ñïîñiá âèçíà÷åííÿ íåâiäîìèõ äiëÿíîê êîíòàêòó øòàìïiâ ç îñíîâîþ
áóëî ïåðåâiðåíî íà çàäà÷i ïðî äiþ íà ïðóæíó ïiâïëîùèíó ç ìîäóëÿìè ïðóæíîñòi
E, ν êðóãëîãî øòàìïó, ðàäióñó R. Òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ çàäà÷i âiäîìèé [9]:

q(t) =
E
√

a2 − x2

2R(1− ν2)
, Q =

πa2E

4R(1− ν2)
.

Äëÿ íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ òàêî¨ çàäà÷i çà äîïîìîãîþ ÅÎÌ â ñèñòåìi ðiâ-
íÿíü (3.12) òðåáà ïîêëàñòè m = 1, a1 = −a, a2 = a, a1(p) = 0 → F (t) = 0,
f(x) = − x2

2R
, Qk = Q, a ≤ R, l ≥ 5R. Âæå ïðè M1 = 7 âiäíîñíà ïîõèáêà âèçíà÷åííÿ

íåâiäîìî¨ âåëè÷èíè a íå ïåðåâèùóâàëà 0.5 ïðîöåíòiâ. Çàêîí ðîçïîäiëó êîíòàêòíîãî
òèñêó íà äiëÿíöi êîíòàêòó (−a, a) ïðàêòè÷íî íå âiäðiçíÿâñÿ âiä íàâåäåíîãî âèùå.

Íà çàêií÷åííÿ íàâåäåìî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ïðî äiþ íà äâîøàðîâó îñíîâó øòàìïó
ç ïëîñêîþ ïiäîøâîþ. Îñíîâà ÿâëÿ¹ ñîáîþ øàð òîâùèíè h ç ìîäóëÿìè ïðóæíîñòi
E1, ν1, ç÷åïëåíèé ç ïðóæíîþ ïiâïëîùèíîþ, ìîäóëü Þíãà i êîåôiöi¹íò Ïóàññîíà
ÿêî¨: E2, ν2. Äëÿ òàêî¨ îñíîâè [1] a1(p) =

C1(p)

D1(p)
,

C1(p) = N1[(3− 4ν1)c + p1 + p2
1 + (1− 2ν1)

2]−∆1A2(c + p1)+

+ ∆1Bτ2(s + p1)− ∆̃1Bτ2 [(1− 2ν1)s− p1 − p2
1]−H1(c + p1 + p2

1),

D1(p) = N1[(3− 4ν1)c
2 + p2

1e1 + (1− 2ν1)
2e1] + ∆1A2(sc− p1e1)+

+ ∆1Bτ2(sc + p1e1)− ∆̃1Bτ2 [(1− 2ν1)s
2 + p1e1] + H1(s

2 − p1e1),
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äå
p1 = ph1, e1 = e−2p1 , c = 0.5(1 + e1), s = 0.5(1− e1),

N1 =
1

4(1− ν1)2
, ∆1 =

E1(1− ν2)
2

E2(1− ν1)2
, ∆̃1 =

∆1

(1− ν1)
,

H1 = ∆2
1(A2Bτ2 −B2

2), A2 = 1, Bτ2 = 1, B2 =
1− 2ν2

2(1− ν2)
.

Íåõàé äiëÿíêà êîíòàêòó ìà¹ äîâæèíó 2a. Äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ êîíòàêò-
íî¨ çàäà÷i â ñèñòåìi ðiâíÿíü (3.12) ïîêëàäåìî m = 1, a1 = −a, a2 = a, f(x) = 0,
Qk = Q, h1 = a, ∆1 = 0.1, ν1 = ν2 = 0.3. Äëÿ ÷èñëà âóçëiâ M1 = 25, M1 = 27,
M1 = 31 çíà÷åííÿ êîíòàêòíîãî òèñêó ïðàêòè÷íî ñïiâïàäàþòü. Â òàáëèöi 1 íàâåäåíi
çíà÷åííÿ êîíòàêòíîãî òèñêó ó ïðàâié ïîëîâèíi [0, a] äiëÿíêè êîíòàêòó.

Òàáëèöà 1. Çíà÷åííÿ êîíòàêòíîãî òèñêó ìiæ ïëîñêèì øòàìïîì i äâîøàðîâîþ îñíîâîþ

x
a

aq1(x)
Q

aq2(x)
Q

0 - 0.00925 0.01497
0.1 - 0.00334 0.02063
0.2 0.01496 0.03812
0.3 0.4736 0.06906
0.4 0.09709 0.1164
0.5 0.1695 0.1854
0.6 0.2748 0.2855
0.7 0.4272 0.4300
0.8 0.6747 0.6643
0.9 1.1848 1.1496

0.9987 12.9072 12.3737

Êîíòàêòíèé òèñê q1(x) âiäïîâiäà¹ âiäíîñíî âåëèêîìó ïåðiîäó l = 9a ðîçòàøó-
âàííÿ øòàìïiâ íà ïîâåðõíi äâîøàðîâî¨ îñíîâè. Êîíòàêòíèé òèñê q2(x) âiäïîâiäà¹
âèïàäêó l = 5a. Àíàëiç ÷èñåëüíèõ ðåçóëüòàòiâ ïðèâîäèòü äî âèñíîâêó, ùî ïðè äi¨
ïëîñêîãî øòàìïó íà áàãàòîøàðîâó îñíîâó, ó ÿêî¨ ìîäóëü Þíãà ìàòåðiàëó âåðõíüî-
ãî øàðó çíà÷íî áiëüøèé íiæ ìîäóëü Þíãà íèæ÷îãî øàðó, ìîæëèâî âiäîêðåìëåííÿ
ïîâåðõíi îñíîâè âiä ïiäîøâè øòàìïó. Ïðè çìåíøåííi ïåðiîäó ðîçòàøóâàííÿ øòàì-
ïiâ ÿâèùå âiäîêðåìëåííÿ çíèêà¹.
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