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Àííîòàöèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ñòðîèòñÿ ìîäåëü êîñîñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà ñ ïðîñòûì
ñïåêòðîì, äåéñòâóþùåãî â ãèëüáåðòîâîì êâàòåðíèîííîì áèìîäóëå. Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò îñ-
íîâûâàåòñÿ íà òåîðåìå î ñïåêòðàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè êîñîñàìîñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà ïî åãî
ñïåêòðàëüíîé ìåðå. Ôóíêöèîíàëüíàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò ðåøèòü ïðîáëåìó óíèòàðíîãî ïîäîáèÿ
êîñîñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà èç äàííîãî êëàññà îïåðàòîðó ëåâîãî óìíîæåíèÿ íà íåçàâèñè-
ìóþ ïåðåìåííóþ â ñîîòâåòñòâóþùåì ôóíêöèîíàëüíîì áèìîäóëå.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: òåëî êâàòåðíèîíîâ, ãèëüáåðòîâ êâàòåðíèîííûé áèìîäóëü, êîñîñàìîñîïðÿ-
æåííûé îïåðàòîð, ñïåêòðàëüíàÿ ìåðà.

1. Ââåäåíèå

1.1. Î ÷¼ì çäåñü ðå÷ü

Â äàííîé ðàáîòå ñòðîèòñÿ ìîäåëü êîñîñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà ñ ïðîñòûì
ñïåêòðîì, äåéñòâóþùåãî â êâàòåðíèîííîì ãèëüáåðòîâîì áèìîäóëå. Ýòîò ðåçóëü-
òàò îñíîâûâàåòñÿ íà òåîðåìå î ñïåêòðàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè êîñîñàìîñîïðÿæ¼í-
íîãî îïåðàòîðà ïî åãî ñïåêòðàëüíîé ìåðå. Â ñëó÷àå îãðàíè÷åííîãî íîðìàëüíîãî
îïåðàòîðà ýòà ñïåêòðàëüíàÿ òåîðåìà áûëà àíîíñèðîâàíà â äîêëàäå [3], à ïîäðîá-
íîå èññëåäîâàíèå ïðîâåäåíî â ðàáîòå [4]. Òàì æå óêàçûâàëîñü, ÷òî ïðîâåä¼ííûå
ðàññóæäåíèÿ ïîçâîëÿþò áåç òðóäà ïåðåíåñòè ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû è íà
íåîãðàíè÷åííûå êîñîñàìîñîïðÿæ¼ííûå îïåðàòîðû. Ðåçóëüòàòû äàííîé ðàáîòû ñó-
ùåñòâåííî ðàçâèâàþò ðåçóëüòàòû1 ðàáîòû [1]. Ïîñòðîåííàÿ ôóíêöèîíàëüíàÿ ìî-
äåëü ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîé ðàáîòû: òåîðåìó îá óíèòàð-
íîì ïîäîáèè êîñîñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà ñ ïðîñòûì ñïåêòðîì è îïåðàòîðîì
ëåâîãî óìíîæåíèÿ íà íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ â ñîîòâåòñòâóþùåì ôóíêöèîíàëü-
íîì áèìîäóëå (òåîðåìà 3).

1Îòìåòèì, ÷òî ñî âðåìåíè âûõîäà ðàáîòû [1], íàñêîëüêî íàì ïîçâîëÿåò ñóäèòü àíàëèç ëèòåðà-
òóðû, èññëåäîâàíèÿ ïî ñïåêòðàëüíûì âîïðîñàì â áåñêîíå÷íîìåðíûõ ãèëüáåðòîâûõ (áè)ìîäóëÿõ
íå ïðîâîäèëèñü. Íàøè ðàáîòû [4, 5] áûëè, ïî�âèäèìîìó, ïåðâûìè â ýòîì ðÿäó ïîñëå [1].
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1.2. Î òåëå H è R-ñîäåðæàùèõ 2-ìåðíûõ ïîäïîëÿõ H

Äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ ïðèâåä¼ì âêðàòöå íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ è ôàêòû,
êàñàþùèåñÿ êâàòåðíèîíîâ.

Òåëî êâàòåðíèîíîâ H � âåùåñòâåííàÿ àëãåáðà ðàçìåðíîñòè 4 ñ áàçèñîì
{1, i, j, k} è ïðàâèëàìè óìíîæåíèÿ

i2 = −1 j2 = −1 k2 = −1
ij = k jk = i ki = j
ji = −k kj = −i ik = −j

Äëÿ ëþáîãî q ∈ H ñóùåñòâóþò òàêèå (åäèíñòâåííûå) q0, q1, q2, q3 ∈ R, ÷òî
q = q0 + q1i + q2j + q3k (âåùåñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå êâàòåðíèîíà q). Ïîëåçíà
òàêæå âåêòîðíàÿ ôîðìà çàïèñè êâàòåðíèîíà: q = q0 + ~q, ãäå ~q = q1i + q2j + q3k �
âåêòîðíàÿ èëè ìíèìàÿ ÷àñòü q (êâàòåðíèîí, ñîâïàäàþùèé ñî ñâîåé âåêòîðíîé
÷àñòüþ, íàçûâàåòñÿ ìíèìûì èëè âåêòîðíûì). Òàê, íàïðèìåð, âåêòîðíàÿ ôîðìà
ïðîèçâåäåíèÿ êâàòåðíèîíîâ q è p åñòü íå ÷òî èíîå, êàê õîðîøî èçâåñòíàÿ ôîðìóëà
óìíîæåíèÿ qp = (q, p)+

(
[~q, ~p ]+p0~q+q0~p

)
.Çäåñü (·, ·) � îáû÷íîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâå-

äåíèå â H îòíîñèòåëüíî îðòîíîðìèðîâàííîé ÷åòâ¼ðêè {1, i, j, k}, à [·, ·] � âåêòîðíîå
ïðîèçâåäåíèå â 3�ìåðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå âåêòîðíûõ êâàòåðíèîíîâ R〈i, j, k〉.

Ñîïðÿæåííûé êâàòåðíèîí ê q îïðåäåëÿåòñÿ êàê q := q0 − q1i − q2j − q3k, ïðè
ýòîì îòîáðàæåíèå q → q ÿâëÿåòñÿ èíâîëþöèåé â H, è qq = qq =

∑3
t=0 q2

t ∈ R.
Ìîäóëü |q| êâàòåðíèîíà q îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì |q| = (qq)1/2, ïðåâðàùàÿ òàêèì
îáðàçîì H â íîðìèðîâàííóþ àëãåáðó. Ìíèìûé êâàòåðíèîí, ïî ìîäóëþ ðàâíûé 1,
íàçûâàþò ìíèìîé åäèíèöåé.

Â òàêîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
âåùåñòâåííóþ ïîäàëãåáðó â H : C = R〈1, i〉. Âëîæåíèå C â H ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü
êîìïëåêñíîå (èëè ñèìïëåêòè÷åñêîå) ïðåäñòàâëåíèå êâàòåðíèîíîâ. À èìåííî, åñëè
q = q0 + q1i + q2j + q3k, òî q = (q0 + q1i) + (q2 + q3i)j = z1 + z2j, ãäå z1, z2 ∈ C.

Íà ñàìîì äåëå C ñëóæèò âñåãî ëèøü ÷àñòíûì ïðèìåðîì ïîëÿ â H, ÿâëÿþùåãîñÿ
ðàñøèðåíèåì R. Âñþäó â äàííîé ðàáîòå òàêèå ïîëÿ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü áóêâîé
F. Ïîëå F � êîììóòàòèâíàÿ è àññîöèàòèâíàÿ R�àëãåáðà ñ äåëåíèåì ðàçìåðíîñòè,
áîëüøåé 1, ïîýòîìó èç òåîðåìû Ôðîáåíèóñà ñëåäóåò, ÷òî ðàçìåðíîñòü F åñòü â
òî÷íîñòè 2, è F èçîìîðôíî C.

Ïîëå F îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòüþ ê íåìó íåêîòîðîãî íåâåùå-
ñòâåííîãî êâàòåðíèîíà. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü q ∈ F\R. Çàïèøåì ýòîò êâàòåðíèîí
â âåêòîðíîé ôîðìå: q = q0 + ~q. Òîãäà ~q = q − q0 ∈ F \ {0}. Ïîëîæèì f := 1

|~q| ~q.
Ñèñòåìà {1, f} ëèíåéíî íåçàâèñèìà, è, ñëåäîâàòåëüíî, îáðàçóåò áàçèñ 2�ìåðíîé R�
àëãåáðû F. Ýòè ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ëþáûå äâà íåâåùåñòâåííûõ ýëåìåí-
òà ïîëÿ F èìåþò ïðîïîðöèîíàëüíûå âåêòîðíûå ÷àñòè, ÷òî ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì
è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì êîììóòèðîâàíèÿ êâàòåðíèîíîâ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè âåê-
òîðíûìè ÷àñòÿìè. Ïîýòîìó âñÿêîå ïîëå â H, óäîâëåòâîðÿþùåå îïèñàííûì âûøå
óñëîâèÿì, ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü êàê ñîâîêóïíîñòü âñåõ êâàòåðíèîíîâ, êîììó-
òèðóþùèõ ñ íåêîòîðûì ôèêñèðîâàííûì íåâåùåñòâåííûì êâàòåðíèîíîì. Êðîìå
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òîãî, óïîìÿíóòîå íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ ìíèìàÿ åäèíèöà f îïðåäåëÿåòñÿ ïîëåì F ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü H êàê âåùåñòâåííîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî (ñì. âûøå
ñ. 42). Âûáåðåì íåêîòîðûé êâàòåðíèîí φ, îðòîãîíàëüíûé êâàòåðíèîíàì 1, f è ïî
ìîäóëþ ðàâíûé 1. Òîãäà φ2 = (φ, φ) = −1; êâàòåðíèîí fφ (= [f, φ]) îðòîãîíàëåí
êâàòåðíèîíàì 1, f, φ, ïðè ýòîì fφ = [f, φ] = −[φ, f ] = −φf, îòêóäà (fφ)2 = −1.
Òàêèì îáðàçîì ÷åòâ¼ðêà {1, f, φ, fφ} îáðàçóåò R�áàçèñ â H, ñîñòîÿùèé èç 1 è
òð¼õ ìíèìûõ åäèíèö. Òàêîé áàçèñ ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü îäíîçíà÷íîå ðàçëîæåíèå
q = q0+ q̃1f + q̃2φ+ q̃3fφ,êîòîðîå (àíàëîãè÷íî êîìïëåêñíîìó ðàçëîæåíèþ) ïðèâîäèò
ê ðàçëîæåíèþ îòíîñèòåëüíî ïîëÿ F : q = (q0 + q̃1f) + (q̃2 + q̃3f)φ = u1 + u2φ,ãäå
u1, u2 ∈ F. Çàìåòèì, ÷òî âûáîð ñîîòâåòñòâóþùåãî êâàòåðíèîíà φ äëÿ ïîëÿ F íåîä-
íîçíà÷åí.

1.3. Ñîãëàøåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ

Â ðàáîòå â îñíîâíîì ïðèíÿòû îáû÷íûå îáîçíà÷åíèÿ. Íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ
îãîâàðèâàþòñÿ ïî õîäó èõ ââåäåíèÿ (íàïðèìåð, Lin, Clos (ôîðìóëà (5), ñ. 45)).
Ïîä ëèíåéíûì îïåðàòîðîì â H�áèìîäóëå ìû ïîäðàçóìåâàåì ïðàâîñòîðîííå ëè-
íåéíûé îïåðàòîð. Àääèòèâíûé îïåðàòîð ìû áóäåì íàçûâàòü F�ëèíåéíûì (èëè
R�ëèíåéíûì), åñëè èìååò ìåñòî åãî îäíîðîäíîñòü îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðà èç ïîëÿ
F (ñîîòâåòñòâåííî èç ïîëÿ R.) Ïðè ýòîì R�ëèíåéíûé îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ F�
ëèíåéíûì ⇔ RfA = ARf (çäåñü f � ìíèìàÿ åäèíèöà, ïîðîæäàþùàÿ ïîëå F);
F�ëèíåéíûé îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ H�ëèíåéíûì ⇔ RφA = ARφ.

Îñîáî âàæåí äëÿ èññëåäîâàíèÿ îïåðàòîðîâ â êâàòåðíèîííûõ ìîäóëÿõ îïåðàòîð
ïðàâîãî óìíîæåíèÿ Rqx := xq , (x ∈ H, q ∈ H). (Çàìåòèì, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ,
îïåðàòîð Rq íå ÿâëÿåòñÿ H�ëèíåéíûì, íî îí ÿâëÿåòñÿ F�ëèíåéíûì, ãäå ïîëå F
ïîðîæäåíî êâàòåðíèîíîì q, ñì. âûøå). Ïîëåçíî ïåðå÷èñëèòü ñëåäóþùèå ïðîñòûå
ñâîéñòâà îïåðàòîðà ïðàâîãî óìíîæåíèÿ, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â äàííîé ðàáîòå
áåç îñîáûõ îãîâîðîê: Rp+q = Rp + Rq; Rpq = RqRp.

Îòìåòèì, ÷òî âñå ðåçóëüòàòû äàííîé ðàáîòû îñòàíóòñÿ â ñèëå, åñëè ñëîâî "áè-
ìîäóëü" çàìåíèòü íà "ïðàâûé ìîäóëü"; ðàññìîòðåíèå èìåííî áèìîäóëåé ñâÿçàíî
ñ òðàäèöèåé íàøèõ ïðåäûäóùèõ ðàáîò.

Âñþäó äàëåå ìû çàôèêñèðóåì íåêîòîðóþ ìíèìóþ åäèíèöó f è ïîëå F, ïîðîæ-
ä¼ííîå åþ. Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî âñå ðàññóæäåíèÿ, êàñàþùèåñÿ F�ìîäóëåé
(îðòîãîíàëüíîñòü è ïð.), â ñèëó èçîìåòðè÷åñêîãî èçîìîðôèçìà ìåæäó F è C ïî-
âòîðÿþò ñîîòâåòñòâóþùèå ðàññóæäåíèÿ äëÿ C�ìîäóëåé.2 Â ýòîì ñëó÷àå ìû èñ-
ïîëüçóåì ñîîòâåòñòâóþùóþ ñèìâîëèêó ⊥F, ⊕F è ïð.

2Îáðàòèì çäåñü âíèìàíèå ÷èòàòåëÿ íà ñëåäóþùèé çàìå÷àòåëüíûé ôåíîìåí, ïðèñóùèé òåëó
êâàòåðíèîíîâ è êàñàþùèéñÿ ñîîòíîøåíèé ìåæäó ïîíÿòèÿìè "ðàâåíñòâî" è "èçîìîðôèçì". Õîòÿ
êàæäîå òàêîå ïîëå F èçîìîðôíî C, è ïîýòîìó ñ òî÷êè çðåíèÿ àëãåáðû ÿâëÿåòñÿ "íåèíòåðåñíûì íî
îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óíèêàëüíóþ "êîïèþ" C â H, ÷òî ñòàíîâèòñÿ âåñüìà ñóùåñòâåííûì äëÿ
àíàëèçà. Â ÷àñòíîñòè, íàøà òåîðèÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèé êâàòåðíèîííîãî ïåðåìåííîãî
([2]) îñíîâàíà èìåííî íà "èãðå" ýòèìè ñâîéñòâàìè.
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2. Ìîäåëü êîñîñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà ñ ïðîñòûì
ñïåêòðîì

2.1. Ñïåêòðàëüíàÿ òåîðåìà

Óïîìÿíóòàÿ âî ââåäåíèè ñïåêòðàëüíàÿ òåîðåìà äëÿ êîñîñàìîñîïðÿæ¼ííîãî îïå-
ðàòîðà ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü A � êîñîñàìîñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â ãèëü-
áåðòîâîì êâàòåðíèîííîì áèìîäóëå H, F � ïðîèçâîëüíîå R�ñîäåðæàùåå 2�
ìåðíîå ïîëå. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåë¼ííàÿ ñïåêòðàëüíàÿ
ìåðà E, çàäàííàÿ íà ñåìåéñòâå B(f+) âñåõ áîðåëåâñêèõ ïîäìíîæåñòâ íåîòðèöà-
òåëüíîé ïîëóîñè f+ = {τf | τ ≥ 0}, è òàêîé êîñîñàìîñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð J ,
êîììóòèðóþùèé ñ E è óäîâëåòâîðÿþùèé ðàâåíñòâó J2 = −I, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ
ðàâåíñòâà

D(A) = {h ∈ H |
∫

σF+(A)

|q|2〈E(dq)h, h〉 < ∞} ;

A =

∫

f+

R−qfJE(dq) . (1)

(D(A) � îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà A).

Èíòåãðàë â (1) ïîíèìàåòñÿ êàê ñèëüíûé ïðåäåë

Ah = lim
n→∞

∫

[0,nf ]

R−qfJE(dq)h , h ∈ D(A).

Ïðè ýòîì ñïåêòðàëüíàÿ ìåðà E ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà êàê

E(α) :=

{
EF(α) + EF(−α), 0 6∈ α,

EF(α) + EF(−α)− EF({0}), 0 ∈ α

(
α ∈ B(f+)

)
, (2)

ãäå EF � çàäàííàÿ íà áîðåëåâñêèõ ïîäìíîæåñòâàõ îñè f = fR F�ëèíåéíàÿ ñïåê-
òðàëüíàÿ ìåðà F�ñèìïëåêòè÷åñêîãî îáðàçà îïåðàòîðà A; ò.å ñïåêòðàëüíàÿ ìåðà A,
äåéñòâóþùåãî â H êàê â F�ìîäóëå. Ïîñëåäíèé èçîìåòðè÷åñêè èçîìîðôåí H êàê
C�ìîäóëþ, ïîýòîìó äëÿ ïîñòðîåíèÿ EF èñïîëüçóåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ ñïåêòðàëüíàÿ
òåîðåìà. Ïðè ýòîì J è EF ñâÿçàíû ôîðìóëîé

J = Rf

(
EF(f+)− EF(f−)

)
, (3)

ãäå f− = {τf | τ < 0} � îòðèöàòåëüíàÿ ïîëóîñü ïîëÿ F. Îòìåòèì â ñâÿçè ñ
ôîðìóëîé (2), ÷òî H�ëèíåéíîñòü ìåðû E ðàâíîñèëüíà âûïîëíåíèþ ðàâåíñòâà

EF(α)Rφ = RφEF(−α)
(
α ∈ B(f+)

)
.
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Â ÷àñòíîñòè, åñëè ìû ïîëîæèì H+ = EF(f+)H, òî

H = H+ ⊕F RφH
+. (4)

2.2. Îïåðàòîðû ñ ïðîñòûì ñïåêòðîì

Ïóñòü A � êîñîñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð ñ ïëîòíîé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ
D(A), äåéñòâóþùèé â ãèëüáåðòîâîì êâàòåðíèîííîì áèìîäóëå H. Â ñîîòâåòñòâèè ñ
òåîðåìîé 1 êàæäûé òàêîé îïåðàòîð îïðåäåëÿåò ðàçëîæåíèå åäèíèöû E îïåðàòîðà
A è ñîîòâåòñòâóþùèé îïåðàòîð J , êîììóòèðóþùèé ñ ýòèì ðàçëîæåíèåì.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç I ñîâîêóïíîñòü âñåõ (îãðàíè÷åííûõ) èíòåðâàëîâ ∆ ïîëóîñè
f+, ∆ = [af, bf ], a, b ∈ R, 0 ≤ a < b.

Îïðåäåëåíèå. Îïåðàòîð A íàçîâåì îïåðàòîðîì ñ ïðîñòûì ñïåêòðîì, åñëè ñó-
ùåñòâóåò ïîðîæäàþùèé âåêòîð g ∈ H, ò.å. òàêîé âåêòîð, ÷òî

Clos Lin{E(∆)g | ∆ ∈ I} = H (5)

(çäåñü Lin � (ïðàâîñòîðîííÿÿ) H�ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà, Clos � çàìûêàíèå ïî íîðìå
â H).

Äàëåå îáîñíîâûâàåòñÿ êëþ÷åâîå äëÿ äàëüíåéøèõ ïîñòðîåíèé óòâåðæäåíèå î
ñóùåñòâîâàíèè ïîðîæäàþùåãî âåêòîðà g äëÿ îïåðàòîðà A, óäîâëåòâîðÿþùåãî ðà-
âåíñòâó

Jg = Rfg. (6)
Ïóñòü T = {Ti}i∈I � íåêîòîðîå ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ â H, g ∈ H � íåêîòîðûé

âåêòîð. Ïîëîæèì

C(T , g) = Clos Lin{Tig | i ∈ I}; CF(T , g) = Clos LinF{Tig | i ∈ I}.

(çäåñü LinF � (ïðàâîñòîðîííÿÿ) F�ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà). Èç ýëåìåíòàðíûõ ñâîéñòâ
ëèíåéíîé îáîëî÷êè è çàìûêàíèÿ ñëåäóþò ñâîéñòâà:

CF(T , g1 + g2) ⊆ Clos
(CF(T , g1) + CF(T , g2)

)
; (7)

C(T , g) = Clos
(CF(T , g) + RφCF(T , g)

)
(8)

(âêëþ÷åíèå (7), êîíå÷íî æå, âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ C(·, ·); ðàâåíñòâî (8) ñëåäóåò èç
î÷åâèäíîãî ðàâåíñòâà äëÿ ëèíåéíûõ îáîëî÷åê: Lin S = LinF S + Rφ LinF S). Åñëè
ñåìåéñòâî T çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ïðîèçâåäåíèÿ îïåðàòîðîâ, òî

h ∈ CF(T , g) ⇒ CF(T , h) ⊆ CF(T , g) (åñëè ∀ i, j ∈ I TiTj ∈ T ) (9)

(òî æå ñïðàâåäëèâî è äëÿ C(·, ·)). Ïîëîæèì òåïåðü

E = {E(∆) | ∆ ∈ J }, EF = {EF(∆) | ∆ ∈ J }.
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Òîãäà íàðÿäó ñ (7) � (9) äëÿ E , EF òàêæå áóäóò âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèÿ, ýëå-
ìåíòàðíî âûâîäèìûå èç ñâîéñòâ ñïåêòðàëüíûõ ìåð:

∀ g ∈ H CF(EF, g) ⊆ H+; (10)
g ∈ H+ ⇒ C(E , g) = CF(EF, g); (11)
∀ g ∈ H C(E , Rφg) = RφC(E , g); (12)
h⊥F CF(EF, g) ⇒ CF(EF, h + g) = CF(EF, h)⊕F CF(EF, g). (13)

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü A � îïåðàòîð ñ ïðîñòûì ñïåêòðîì. Òîãäà ñóùåñòâóåò3

ïîðîæäàþùèé âåêòîð g, óäîâëåòâîðÿþùèé ðàâåíñòâó (6).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü y � ïîðîæäàþùèé âåêòîð äëÿ îïåðàòîðà A, ò.å âûïîëíå-
íî ðàâåíñòâî

H = C(E , y). (14)
Ñîãëàñíî (4) äëÿ íåêîòîðûõ âåêòîðîâ y+, x+ ∈ H+ y = y+ + Rφx

+. Ïîëîæèì

Y+ = CF(EF, y+), X+ = CF(EF, x+). (15)

Òîãäà

CF(E , y)
(7)
⊆ Clos

(C(E , y+) + C(E , Rφx
+)

) (12),(11),(15)
= Clos(Y+ + RφX

+), (16)

îòñþäà
RφCF(E , y) ⊆ Clos(RφY

+ + X+). (17)
Äàëåå,

H
(14),(8),(16),(17)

⊆ Clos
(
Y+ + RφX

+ + RφY
+ + X+

) (4),(10)
=

= Clos
(
(Y+ + X+)⊕F Rφ(Y

+ + X+)
)

= Clos(Y+ + X+)⊕F Rφ Clos(Y+ + X+),

îòêóäà â ñèëó (4),(10) çàêëþ÷àåì, ÷òî

H+ = Clos(Y+ + X+). (18)

Ïóñòü òåïåðü v+ � F�îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ âåêòîðà x+ íà H+ ªF X+, è x+ =
v+ + w+, w+ ∈ X+. Ïîëîæèì g = y+ + v+. Ïîêàæåì, ÷òî g ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì
âåêòîðîì. Òàê êàê g ∈ H+, òî â ñèëó ñàìîãî îïðåäåëåíèÿ (3) îí óäîâëåòâîðÿåò (6).
Ïîêàæåì, ÷òî g ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùèì. Ïîëîæèì V+ = CF(E , v+). Ñîãëàñíî (9)

CF(E , w+) ⊆ Y+, (19)

ïîýòîìó

Y+ + X+ = Y+ + CF(EF, v+ + w+)
(13)
= Y+ + V+ + CF(EF, w+)

(19),(13)
= Y+ ⊕F V+ (20)

3Èäåÿ ïîñòðîåíèÿ ñïåöèàëüíîãî ïîðîæäàþùåãî âåêòîðà â Ïðåäëîæåíèè âîçíèêëà ïîä âëèÿ-
íèåì ðàññóæäåíèé â [1, Prop. 5.2].
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

H+ (18),(20)
= CF(EF, y+)⊕F CF(EF, v+)

(13)
= CF(EF, y+ + v+)

(11)
= CF(E , g). (21)

Èç (21), (8), (4) ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíî H = C(E , g), ò.å. âåêòîð g � ïîðîæäàþùèé.

2.3. Ïîñòðîåíèå ìîäåëè

Âñþäó äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïîðîæäàþùèé âåêòîð g êîñîñàìîñîïðÿ-
æ¼ííîãî îïåðàòîðà A ñ ïðîñòûì ñïåêòðîì óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó (6).

Ðàññìîòðèì îïåðàòîð
(Qh)(λ) = λh(λ),

äåéñòâóþùèé â H�áèìîäóëå L2
σ(f+,H) âñåõ êâàäðàòè÷íî ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé

íà ïîëóîñè f+ ñî çíà÷åíèÿìè â H ïî ñ÷¼òíî-àääèòèâíîé ìåðå σ. Åñëè â êà÷åñòâå
îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ âçÿòü

D(Q) =
{
h ∈ L2

σ |
∫

f+

|λ|2 |h(λ)|2σ(dλ) < ∞}
,

òî ñòàíäàðòíûìè ðàññóæäåíèÿìè ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòî êîñîñàìîñîïðÿæåííûé
îïåðàòîð.

Ïîñòðîèì ðàçëîæåíèå åäèíèöû îïåðàòîðà Q. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñïåêòðàëüíîé
ìåðû EF ìû âîñïîëüçóåìñÿ ìîäèôèêàöèåé ñòàíäàðòíîãî àëãîðèòìà, ðàññìîòðåí-
íîãî â íàøåé ðàáîòå [4]. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáîãî èíòåðâàëà (af, bf), −∞ < a <
b < ∞, è ëþáîé ôóíêöèè h èç D(Q) âèäà h(λ) = h1(λ)+h2(λ)φ, ãäå h1(λ), h2(λ) ∈ F,
áóäåì èìåòü

EF
(
(af, bf)

)
h(λ) = χ(a,b)(−λf)h1(λ) + χ(a,b)(λf)h2(λ)φ =

= χ(af,bf)(λ)h1(λ) + χ(−bf,−af)(λ)h2(λ)φ.

Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî α ∈ B(f)

EF(α)h(λ) = χα(λ)h1(λ) + χ−α(λ)h2(λ)φ.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ α ∈ B(f+\{0})
EF(α)h(λ) = χα(λ)h1(λ), EF(−α)h(λ) = χα(λ)h2(λ)φ,

è â ðåçóëüòàòå
E(α)h(λ) = χα(λ)h(λ).

Åñëè æå α ∈ B(f+), 0 ∈ α, òî
{

EF(α)h(λ) = χα(λ)h1(λ) + h̃2(λ)φ,

EF(−α)h(λ) = h̃1(λ) + χα(λ)h2(λ)φ,
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ãäå

h̃r(λ) =

{
h1(0), λ = 0,

0, λ 6= 0,
(r = 1, 2).

Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî

EF({0})h(λ) =

{
h(0), λ = 0,

0, λ 6= 0,

ïîëó÷àåì òàêæå
E(α)h(λ) = χα(λ)h(λ).

Ñîãëàñíî (3) è ðàññìîòðåííûì âûøå ôîðìóëàì ñîîòâåòñòâóþùèé îïåðàòîð J äëÿ
îïåðàòîðà Q èìååò âèä (ïî÷òè âñþäó è çà èñêëþ÷åíèåì òî÷êè 0):

(Jh)(λ) = (h1(λ)− h2(λ)φ)f.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

g(λ) = αk, λ ∈ ∆k =
(
(k − 1)f, kf

)
, αk ∈ f+\{0},

ñ óñëîâèåì
∑ |αk|2σ(∆k) < ∞. Ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùåé äëÿ îïåðà-

òîðà Q â ñìûñëå Îïðåäåëåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, (ïðàâàÿ) êâàòåðíèîííàÿ ëèíåéíàÿ
îáîëî÷êà ìíîæåñòâà ôóíêöèé E(∆)g(λ) ñîâïàäàåò ñ ñîâîêóïíîñòüþ âñåõ ôèíèò-
íûõ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé, à ýòà ñîâîêóïíîñòü ïëîòíà â L2

σ(f+,H). Çàìå-
òèì, ÷òî (Jg)(λ) = αkf, λ ∈ ∆k, ò.å. Jg = Rfg. Äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷èì L2

σ(f+,H)
÷åðåç L2

σ.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü A � êîñîñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð ñ ïðîñòûì ñïåêòðîì,
äåéñòâóþùèé â ãèëüáåðòîâîì êâàòåðíèîííîì áèìîäóëå H, g � ïîðîæäàþùèé
âåêòîð, σ(α) = 〈E(α)g, g〉 � ìåðà, îïðåäåëåííàÿ íà σ�àëãåáðå B(f+). Â òàêîì
ñëó÷àå îòîáðàæåíèå Φ: L2

σ → H, äåéñòâóþùåå ïî ïðàâèëó

Φh =

∫

f+

Rh(λ)E(dλ)g,

óñòàíàâëèâàåò èçîìåòðè÷åñêèé èçîìîðôèçì ìåæäó L2
σ è H, ïðè÷¼ì

AΦh =

∫

f+

Rλh(λ)E(dλ)g.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

G =
{
ĥ ∈ H | ∃h ∈ L2

σ : ĥ =

∫

f+

Rh(λ)E(dλ)g
}

= =(Φ).

Ïóñòü ∆ � èíòåðâàë â f+, òîãäà χ∆ ∈ L2
σ, è

Φχ∆ =

∫

f+

E(dλ)gχ∆(λ) =

∫

∆

E(dλ)g = E(∆)g.
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Ñëåäîâàòåëüíî, G ïëîòíî â H. Ïóñòü ĥ ∈ G. Òîãäà 〈ĥ, ĥ〉H =
∫
f+
〈E(dλ)g, ĥ〉h(λ).

Òàê êàê

〈E(α)g, ĥ〉 =

∫

f+

〈E(α)g, E(dλ)gh(λ)〉 =

∫

f+

h(λ)〈E(dλ)E(α)g, g〉 =

=

∫

α

h(λ)〈E(dλ)g, g〉 =

∫

α

h(λ)σ(dλ),

òî
〈ĥ, ĥ〉H =

∫

f+

|h(λ)|2σ(dλ) = 〈h(λ), h(λ)〉L2
σ
.

Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå Φ èçîìåòðè÷åñêè ïåðåâîäèò ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî â
L2

σ â ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî G. Èç ïîëíîòû L2
σ ñëåäóåò çàìêíóòîñòü ïîäìíîæåñòâà

G. Ñëåäîâàòåëüíî, G = H, à îïåðàòîð Φ óíèòàðåí.
Äîêàæåì âòîðóþ ÷àñòü òåîðåìû. Ïóñòü h � ôèíèòíàÿ ôóíêöèÿ èç L2

σ ñ íîñèòå-
ëåì [af, bf ], ĥ =

∫
f+

Rh(λ)E(dλ)g. Äîêàæåì, ÷òî ĥ ∈ D(A), ðàññìîòðåâ âûðàæåíèå∫
f+
|λ|2〈E(dλ)ĥ, ĥ〉. Òàê êàê

〈E(α)ĥ, ĥ〉 =

∫

f+

h(ν)〈E(α)ĥ, E(dν)g〉 =

∫

f+

h(ν)〈ĥ, E(α)E(dν)g〉 =

∫

α

h(ν)〈ĥ, E(dν)g〉,

è, â ñâîþ î÷åðåäü,

〈ĥ, E(β)g〉 =

∫

f+

〈E(dξ)g, E(β)g〉h(ξ) =

∫

β

〈E(dξ)g, g〉h(ξ) =

∫

β

σ(dξ)h(ξ),

òî
〈E(α)ĥ, ĥ〉 =

∫

α

|h(ν)|2σ(dν).

Ñëåäîâàòåëüíî,
∫

f+

|λ|2〈E(dλ)ĥ, ĥ〉 =

∫

f+

|λ|2|h(λ)|2σ(dλ) =

∫

[af,bf ]

|λ|2|h(λ)|2σ(dλ) < ∞.

Äàëåå, äëÿ ëþáîãî âåêòîðà ĥ = Φh ∈ D(A) Aĥ =
∫
f+
R−λfJE(dλ)ĥ. Òàê êàê

E(α)ĥ =

∫

f+

E(α)Rh(nu)E(dν)g =

∫

f+

Rh(ν)E(α)E(dν)g =

∫

α

Rh(ν)E(dν)g,

òî â ñèëó ëèíåéíîñòè îïåðàòîðîâ R−λf , J , à òàêæå ïåðåñòàíîâî÷íîñòè J ñ ðàçëî-
æåíèåì åäèíèöû èìååì:

Aĥ =

∫

f+

R−λfJRh(λ)E(dλ)g =

∫

f+

Rh(λ)R−λfE(dλ)Jg =

∫

f+

Rh(λ)R−λfE(dλ)Rfg =

=

∫

f+

Rh(λ)RλE(dλ)g =

∫

f+

Rλh(λ)E(dλ)g.
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Òàêèì îáðàçîì, íà ôèíèòíûõ ôóíêöèÿõ èç L2
σ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî AΦ =

ΦQ, èëè A = ΦQΦ−1. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ïîëó÷èì îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîé
ðàáîòû:

Òåîðåìà 3. Âñÿêèé êîñîñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â êâàòåðíè-
îííîì ãèëüáåðòîâîì áèìîäóëå, óíèòàðíî ïîäîáåí îïåðàòîðó ëåâîãî óìíîæåíèÿ
íà íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ â ôóíêöèîíàëüíîì áèìîäóëå L2

σ.
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