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Àííîòàöèÿ. Ïðîâåäåí àíàëèç ìîäèôèêàöèè êëàññè÷åñêîé ìîäåëè Ëîòêè-Âîëüòåððû ýêîëîãè÷å-
ñêîé êîíêóðåíöèè äâóõ âèäîâ. Ðàññìàòðèâàåìàÿ ìîäåëü îáîáùàåò êëàññè÷åñêóþ, ó÷èòûâàÿ âîç-
ìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ãåíåòè÷åñêè çàêðåïëåííîãî àëãîðèòìà ðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè ìåæäó
ïðîöåññàìè ðàçâèòèÿ è êîíêóðåíöèè, à òàêæå èçìåíåíèÿ õàðàêòåðà ðåàêöèè êàæäîé èç ïîïó-
ëÿöèé â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè-êîíêóðåíòà. Äëÿ ðåãóëÿðíîãî íåâûðîæäåííîãî
ñëó÷àÿ ïîëó÷åíû âñå òîïîëîãè÷åñêè íåýêâèâàëåíòíûå ôàçîâûå ïîðòðåòû ìîäèôèöèðîâàííîé ìî-
äåëè. Ñôîðìóëèðîâàíû è äîêàçàíû ñîîòâåòñòâóþùèå òåîðåìû. Ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè òèïè÷-
íûõ ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ êàæäîãî òèïà.

1. Ââåäåíèå
Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìû è åå àêòóàëüíîñòü. Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ

òîïîëîãèè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ìîäèôèöèðîâàííîé ñèñòåìû Ëîòêè-Âîëüòåððû,
îïèñûâàþùåé äèíàìèêó äâóõ ïîïóëÿöèé, êîíêóðèðóþùèõ çà ïðèðîäíûå ðåñóðñû.
Îáîñíîâàíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ìîäåëè è åå ïðåäâàðèòåëüíûé àíàëèç áûëè ïðîâå-
äåíû â ñòàòüå àâòîðîâ [1].

Ìîäåëü èìååò âèä




ẋ(t) = x(t)

[
rx

1 + lxx(t)y(t)

(
1− x(t)
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)
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2(t)

1 + lyx(t)y(t)
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)]
≡ f1(x, y),

ẏ(t) = y(t)

[
ry

1 + lyx(t)y(t)

(
1− y(t)

ky

)
− rxlxx

2(t)

1 + lxx(t)y(t)

(
1− x(t)

kx

)]
≡ f2(x, y),

(1.1)
ãäå x(t), y(t) � ôóíêöèè èçìåíåíèÿ ÷èñëåííîñòè âèäîâ âî âðåìåíè; rx, ry, lx, ly, kx, ky

� ïîëîæèòåëüíûå ïàðàìåòðû, áèîëîãè÷åñêèé ñìûñë êîòîðûõ îáñóæäåí â [1].
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Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ñòàâèëàñü çàäà÷à áîëåå ïîäðîáíî èññëåäîâàòü âîçìîæíûå
ñöåíàðèè ðàçâèòèÿ ñèñòåìû è îïðåäåëèòü ìàòåìàòè÷åñêè ñòðîãî, êàê ïàðàìåòðû
ñèñòåìû âëÿþò íà èñõîä êîíêóðåíòíîé áîðüáû. Äëÿ ðåãóëÿðíûõ ñëó÷àåâ (ò.å. äëÿ
ñëó÷àåâ, êîãäà ïàðàìåòðû ñèñòåìû íå ïðèíèìàþò áèôóðêàöèîííûõ çíà÷åíèé) óäà-
ëîñü ïîñòðîèòü ïîëíóþ êëàññèôèêàöèþ ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ, âêëþ÷àþùèõ òàêèå
èíòåðåñíûå ñëó÷àè àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ êàê ïðåäåëüíûé öèêë.

Ïîñòàâëåííàÿ ïðîáëåìà ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåñüìà àêòóàëüíîé, êàê â ïðàêòè÷å-
ñêîì, òàê è â òåîðåòè÷åñêîì îòíîøåíèÿõ. Ïðîöåññû êîíêóðåíöèè ÿâëÿþòñÿ, ôàê-
òè÷åñêè, îñíîâíûì ôàêòîðîì ïðîöåññîâ ýêîëîãè÷åñêîé ñàìîîðãàíèçàöèè, è èõ ëó÷-
øåå ïîíèìàíèå ìîæåò ñóùåñòâåííî îáëåã÷èòü ðåøåíèå ýêîëîãè÷åñêèõ ïðîáëåì.
Òàê, äëÿ ýêîëîãîâ Äíåïðîïåòðîâùèíû âàæíåéøåé ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ ñîõðàíåíèå
ëåñíûõ áèîãåîöåíîçîâ, ñóùåñòâóþùèõ â óñëîâèÿõ æåñòêîé êîíêóðåíöèè ñ ãîñïîä-
ñòâóþùèìè ñòåïíûìè ýêîñèñòåìàìè.

Îáçîð ñîñòîÿíèÿ ïðîáëåìû. Íå ñìîòðÿ íà òî, ÷òî èññëåäîâàíèþ ìîäåëåé òèïà
Ëîòêè-Âîëüòåððû ïîñâÿùåíà îáøèðíåéøàÿ ëèòåðàòóðà, è, â ÷àñòíîñòè, ïðåäëîæå-
íî ìíîæåñòâî èõ ìîäèôèêàöèé, ïðåäëàãàåìàÿ ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ íîâîé è èññëåäó-
åòñÿ âïåðâûå. Îðãèíàëüíûìè ÿâëÿþòñÿ è ýêîëîãè÷åñêèå âûâîäû, êîòîðûå ìîæíî
ñäåëàòü èç àíàëèçà ìîäåëè. Îíè ïîäòâåðæäàþò è ñóùåñòâåííî äîïîëíÿþò èçâåñò-
íûå ïðåäñòàâëåíèÿ î õàðàêòåðå ïðîöåññîâ êîíêóðåíöèè â ýêîëîãè÷åñêèõ ñèñòåìàõ.

Â ñòàòüå [1] áûë ïðîâåäåí ÷àñòè÷íûé àíàëèç ìîäåëè (1.1) � íàéäåíû òðè òîïî-
ëîãè÷åñêè ðàçëè÷íûõ ôàçîâûõ ïîðòðåòà ñèñòåìû (1.1), õîòÿ ïåðèîäè÷åñêèå ðåøå-
íèÿ ïðè ýòîì íå èññëåäîâàëèñü. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå âîñïîëíÿåòñÿ ýòîò ïðîáåë è
èññëåäóþòñÿ óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé â ñèñòåìå (1.1). Äëÿ
ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è èñïîëüçóþòñÿ ðåçóëüòàòû òåîðèè Ïóàíêàðå-Áåíäèêñîíà [2]
î ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà ïëîñêîñòè.
Ïðèâåäåì íåêîòîðûå èç íèõ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç C+ ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïàð òî÷åê (x(t, x0), y(t, y0)) ÿâëÿþùèõñÿ
òðàåêòîðèåé ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.1), ñòàðòóþùåãî èç íà÷àëüíîé òî÷êè ñ êîîðäèíà-
òàìè (x0, y0) ïðè t ≥ t0. Ìíîæåñòâî C+ íàçûâàþò ïîëîæèòåëüíîé ïîëóòðàåêòîðèåé
ñèñòåìû (1.1).

Îïðåäåëåíèå 1. Òî÷êà A(xb, yb) ïëîñêîñòè ñ êîîðäèíàòàìè (xb, yb) íàçûâàåò-
ñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ïîëóòðàåêòîðèè C+, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîëîæèòåëü-
íàÿ ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü t0, t1, ..., tn, ..., ãäå lim

n→∞
tn = ∞, ÷òî (xb, yb) =

lim
n→∞

(x(tn, x0), y(tn, y0)). Ìíîæåñòâî âñåõ ïðåäåëüíûõ òî÷åê ïîëóòðàåêòîðèè C+ íà-
çûâàåòñÿ ïðåäåëüíûì ìíîæåñòâîì è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç L(C+).

Îïðåäåëåíèå 2. Ìíîæåñòâî M òî÷åê ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî èíâà-
ðèàíòíûì, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè (x0, y0) ∈ M ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîëóòðàåêòîðèÿ
C+ ⊂ M .

Òåîðåìà 1 (Ïóàíêàðå-Áåíäèêñîí [?]). Åñëè íà ïëîñêîñòè ñóùåñòâóåò ïîëî-
æèòåëüíî èíâàðèàíòíîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî M íå ñîäåðæàùåå ïîëîæå-
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íèé ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (1.1), òî C+ � ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå; åñëè C+ = L(C+),
òî C+ � ïðåäåëüíûé öèêë.

Òåîðåìà 2 (Áåíäèêñîí [?]). Ïóñòü H � îãðàíè÷åííîå îäíîñâÿçíîå ìíîæåñòâî
ïëîñêîñòè, âñå òî÷êè êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ: ∀(xp, yp) ∈ H âûðàæå-
íèå (

∂f1(x, y)

∂x
+

∂f2(x, y)

∂y

)∣∣∣∣∣
(xp,yp)

6= 0.

Òîãäà íåò ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.1) öåëèêîì ëåæàùåãî â H.

2. Ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (1.1)
Òðèâèàëüíî íàõîäÿòñÿ ñëåäóþùèå ÷åòûðå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (â êðóãëûõ

ñêîáêàõ óêàçàíû èõ êîîðäèíàòû íà ïëîñêîñòè):

1) S1(0, 0); 2) S2(0, ky); 3) S3(kx, 0); 4) S4(kx, ky).

(Îíè ðàñïîëîæåíû ïî âåðøèíàì ïðÿìîóãîëüíèêà, ëåæàùåãî â ïåðâîì îðòàíòå, äâå
ñòîðîíû êîòîðîãî ñîâïàäàþò ñ îñÿìè êîîðäèíàò.)

Êðîìå ýòèõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ñóùåñòâóþò è äðóãèå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâå-
ñèÿ, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé

rx

1 + lxxy

(
1− x

kx

)
=

rylyy
2

1 + lyxy

(
1− y

ky

)
,

ry

1 + lyxy

(
1− y

ky

)
=

rxlxx
2

1 + lxxy

(
1− x

kx

)
.

(2.1)
Óìíîæèì ëåâûå ÷àñòè óðàâíåíèé ñèñòåìû (2.1) äðóã íà äðóãà è ïðèðàâíÿåì

ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ïðîèçâåäåíèþ ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé ýòîé æå ñèñòåìû.
Òîãäà ïîñëå íåñëîæíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì óðàâíåíèå êðè-
âîé, íà êîòîðîé ëåæàò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (1.1), îòëè÷íûå îò òî÷åê
S1, ..., S4:

lxly(xy)2 = 1.

Ýòà êðèâàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷åòûðå âåòâè ãèïåðáîë
√

lxlyxy = 1 è
√

lxlyxy = −1,

ðàñïîëîæåííûå âî âñåõ ÷åòûðåõ îðòàíòàõ ïëîñêîñòè. Íàñ èíòåðåñóåò òîëüêî ãè-
ïåðáîëà, âåòâè êîòîðîé ðàñïîëîæåíû â ïåðâîì è òðåòüåì îðòàíòàõ:

xy = 1/(
√

lxly). (2.2)

Íàõîäÿ èç óðàâíåíèÿ (2.2) çíà÷åíèå y ÷åðåç x è ïîäñòàâëÿÿ åãî â ïåðâîå óðàâ-
íåíèå ñèñòåìû (2.1) ïîëó÷èì
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rx

1 +
√

lx/ly
·
(

1− x

kx

)
=

ryly

1 +
√

ly/lx
· 1

lxlyx2
·
(

1− 1

xky

√
lxly

)
. (2.3)

Îïÿòü æå, ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

x4 − kxx
3 +

kxry

rx

√
lxly

x− kxry

kylylxrx

= 0. (2.4)

Çàïèøåì äèñêðèìèíàò D(rx, ry, lx, ly, kx, ky) óðàâíåíèÿ (2.4). Ïóñòü f(x) =
a0x

4 + a1x
3 + a3x + a4, ãäå

a0 = 1, a1 = −kx, a2 = 0, a3 =
kxry

rx

√
lxly

, a4 = − kxry

kylylxrx

.

Òîãäà ñîãëàñíî [3] èìååì

D(rx, ry, lx, ly, kx, ky) =
(−1)6

a0

· res(f(x), f
′
(x)) =

=
(−1)6

a0

det




a0 a1 0 a3 a4 0 0
0 a0 a1 0 a3 a4 0
0 0 a0 a1 0 a3 a4

4a0 3a1 0 a3 0 0 0
0 4a0 3a1 0 a3 0 0
0 0 4a0 3a1 0 a3 0
0 0 0 4a0 3a1 0 a3




= p
(
4k3

xk
3
yrxrylxly

√
lxly−

−27kxk
3
yr

2
ylxly − 6k2

xk
2
yrxrylxly − 27k3

xkyr
2
xlxly + 192kxkyrxry

√
lxly + 256ryrx

)
,

ãäå res(f(x), f
′
(x)) � ðåçóëüòàíò ìíîãî÷ëåíà f(x) è åãî ïðîèçâîäíîé [3] è p =

k3
xr

2
y/(r

4
xk

3
yl

3
xl

3
y) > 0.

Àíàëèç ÷èñëà ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé óðàâíåíèÿ (2.4) áûë ïðîâåäåí â [1]. Òàì
æå, îñíîâûâàÿñü íà ïîíÿòèè äèñêðèìèíàíòà óðàâíåíèÿ òèïà (2.4), áûëà äîêàçàíà
ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü D � äèñêðèìèíàíò óðàâíåíèÿ (2.4). Òîãäà åñëè D > 0, òî
ñèñòåìà (1.1) èìååò ñåìü ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ, ëåæàùèõ â ïåðâîì îðòàíòå
è îäíî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ (ñî ñòðîãî îòðèöàòåëüíûìè êîîðäèíàòàìè) � â
òðåòüåì îðòàíòå; åñëè æå D < 0, òî ñèñòåìà (1.1) èìååò ïÿòü ïîëîæåíèé
ðàâíîâåñèÿ, ëåæàùèõ â ïåðâîì îðòàíòå è îäíî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ (ñî ñòðîãî
îòðèöàòåëüíûìè êîîðäèíàòàìè) � â òðåòüåì îðòàíòå.

Íà ïðîòÿæåíèèè íàñòîÿùåé ðàáîòû êðèòè÷åñêèå òî÷êè, ðàñïîëîæåííûå â ïåð-
âîì îðòàíòå è íå ëåæàùèå íà îñÿõ êîîðäèíàò, ïðè D > 0 áóäåì îáîçíà÷àòü ñèì-
âîëàìè S5, S6 è S7; ïðè D < 0 åäèíñòâåííóþ òàêóþ êðèòè÷åñêóþ òî÷êó áóäåì
îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì S5. (Ñëó÷àé D 6= 0 îáû÷íî íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì.)
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Äëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ âû÷èñëèì ìàòðèöó ßêîáè J(x, y) ñèñòåìû (1.1):

J(x, y) =




∂f1(x, y)

∂x

∂f1(x, y)

∂y
∂f2(x, y)

∂x

∂f2(x, y)

∂y


 ,

ãäå
∂f1(x, y)

∂x
=

rx

1 + lxxy

(
1− x

kx

)
− rylyy

2

1 + lyxy

(
1− y

ky

)
+

+x

[
− rxlxy

(1 + lxxy)2

(
1− x

kx

)
− rx

kx(1 + lxxy)
+

ryl
2
yy

3

(1 + lyxy)2

(
1− y

ky

)]
,

∂f1(x, y)

∂y
= − rxlxx

2

(1 + lxxy)2

(
1− x

kx

)
−xryly

[
2y(1 + lyxy)− y2lyx

(1 + lyxy)2

(
1− y

ky

)
− y2

ky(1 + lyxy)

]
,

∂f2(x, y)

∂x
= − rylyy

2

(1 + lyxy)2

(
1− y

ky

)
−yrxlx

[
2x(1 + lxxy)− x2lxy

(1 + lxxy)2

(
1− x

kx

)
− x2

kx(1 + lxxy)

]
,

∂f2(x, y)

∂y
=

ry

1 + lyxy

(
1− y

ky

)
− rxlxx

2

1 + lxxy

(
1− x

kx

)
+

+y

[
− rylyx

(1 + lyxy)2

(
1− y

ky

)
− ry

ky(1 + lyxy)
+

rxl
2
xx

3

(1 + lxxy)2

(
1− x

kx

)]
.

3. Èíâàðèàíòû ìàòðèöû ßêîáè äëÿ ñèñòåìû (1.1)
Íàéäåì ýëåìåíòû ìàòðèöû ßêîáè ïðè óñëîâèÿõ (2.1) è (2.2). Ïåðâîå èç óñëîâèé

(2.1) ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé äàåò

∂f1(x, y)

∂x
=

rx

(1 +
√

lx/ly)

( √
ly/lx −

√
lx/ly

(1 +
√

ly/lx)(1 +
√

lx/ly)
− 2x

kx(1 +
√

lx/ly)

)
.

Âòîðîå èç óñëîâèé (2.1) ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ

∂f2(x, y)

∂y
=

ry

(1 +
√

ly/lx)

( √
lx/ly −

√
ly/lx

(1 +
√

lx/ly)(1 +
√

ly/lx)
− 2y

ky(1 +
√

ly/lx)

)
.

Äëÿ îñòàâøèõñÿ äâóõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ßêîáè àíàëîãè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ
äàþò:

∂f1(x, y)

∂y
=

ry

(1 +
√

ly/lx)

(
2y(2 +

√
ly/lx)

ky(1 +
√

lx/ly)
− 3 +

√
ly/lx

(1 +
√

lx/ly)

)
,
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∂f2(x, y)

∂x
=

rx

(1 +
√

lx/ly)

(
2x(2 +

√
lx/ly)

kx(1 +
√

ly/lx)
− 3 +

√
lx/ly

(1 +
√

ly/lx)

)
.

Ïóñòü (x, y) � êàêîå-ëèáî ðåøåíèå ñèñòåìû (2.1). Âû÷èñëèì (ñ ó÷åòîì óñëî-
âèÿ

√
lxlyxy = 1) èíâàðèàíòíóþ ôóíêöèþ trJ(x, y) (ñëåä ìàòðèöû J(x, y)). Òîãäà

ïîëó÷èì

trJ(x, 1/(x
√

lxly)) ≡ trJ(x) =
∂f1(x, y)

∂x
+

∂f2(x, y)

∂y
= − 2xrx

kx(1 +
√

lx/ly)2
+

+

(
rx(

√
ly/lx −

√
lx/ly)

(1 +
√

ly/lx)(1 +
√

lx/ly)2
+

ry(
√

lx/ly −
√

ly/lx)

(1 +
√

lx/ly)(1 +
√

ly/lx)2

)
− 2ry

x
√

lxlyky(1 +
√

ly/lx)2
.

(3.1)
Óðàâíåíèå trJ(x) = 0 èìååò âåùåñòâåííûå ðåøåíèÿ ïðè óñëîâèè

(
rx(

√
ly/lx −

√
lx/ly)

(1 +
√

lx/ly)
+

ry(
√

lx/ly −
√

ly/lx)

(1 +
√

ly/lx)

)2

− 16
rxry

kxky

√
lxly

≥ 0. (3.2)

(Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå (3.2) íåîáõîäèìî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ â ñèñòåìå ïðåäåëüíîãî
öèêëà.)

Âû÷èñëèì åùå (ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ
√

lxlyxy = 1) âòîðóþ èíâàðèàíòíóþ ôóíêöèþ
det J(x, y) :

det J(x, y) =
∂f1(x, y)

∂x
· ∂f2(x, y)

∂y
− ∂f1(x, y)

∂y
· ∂f2(x, y)

∂x
=

=
rxry

(1 +
√

lx/ly)2(1 +
√

ly/lx)2

((
(
√

ly/lx −
√

lx/ly)

(1 +
√

ly/lx)
−2x

kx

)
·
(

(
√

lx/ly −
√

ly/lx)

(1 +
√

lx/ly)
−2y

ky

)
−

−
(

2y

ky

(2 +
√

ly/lx)− 3−
√

ly/lx

)
·
(

2x

kx

(2 +
√

lx/ly)− 3−
√

lx/ly

))
. (3.3)

Òåïåðü ìû ìîæåì âû÷èñëèòü äèñêðèìèíàíò DJ ≡ trJ(x, y))2−4 det J(x, y) ìàò-
ðèöû ßêîáè. Òîãäà ñ ó÷åòîì y = 1/(x

√
lxly), ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé

ïîëó÷èì

DJ(x, y) ≡ (trJ(x, 1/(x
√

lxly))
2 − 4 det J(x, 1/(x

√
lxly))) =

=

(
rx(

√
ly/lx −

√
lx/ly)

(1 +
√

ly/lx)(1 +
√

lx/ly)2
+

ry(
√

lx/ly −
√

ly/lx)

(1 +
√

lx/ly)(1 +
√

ly/lx)2

)2

−

−4

(
xrx

kx(1 +
√

lx/ly)2
+

ry

xky

√
lxly(1 +

√
ly/lx)2

)
×
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×
(

rx(
√

ly/lx −
√

lx/ly)

(1 +
√

ly/lx)(1 +
√

lx/ly)2
+

ry(
√

lx/ly −
√

ly/lx)

(1 +
√

lx/ly)(1 +
√

ly/lx)2

)
+

+
4x2r2

x

k2
x(1 +

√
lx/ly)4

+
4r2

y

x2k2
ylxly(1 +

√
ly/lx)4

+

(
8rxry

kxky

√
lxly(1 +

√
lx/ly)2(1 +

√
ly/lx)2

)
+

+
4rxry

(1 +
√

lx/ly)2(1 +
√

ly/lx)2

(
4(

√
ly/lx −

√
lx/ly)

2

(1 +
√

ly/lx)(1 +
√

lx/ly)
+

8(1 +
√

lx/ly)(1 +
√

ly/lx)

kxky

√
lxly

+

+16− 6x

kx(1 +
√

lx/ly)
(3 + 3

√
lx/ly +

√
ly/lx + lx/ly)−

− 6

xky

√
lxly(1 +

√
ly/lx)

(3 + 3
√

ly/lx +
√

lx/ly + ly/lx)

)
.

Òîïîëîãè÷åñêèé ïîðòðåò ñèñòåìû (1.1) çàâèñèò îò çíàêà äèñêðèìèíàíòà óðàâ-
íåíèÿ (2.4). Â [1] áûëè ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå ñèòóàöèè, âîçíèêàþùèå ïðè D 6= 0.
Ïðè ýòîì ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ íå ðàññìàòðèâàëèñü. Îïèðàÿñü íà ðàáîòû [4,
5], èçó÷èì âîçìîæíîcòü ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé, à òàêæå çàêðîåì
ïðîáëåìó òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ñèñòåìû (1.1) ïðè D 6= 0.

4. Äèñêðèìèíàíò D < 0

Â [1] ïîêàçàíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (2.4) èìååò åäèíñòâåííûé ïîëîæè-
òåëüíûé êîðåíü; îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç x∗. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (2.4) â ñëåäóþùåì
âèäå

f(x) ≡ x3(x− kx) +
kxry

rx

√
lxly

(
x− kx

kxky

√
lxly

)
= 0. (4.1)

Ïóñòü x = 0. Òîãäà f(0) < 0. Åñëè æå x = 1/(ky

√
lxly), òî ïðè kxky

√
lxly < 1

èìååì f(1/(ky

√
lxly)) > 0. Òàêèì îáðàçîì, x∗ ∈ (0, 1/(ky

√
lxly)).

Íàîáîðîò, åñëè kxky

√
lxly > 1, òî f(1/(ky

√
lxly)) < 0 è f(kx) > 0. Òàêèì îáðà-

çîì, â ýòîì ñëó÷àå x∗ ∈ (1/(ky

√
lxly), kx).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå δ = kxky

√
lxly. Ïóñòü δ ≤ 1. Òîãäà x∗ ïðèíàäëåæèò èíòåð-

âàëó (
0,

1

ky

√
lxly

)
=

(
0,

kx

kxky

√
lxly

)
=

(
0,

kx

δ

)
.

Äëÿ óêàçàííîãî èíòåðâàëà ïîëîæèì x = akx/δ, ãäå 0 < a ≤ 1. Òîãäà èç ôîðìó-
ëû (3.1) áóäåì èìåòü

trJ(akx/δ) =
2rx(1− a/δ)

(1 +
√

lx/ly)2
+

2ry(1− 1/a)

(1 +
√

ly/lx)2
−

(
rx

1 +
√

lx/ly
+

ry

1 +
√

ly/lx

)
. (4.2)
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Òàêèì îáðàçîì, ïðè a → 0 âòîðîå ñëàãàåìîå ôîðìóëû (4.2) ñòðåìèòñÿ ê −∞;
åñëè æå a → 1, òî ïåðâîå ñëàãàåìîå ôîðìóëû (4.2) íåïîëîæèòåëüíî. Ñëåäîâàòåëü-
íî, íà èíòåðâàëå (0, kx/δ) èìååì trJ(x) < 0.

Âû÷èñëèì òåïåðü çíàê ôóíêöèè

DJ(x, y) ≡ (trJ(x, 1/(x
√

lxly))
2 − 4 det J(x, 1/(x

√
lxly)))

íà èíòåðâàëå (0, kx/δ), ãäå δ < 1. Òîãäà ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé ôîðìóë
(3.1) è (3.3) áóäåì èìåòü

DJ(x, y) =

(
2rx(1− 1/δ)

(1 +
√

lx/ly)2
− rx

1 +
√

lx/ly
− ry

1 +
√

ly/lx

)2

−

− 8rxry(1− 1/δ)

(1 +
√

lx/ly)2(1 +
√

ly/lx)2
· (

√
lx/ly −

√
ly/lx)

2 + 4(1 +
√

ly/lx)(1 +
√

lx/ly)

(1 +
√

ly/lx)(1 +
√

lx/ly)
.

(4.3)
Ïóñòü λ1,2 êîðíè óðàâíåíèÿ λ2 − (trJ(x, y))λ + det J(x, y) = 0:

λ1,2 =
trJ(x, y)±

√
(trJ(x, y))2 − 4 det J(x, y)

2
. (4.4)

Òîãäà èç ñîîòíîøåíèé (4.2) è (4.3) âûòåêàåò, ÷òî â (4.4) ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå
âñåãäà ïîëîæèòåëüíî è, çíà÷èò, êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà S5 ñ êîîðäèíàòàìè x = x∗, y =
1/(x∗

√
lxly) ÿâëÿåòñÿ ñåäëîì.

Â [1] ïîêàçàíî, ÷òî êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà S4(kx, ky) ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì óçëîì.
Òàêèì îáðàçîì, ïðè δ < 1 òî÷êà S5 � ñåäëî, à òî÷êà S4 � óñòîé÷èâûé óçåë.

Ïóñòü òåïåðü δ > 1. Òîãäà x∗ ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó
(

1

ky

√
lxly

, kx

)
=

(
kx

kxky

√
lxly

, kx

)
=

(
kx

δ
, kx

)
.

Ïîêàæåì, ÷òî íà ñàìîì äåëå

x∗ ∈
(

kx

δ
,
kx

2

)
.

Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè f(x) èç (4.1): f ′′(x) = 12x2−
6kxx. Î÷åâèäíî, ÷òî óðàâíåíèå f ′′(x) = 0 èìååò äâà êîðíÿ: 0 è kx/2. Ñëåäîâàòåëüíî,
÷èñëîâàÿ îñü ðàçáèâàåòñÿ íà èíòåðâàëû âîãíóòîñòè (−∞, 0), (kx/2,∞) è èíòåðâàë
âûïóêëîñòè (0, kx/2) ôóíêöèè f(x).

Âîçìîæíû äâå ñèòóàöèè: 1) kx/2 ∈ (0, 1/(ky

√
lxly)); 2)kx/2 ∈ (1/(ky

√
lxly), kx).

Òàê êàê óðàâíåíèå f(x) = 0 ïðè D < 0 èìååò îäèí ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü,
òî ñèòóàöèÿ 1) îçíà÷àåò, ÷òî íà ÷èñëîâîé îñè äîëæíû ïðèñóòñòâîâàòü òðè òî÷êè
ïåðåãèáà, ÷òî íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî ñèòóàöèÿ 2) è â òàêîì
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ñëó÷àå òî÷êà ïåðåãèáà kx/2 ∈ (1/ky

√
lxly), kx). Íî ∀x ∈ (1/ky

√
lxly), kx) f(x) > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ (2.4) ëåæèò íà (kx/δ, kx/2).
Äëÿ óêàçàííîãî èíòåðâàëà ïîëîæèì x = akx/δ, ãäå 1 < a < 2 < δ. Òîãäà èç

ôîðìóëû (4.2) ñëåäóåò, ÷òî ïðè 1 < a < 2 ôóíêöèÿ trJ(x) < 0, à èç (4.3) ñëåäóåò,
÷òî ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå â (4.4) ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîé çíàê. Ñëåäîâàòåëüíî,
òî÷êà S5 ìîæåò áûòü ëèáî óñòîé÷èâûì óçëîì, ëèáî óñòîé÷èâûì ôîêóñîì. Êðîìå
òîãî, â [1] ïîêàçàíî, ÷òî ïðè δ > 1 òî÷êà S4 âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ñåäëîì.

Åñëè òåïåðü âñïîìíèòü [1], ÷òî äëÿ ëþáûõ δ > 0 òî÷êà S1 ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷è-
âûì óçëîì, à òî÷êè S2 è S3 � ñåäëàìè, òî ïðåäûäóùèå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê
ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü äëÿ óðàâíåíèÿ (2.4) äèñêðèìèíàíò D < 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò
âñåãî äâà òîïîëîãè÷åñêè íåýêâèâàëåíòíûõ ôàçîâûõ ïîðòðåòà ñèñòåìû (1.1):

1)åñëè DJ(S5) > 0, òî òîïîëîãè÷åñêèé ïîðòðåò ñèñòåìû (1.1) èìååò òðè
ñåäëà, îäèí óñòîé÷èâûé è îäèí íåóñòîé÷èâûé óçëû;

2)åñëè DJ(S5) < 0, òî òîïîëîãè÷åñêèé ïîðòðåò ñèñòåìû (1.1) èìååò òðè
ñåäëà, îäèí óñòîé÷èâûé ôîêóñ è îäèí íåóñòîé÷èâûé óçåë.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü D < 0. Òîãäà:
a)åñëè δ = kxky

√
lxly < 1, òî èìååò ìåñòî ñëó÷àé 1); ïðè ýòîì S5 � ñåäëî, S4

� óñòîé÷èâûé óçåë;
á)åñëè δ > 1 è DJ(S5) > 0, òî èìååò ìåñòî ñëó÷àé 1); ïðè ýòîì S4 � ñåäëî,

S5 � óñòîé÷èâûé óçåë; åñëè æå δ > 1 è DJ(S5) < 0, òî èìååò ìåñòî ñëó÷àé 2).
Ïðè ýòîì S4 � ñåäëî, S5 óñòîé÷èâûé ôîêóñ. (Â ñëó÷àÿõ à) è á) òîïîëîãè÷åñêèå
ïîðòðåòû, ñîäåðæàùèå òîëüêî óçëû è ñåäëà, � ýêâèâàëåíòíû.)

Îáëàñòü â ïåðâîì êâàäðàíòå, îãðàíè÷åííàÿ îñÿìè êîîðäèíàò è ñåïàðàòðèñ-
ñîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ñåäëî S4 (äëÿ δ > 1) èëè ñåäëî S5(äëÿ δ < 1), ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé îãðàíè÷åííîå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî (îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè) äëÿ ñè-
ñòåìû (1.1).

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 4 ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè D < 0 â ñèñòåìå (1.1) îòñóò-
ñòâóþò ïðåäåëüíûå öèêëû.

5. Äèñêðèìèíàíò D > 0

Ïåðåéäåì ê èññëåäîâàíèþ ìàòðèöû ßêîáè äëÿ êîðíåé óðàâíåíèÿ (2.4) ïðè D >
0. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (2.4) â ñëåäóþùåì âèäå:

x3+
kxry

rx

√
lxly

(
x− kx

kxky

√
lxly

)

(x− kx)
= x3+

kxry

rx

√
lxly

+
k2

xry

(x− kx)rx

√
lxly

(
1− 1

kxky

√
lxly

)
= 0.

(5.1)
Äëÿ óðàâíåíèÿ (5.1) óñëîâèå kxky

√
lxly = 1 ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêèì. (Ïðè âûïîë-

íåíèè ýòîãî óñëîâèÿ óðàâíåíèå (2.4) èìååò åäèíñòâåííûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü
x = kx.)
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Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ kxky

√
lxly < 1. Òîãäà åñëè 0 < x < kx, òî

k2
xry

(x− kx)rx

√
lxly

(
1− 1

kxky

√
lxly

)
> 0

è óðàâíåíèå (5.1) (à, çíà÷èò, è óðàâíåíèå (2.4)) íå èìååò ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé.
Ïóñòü òåïåðü kxky

√
lxly > 1, íî 0 < kx < x. Òîãäà

k2
xry

(x− kx)rx

√
lxly

(
1− 1

kxky

√
lxly

)
< 0

è óðàâíåíèå (5.1) (à, çíà÷èò, è óðàâíåíèå (2.4)) èìååò õîòÿ áû îäèí ïîëîæèòåëüíûé
êîðåíü.

Òàê êàê 0 < kx < x, òî ìîæíî çàïèñàòü x = kx + δ, ãäå δ > 0. Â ýòîì ñëó÷àå
óðàâíåíèå (5.1) ïðåîáðàçóåòñÿ ê ôîðìå

δ(kx + δ)3 +
kxry

rx

√
lxly

δ +
k2

xry

rx

√
lxly

(
1− 1

kxky

√
lxly

)
= 0. (5.2)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè kxky

√
lxly < 1, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîýôôèöèåíòîâ

óðàâíåíèÿ (5.2) îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé δ èìååò îäíó ïåðåìåíó çíàêîâ. Ñëåäî-
âàòåëüíî, óðàâíåíèå (5.2) (à, çíà÷èò, è (2.4)) èìååò òîëüêî îäèí ïîëîæèòåëüíûé
êîðåíü. Èç âñåãî ñêàçàííîãî â ðàçäåëå 5 âûòåêàåò òàêîé ðåçóëüòàò:

Ëåììà 1. Ïóñòü óðàâíåíèå (2.4) èìååò 3 ïîëîæèòåëüíûõ êîðíÿ. Òîãäà èìååì
kxky

√
lxly > 1.

Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîíàäîáèòüñÿ òàêîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 2. Åñëè kxky

√
lxly > 1, òî ïîëîæèòåëüíûå êîðíè óðàâíåíèÿ (2.4) ëåæàò

íà èíòåðâàëå (
1

ky

√
lxly

, kx

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x∗ � êîðåíü óðàâíåíèÿ (2.4). Ïðåäñòàâèì (2.4) â âèäå
(4.1). Òîãäà åñëè x− kx > 0, òî â ñèëó íåðàâåíñòâà kxky

√
lxly > 1, ïåðâàÿ è âòîðàÿ

ñêîáêè â óðàâíåíèè (4.1) ïîëîæèòåëüíû. Äðóãèìè ñëîâàìè, f(x) > 0 è ïîòîìó
óðàâíåíèå (4.1) íå èìååò ðåøåíèé. Ñëåäîâàòåëüíî, äîëæíî áûòü x∗ < kx.

Åñëè òåïåðü x < 1/(ky

√
lxly), òî â ñèëó íåðàâåíñòâà kxky

√
lxly > 1, ïåðâàÿ è

âòîðàÿ ñêîáêè â óðàâíåíèè (4.1) îòðèöàòåëüíû è ïîòîìó f(x) < 0. Òàêèì îáðàçîì,
äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî êîðíÿ x∗ äîëæíî áûòü x∗ > 1/(ky

√
lxly). Çàìå÷àíèå

î òîì, ÷òî èç íåðàâåíñòâà kxky

√
lxly > 1 âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

1

ky

√
lxly

< kx
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çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. ¤

Ïóñòü òåïåðü òî÷êà (x∗, y∗) â ïåðâîì êâàäðàíòå ïëîñêîñòè ñîîòâåòñòâóåò îäíîìó
èç ðåøåíèé ñèñòåìû (2.1). Òîãäà â ñèëó óñëîâèÿ x∗ < kx ïîëó÷àåì, ÷òî (1−x∗/kx) >
0 è ïîòîìó â ïåðâîì èç óðàâíåíèé (2.1) ëåâàÿ ÷àñòü ïîëîæèòåëüíà. Òîãäà èç ïðàâîé
÷àñòè ýòîãî æå óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî y∗ < ky.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü äëÿ óðàâíåíèÿ (2.4) äèñêðèìèíàíò D > 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò
âñåãî øåñòü òîïîëîãè÷åñêè íåýêâèâàëåíòíûõ ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ ñèñòåìû (1.1):

1)åñëè trJ(S5) < 0, DJ(S5) < 0 è trJ(S7) < 0, DJ(S7) < 0, òî òîïîëîãè÷å-
ñêèé ïîðòðåò ñèñòåìû (1.1) èìååò ÷åòûðå ñåäëà, äâà óñòîé÷èâûõ ôîêóñà è îäèí
íåóñòîé÷èâûé óçåë;

2)åñëè trJ(S5) < 0, DJ(S5) < 0 è trJ(S7) < 0, DJ(S7) > 0, òî òîïîëîãè÷åñêèé
ïîðòðåò ñèñòåìû (1.1) èìååò ÷åòûðå ñåäëà, îäèí óñòîé÷èâûé è îäèí íåóñòîé-
÷èâûé óçëû, à òàêæå óñòîé÷èâûé ôîêóñ;

3)åñëè trJ(S5) < 0, DJ(S5) > 0 è trJ(S7) < 0, DJ(S7) > 0, òî òîïîëîãè÷å-
ñêèé ïîðòðåò ñèñòåìû (1.1) èìååò ÷åòûðå ñåäëà, äâà óñòîé÷èâûõ óçëà è îäèí
íåóñòîé÷èâûé óçåë;

4)åñëè trJ(S5) < 0, DJ(S5) < 0 è trJ(S7) > 0, DJ(S7) < 0, òî òîïîëîãè÷åñêèé
ïîðòðåò ñèñòåìû (1.1) èìååò ÷åòûðå ñåäëà, îäèí óñòîé÷èâûé ôîêóñ, îäèí ïðå-
äåëüíûé öèêë è îäèí íåóñòîé÷èâûé óçåë.

5)åñëè trJ(S5) < 0, DJ(S5) > 0 è trJ(S7) > 0, DJ(S7) < 0, òî òîïîëîãè÷å-
ñêèé ïîðòðåò ñèñòåìû (1.1) èìååò ÷åòûðå ñåäëà, îäèí óñòîé÷èâûé óçåë, îäèí
íåóñòîé÷èâûé óçåë è îäèí ïðåäåëüíûé öèêë.

6)åñëè trJ(S5) < 0, DJ(S5) > 0 è trJ(S7) > 0, DJ(S7) > 0, òî òîïîëîãè÷å-
ñêèé ïîðòðåò ñèñòåìû (1.1) èìååò ÷åòûðå ñåäëà, îäèí óñòîé÷èâûé óçåë è äâà
íåóñòîé÷èâûõ óçëà.

Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ, åñëè òî÷êè S5 è S7 ïîìåíÿòü ìåñòàìè.
Îáëàñòü â ïåðâîì êâàäðàíòå, îãðàíè÷åííàÿ îñÿìè êîîðäèíàò è ñåïàðàòðèñ-

ñîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ñåäëî S4, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îãðàíè÷åííîå èíâàðèàíòíîå
ìíîæåñòâî (îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè) äëÿ ñèñòåìû (1.1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èòàê, ïî óñëîâèþ D > 0. Íàéäåì èíòåðâàë, íà êîòîðîì ðàñïîëî-
æåí òîëüêî îäèí êîðåíü óðàâíåíèÿ (2.4). Òàê æå êàê è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû
4 âîçìîæíû äâå ñèòóàöèè: 1) kx/2 ∈ (0, 1/(ky

√
lxly)); 2)kx/2 ∈ (1/(ky

√
lxly), kx).

Òàê êàê óðàâíåíèå f(x) = 0 ïðè D > 0 èìååò òðè ïîëîæèòåëüíûõ êîðíÿ, òî
ñèòóàöèÿ 1) îçíà÷àåò, ÷òî íà ÷èñëîâèîé îñè äîëæíû ïðèñóòñòâîâàòü òðè òî÷êè
ïåðåãèáà, ÷òî íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî ñèòóàöèÿ 2). Íî â òàêîì
ñëó÷àå ïðè D > 0 íà èíòåðâàëå (1/ky

√
lxly), kx/2) ëåæèò íàèìåíüøèé ïîëîæè-

òåëüíûé êîðåíü, à íà èíòåðâàëå (kx/2, kx) � äâà äðóãèõ ïîëîæèòåëüíûõ êîðíÿ
óðàâíåíèÿ (2.4). Êðîìå òîãî, èç óñëîâèÿ 2) âûòåêàåò òàêæå, ÷òî kxky

√
lxly > 2.

Ïóñòü δ = kxky

√
lxly > 1. Òîãäà ñîãëàñíî ëåììàì 1 è 2 òðè ïîëîæèòåëüíûõ
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êîðíÿ óðàâíåíèÿ (2.4) ëåæàò íà èíòåðâàëå
(

1

ky

√
lxly

, kx

)
,

ïðè÷åì íà ëåâîì êðàþ ýòîãî èíòåðâàëà áóäåì èìåòü

trJ(1/ky

√
lxly) =

2rx(1− 1/δ)

(1 +
√

lx/ly)2
−

(
rx

1 +
√

lx/ly
+

ry

1 +
√

ly/lx

)
.

Àíàëîãè÷íî, íà ïðàâîì êðàþ èíòåðâàëà â òî÷êå kx èìååì

trJ(kx) =
2ry(1− 1/δ)

(1 +
√

ly/lx)2
−

(
rx

1 +
√

lx/ly
+

ry

1 +
√

ly/lx

)
. (5.3)

Âû÷èñëèì òåïåðü ôóíêöèþ trJ(akx), ãäå 0 < 1/δ < a < 1. Èìååì

trJ(akx) =
rx

(1 +
√

ly/lx)(1 +
√

lx/ly)2

(√
ly/lx(1− 2a)− 2a−

√
lx/ly

)
+

+
ry

(1 +
√

lx/ly)(1 +
√

ly/lx)2

(√
lx/ly(1− 2/(δa))− 2/(aδ)−

√
ly/lx

)
. (5.4)

Âûøå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè D > 0 íà èíòåðâàëå (kx/δ, kx/2) ëåæèò íàèìåíü-
øèé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü xmin óðàâíåíèÿ (2.4). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ òîãî, ÷òîáû
xmin ∈ (kx/δ, kx/2) ïàðàìåòð a äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ 1/δ < a ≤ 1/2.
(Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî δ > 2.)

Ïðè 1 ≤ δ ≤ 2 ñîîòíîøåíèå (4.2) ïîêàçûâàåò, ÷òî trJ(1/ky

√
lxly) < 0. Ïðè

a = 1/2 è δ = 2 óæå ñîîòíîøåíèå (5.4) ïîêàçûâàåò, ÷òî

trJ(kx/2) =
2ry(1− 2/δ)

(1 +
√

ly/lx)2
−

(
rx

1 +
√

lx/ly
+

ry

1 +
√

ly/lx

)
< 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè 1/δ < a ≤ 1/2, òî trJ(akx) < 0. Íàïðîòèâ, ïðè 1/2 < a < 1
âåëè÷èíà trJ(akx) ìîæåò ïðèíÿòü ëþáîé çíàê (íàïðèìåð, ïðè δa > 2 è

√
lx/ly >

δa/(δa− 2) èìååì trJ(akx) > 0).
Íàïîìíèì, ÷òî D > 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç LS4 ñåïàðàòðèññó, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç

òî÷êó S4 (ñåäëî). Îáîçíà÷èì òàêæå ÷åðåç A ìíîæåñòâî â ïåðâîì êâàäðàíòå, îãðà-
íè÷åííîå îñÿìè êîîðäèíàò OX, OY è êðèâîé LS4 , à åãî ãðàíèöó, îáðàçîâàííóþ
îáúåäèíåíèåì ëèíèé OX, OY , LS4 â ïåðâîì êâàäðàíòå, � ÷åðåç ∂A. ßñíî, ÷òî A
� ïîëîæèòåëüíîå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî, âíóòðåííîñòü êîòîðîãî A− ∂A ñîäåð-
æèò òðè êðèòè÷åñêèå òî÷êè S5, S6 è S7. (Ýòî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.1); êðèòè÷åñêèå
òî÷êè S1, ..., S3 ðàñïîëîæåíû íà îñÿõ êîîðäèíàò.)

Ïóñòü S5 - ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåå ìèíèìàëüíîìó ïîëîæè-
òåëüíîìó êîðíþ x∗min óðàâíåíèÿ (2.4). Îáîçíà÷èì ÷åðåç H ⊂ A − ∂A íåêîòîðóþ
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îäíîñâÿçíóþ îáëàñòü, ñîäåðæàùóþ òî÷êó S5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî S6, S7 6∈ H. Íà-
ïîìíèì, ÷òî ïðè 1/δ < a ≤ 1/2 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî trJ(akx) < 0 (òàê êàê
xmin ∈ (x/δ, kx/2), òî èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî trJ(x∗min) < 0). Òîãäà
äëÿ âñåõ òî÷åê îáëàñòè H âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî tr(x, y) 6= 0. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî âî âñåõ òî÷êàõ îáëàñòè H âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 2. Êðîìå òîãî, óñëî-
âèå trJ(x∗min) < 0 ïîêàçûâàåò, ÷òî òî÷êà S5 ìîæåò áûòü ëèáî óñòîé÷èâûì óçëîì,
ëèáî óñòîé÷èâûì ôîêóñîì. (Äëÿ íàëè÷èÿ æå â H ïðåäåëüíîãî öèêëà, íåîáõîäè-
ìî âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ trJ(x∗min) > 0.) Òàêèì îáðàçîì, â îáëàñòè H îòñóòñòâóåò
ïðåäåëüíûé öèêë. (Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî íè îäèí ôàçîâûé ïîðòðåò íå ìîæåò
ñîäåðæàòü îäíîâðåìåííî äâà ïðåäåëüíûõ öèêëà.)

Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (4.3) (êîòîðàÿ ñïðàâåäëèâà ∀δ > 0) è âû÷èñëèì çíà-
÷åíèÿ ôóêöèè DJ(x) íà ëåâîì è ïðàâîì êðàÿõ èíòåðâàëà (1/(ky

√
lxly), kx):

DJ(1/(ky

√
lxly) =

(
2rx(1− 1/δ)

(1 +
√

lx/ly)2
− rx

1 +
√

lx/ly
− ry

1 +
√

ly/lx

)2

−

− 8rxry(1− 1/δ)

(1 +
√

lx/ly)2(1 +
√

ly/lx)2
·(

√
lx/ly −

√
ly/lx)

2 + 4(1 +
√

ly/lx)(1 +
√

lx/ly)

(1 +
√

ly/lx)(1 +
√

lx/ly)
(5.5)

è

DJ(kx) =

(
2ry(1− 1/δ)

(1 +
√

ly/lx)2
− rx

1 +
√

lx/ly
− ry

1 +
√

ly/lx

)2

−

− 8rxry(1− 1/δ)

(1 +
√

lx/ly)2(1 +
√

ly/lx)2
· (

√
lx/ly −

√
ly/lx)

2 + 4(1 +
√

ly/lx)(1 +
√

lx/ly)

(1 +
√

ly/lx)(1 +
√

lx/ly)
.

(5.6)
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: q =

√
lx/ly è

p2 =
8(1− 1/δ)

(1 +
√

lx/ly)2(1 +
√

ly/lx)2
· (

√
lx/ly −

√
ly/lx)

2 + 4(1 +
√

ly/lx)(1 +
√

lx/ly)

(1 +
√

ly/lx)(1 +
√

lx/ly)
=

= 8
(
1− 1

δ

) q

(1 + q)2
> 0.

Ïðè δ > 1 èññëåäóåì ñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû íåðàâåíñòâ trJ(1/(ky

√
lxly)) ≶ 0,

DJ(1/(ky

√
lxly)) ≶ 0 è trJ(kx) ≶ 0, DJ(kx) ≶ 0. Òîãäà èç (5.5) è (5.6) áóäåì èìåòü:

rx− ryq
2 ≶ q(rx + ry)+2rx/δ, |rx− ryq

2− q(rx + ry)− 2rx/δ| ≶ p(1+ q)2√rxry, (5.7)

−rx +ryq
2 ≶ q(rx +ry)+2ryq

2/δ, |−rx +ryq
2−q(rx +ry)−2ryq

2/δ| ≶ p(1+q)2√rxry.
(5.8)

Ïîëîæèì h =
√

8(1− 1/δ). Òîãäà áîëåå ïîäðîáíî ñèñòåìà (5.7) ìîæåò áûòü
çàïèñàíà òàê:

rx− ryq
2 > q(rx + ry)+2rx/δ, rx− ryq

2 > q(rx + ry)+2rx/δ +h
√

q(1+ q)
√

rxry (5.9)
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(íåóñòîé÷èâûé óçåë);

rx−ryq
2 > q(rx +ry)+2rx/δ, rx−ryq

2 < q(rx +ry)+2rx/δ+h
√

q(1+q)
√

rxry (5.10)

(ïðåäåëüíûé öèêë);

rx−ryq
2 < q(rx+ry)+2rx/δ, −(rx−ryq

2−q(rx+ry)−2rx/δ > h
√

q(1+q)
√

rxry (5.11)

(óñòîé÷èâûé óçåë);

rx−ryq
2 < q(rx+ry)+2rx/δ, −(rx−ryq

2−q(rx+ry)−2rx/δ < h
√

q(1+q)
√

rxry (5.12)

(óñòîé÷èâûé ôîêóñ).
Â ñâîþ î÷åðåäü ñèñòåìà (5.8) çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

−rx +ryq
2 > q(rx +ry)+2ryq

2/δ, −rx +ryq
2− q(rx +ry)−2ryq

2/δ > h
√

q(1+ q)
√

rxry

(5.13)
(íåóñòîé÷èâûé óçåë);

−rx +ryq
2 > q(rx +ry)+2ryq

2/δ, −rx +ryq
2− q(rx +ry)−2ryq

2/δ < h
√

q(1+ q)
√

rxry

(5.14)
(ïðåäåëüíûé öèêë);

−rx+ryq
2 < q(rx+ry)+2ryq

2/δ, −(−rx+ryq
2−q(rx+ry)−2ryq

2/δ) > h
√

q(1+q)
√

rxry

(5.15)
(óñòîé÷èâûé óçåë);

−rx+ryq
2 < q(rx+ry)+2ryq

2/δ, −(−rx+ryq
2−q(rx+ry)−2ryq

2/δ) < h
√

q(1+q)
√

rxry

(5.16)
(óñòîé÷èâûé ôîêóñ).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîâåðèòü âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ òîãî èëè èíîãî ñî÷åòà-
íèÿ îñîáûõ òî÷åê, íóæíî èññëåäîâàòü ñîâìåñòíîñòü êàæäîé èç 16 ñèñòåì, êàæäàÿ
èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç 4-õ íåðàâåíñòâ: (5.9), (5.13); (5.9), (5.14); (5.9), (5.15); (5.9),
(5.16); ... ;(5.12), (5.13); (5.12), (5.14); (5.12), (5.15); (5.12), (5.16).

Ñðàçó æå ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäàÿ ñèñòåìà èç ÷åòûðåõ íåðàâåíñòâ (5.9),
(5.13); (5.9), (5.14); (5.10), (5.13); (5.10), (5.14) � íåñîâìåñòíà. Íåñêîëüêî áîëåå
ñëîæíî äîêàçûâàåòñÿ íåñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû (5.9), (5.16) è ñèñòåìû (5.12), (5.13).
Êðîìå òîãî, èç âñåé ñèñòåìû íåðàâåíñòâ (5.9) � (5.16) âèäíî, ÷òî íè îäíà èç òî÷åê
S5 èëè S7 íå ìîæåò áûòü ñåäëîì. (Ýòî ñëåäóåò èç óñëîâèÿ p2 > 0.)

1.Èññëåäóåì ñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû (5.9), (5.15) (íåóñòîé÷èâûé óçåë � óñòîé÷è-
âûé óçåë):





rx − ryq
2 > q(rx + ry) + 2rx/δ,

rx − ryq
2 > q(rx + ry) + 2rx/δ + h

√
q(1 + q)

√
rxry,

−rx + ryq
2 < q(rx + ry) + 2ryq

2/δ,
−(−rx + ryq

2 − q(rx + ry)− 2ryq
2/δ) > h

√
q(1 + q)

√
rxry

(5.17)
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Ïåðâîå è òðåòüå íåðàâåíñòâà ñèñòåìû (5.17) ïðèâîäÿò ê íåðàâåíñòâó
(
1− 1

δ

)
(rx − ryq

2) > 0,

êîòîðîå âñåãäà ñîâìåñòíî ïðè (rx − ryq
2) > 0. Âòîðîå è ÷åòâåðòîå íåðàâåíñòâà òîé

æå ñèñòåìû ïðèâîäÿò ê íåðàâåíñòâó
(
1− 1

δ

)
(rx − ryq

2) > h
√

q(1 + q)
√

rxry,

êîòîðîå ñîâìåñòíî ïðè δ → ∞ è q → 0. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ýòèõ îãðàíè÷åíèÿõ
ñîâìåñòíû âñå íåðàâåíñòâà ñèñòåìû (5.17). Îäíî èç ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû ìîæåò
áûòü âûáðàíî òàêèì: kx = 16, ky = 1; rx = 1, ry = 1; lx = 1, ly = 49. Òîãäà δ =
102 è q = 1/7. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò ôàçîâûé ïîðòðåò, ñîäåðæàùèé âíóòðè
îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè (íå íà ãðàíèöàõ) óñòîé÷èâûé è íåóñòîé÷èâûé óçëû, à òàêæå
ñåäëî.

2.Èññëåäóåì ñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû (5.11), (5.15) (óñòîé÷èâûé óçåë � óñòîé÷è-
âûé óçåë):





rx − ryq
2 < q(rx + ry) + 2rx/δ,

−rx + ryq
2 > −q(rx + ry)− 2rx/δ + h

√
q(1 + q)

√
rxry,

−rx + ryq
2 < q(rx + ry) + 2ryq

2/δ,
rx − ryq

2 > −q(rx + ry)− 2ryq
2/δ + h

√
q(1 + q)

√
rxry

(5.18)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïåðâîå è òðåòüå íåðàâåíñòâà ñèñòåìû (5.18) ÿâëÿþòñÿ
ñëåäñòâèÿìè âòîðîãî è ÷åòâåðòîãî íåðàâåíñòâ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñîâìåñòíîñòè
ñèñòåìû (5.18) äîñòàòî÷íî èññëåäîâàòü ñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû

{ −rx + ryq
2 > −q(rx + ry)− 2rx/δ + h

√
q(1 + q)

√
rxry,

rx − ryq
2 > −q(rx + ry)− 2ryq

2/δ + h
√

q(1 + q)
√

rxry,
(5.19)

êîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå
{

2ryq
2 + q(rx + ry) + 2rx/δ > rx + ryq

2 + h
√

q(1 + q)
√

rxry,
2rx + q(rx + ry) + 2ryq

2/δ > rx + ryq
2 + h

√
q(1 + q)

√
rxry,

(5.20)

Ýëåìåíòàðíàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ñèñòåìà (5.20) èìååò ðåøåíèå, íàïðèìåð,
ïðè rx = 1, ry = 10, lx = 0.9, ly = 10, kx = 6, ky = 1. (Çäåñü δ = 18 è q = 0.3.) Òàêèì
îáðàçîì, ñóùåñòâóåò ôàçîâûé ïîðòðåò, ñîäåðæàùèé âíóòðè îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè
(íå íà ãðàíèöàõ) äâà óñòîé÷èâûõ óçëà, à òàêæå ñåäëî.

3.Èññëåäóåì ñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû (5.10), (5.16) (ïðåäåëüíûé öèêë � óñòîé÷è-
âûé ôîêóñ):





rx − ryq
2 > q(rx + ry) + 2rx/δ,

rx − ryq
2 < q(rx + ry) + 2rx/δ + h

√
q(1 + q)

√
rxry,

−rx + ryq
2 < q(rx + ry) + 2ryq

2/δ,
rx − ryq

2 < −q(rx + ry)− 2ryq
2/δ + h

√
q(1 + q)

√
rxry

(5.21)
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Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà (5.21) ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå
{

rx − ryq
2 > q(rx + ry) + 2rx/δ,

rx − ryq
2 < −q(rx + ry)− 2ryq

2/δ + h
√

q(1 + q)
√

rxry.
(5.22)

Ïîëîæèì â ñèñòåìå (5.22) rx = ry = 1. Òîãäà ïîëó÷èì
{

1− q2 > 2q + 2/δ,
1− q2 < −2q − 2q2/δ + h

√
q(1 + q).

(5.23)

Ïåðâîå èç íåðàâåíñòâ (5.23) ïðèâîäèòñÿ ê òàêîìó âèäó: q <
√

2(1− 1/δ) − 1.
Òîãäà ïîëàãàÿ q = 2/5 (lx = 4, ly = 25) è δ = 60 (kx = 2, ky = 3) äîáüåìñÿ
âûïîëíåíèÿ îáåèõ íåðàâåíñòâ ñèñòåìû (5.23).

Àíàëîãè÷íî èññëåäóåòcÿ ñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû (5.10), (5.15) (ïðåäåëüíûé öèêë
� óñòîé÷èâûé óçåë). Ïàðàìåòðû, äàþùèå ýòó òîïîëîãè÷åñêóþ ñèòóàöèþ, ìîãóò
áûòü âçÿòû òàêèìè: rx = 1, ry = 1, kx = 2, ky = 4, lx = 1, ly = 9. (Çäåñü δ = 24,
q = 1/3.)

Íàêîíåö, ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ñèñòåìû DJ(1/(ky

√
lxly)) > 0 è DJ(kx) < 0 èëè

DJ(1/(ky

√
lxly)) < 0 è DJ(kx) < 0 ñîâìåñòíû. Ó÷èòûâàÿ òåïåðü, ÷òî â ôîðìó-

ëå (4.3) ïðè δ > 1 âòîðîå ñëàãàåìîå âñåãäà îòðèöàòåëüíî è trJ(1/(ky

√
lxly)) <

0, trJ(kx) < 0 , òî èç (4.4) ñëåäóåò, ÷òî â ñëó÷àå DJ(1/(ky

√
lxly)) > 0 è

DJ(kx) < 0 òî÷êà S5 � óñòîé÷èâûé óçåë, à òî÷êà S7 � óñòîé÷èâûé ôîêóñ; åñëè
æå DJ(1/(ky

√
lxly)) < 0 è DJ(kx) < 0, òî S5 è S7 � óñòîé÷èâûå ôîêóñû. (Ýòî æå

áûëî ïîêàçàíî è â [1].)
Ïóñòü trJ(S7) ≥ 0, à DJ(S5) < 0 è DJ(S7) < 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q ∈ A−∂A îä-

íîñâÿçíóþ îáëàñòü îãðàíè÷åííóþ ñåïàðàòðèññàìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç òî÷êè S6 è
S4, S6 è S2, îñüþ OX è ñåïàðàòðèññîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó S4 è çàêëþ÷åííóþ
ìåæäó ïîëîæèòåëüíûìè íàïðàâëåíèÿìè îñåé êîîðäèíàò. Óäàëèì èç îáëàñòè Q òà-
êîé êðóã P äîñòî÷íî ìàëîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â òî÷êå S7, ÷òîáû îí íå ïåðåñåêàëñÿ
ñ ãðàíèöàìè îáëàñòè Q.

Òàêèì îáðàçîì, Q − P � ïîëîæèòåëüíîå èíâàðèàíòíîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî.
Ñ îäíîé ñòîðîíû âñå òî÷êè êðóãà P óäîâëåòâîðÿþò òåîðåìå 2 è ïîòîìó â P íåò
ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òî÷êà S7 ∈ P � íåóñòîé÷èâûé ôîêóñ.
Òîãäà, ñîãëàñíî òåîðåìå 1, â Q äîëæåí ñóùåñòâîâàòü ïðåäåëüíûé öèêë. Òåì ñà-
ìûì, âñå ñèòóàöèè, ïåðå÷èñëåííûå â òåîðåìå äîêàçàíû; äðóãèõ âîçìîæíîñòåé íå
ñóùåñòâóåò. ¤

Ñëåäñòâèå. Åñëè DJ(S5) < 0 è DJ(S7) < 0 è trJ(S7) = 0, òî òîïîëîãè÷åñêèé ïîð-
òðåò ñèñòåìû (1.1) èìååò ÷åòûðå ñåäëà, îäèí óñòîé÷èâûé ôîêóñ, îäèí öåíòð
è îäèí íåóñòîé÷èâûé óçåë; åñëè æå DJ(S5) > 0 è DJ(S7) < 0 è trJ(S7) = 0, òî
òîïîëîãè÷åñêèé ïîðòðåò ñèñòåìû (1.1) èìååò ÷åòûðå ñåäëà, îäèí óñòîé÷èâûé
óçåë, îäèí öåíòð è îäèí íåóñòîé÷èâûé óçåë.
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6. Òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ
Òåîðåìû 4 è 5 äàþò îïèñàíèå ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ ñèñòåìû (1.1) â ïåðâîì êâàä-

ðàíòå òîëüêî â òåðìèíàõ ðåøåíèé ñèñòåìû (2.1) è ìàëî ÷òî ãîâîðÿò î òîì, êàê
áóäóò èçìåíÿòñÿ ýòè ïîðòðåòû ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ.

Ñîñòàâèì ôóíêöèþ x2DJ(x, y) ≡ c0x
4 + c1x

3 + c2x
2 + c3x + c4 = 0, ãäå

c0 =
4r2

x

k2
x(1 +

√
lx/ly)4

,

c1 = − 4rx

kx(1 +
√

lx/ly)2

(
rx(

√
ly/lx −

√
lx/ly)

(1 +
√

ly/lx)(1 +
√

lx/ly)2
+

ry(
√

lx/ly −
√

ly/lx)

(1 +
√

lx/ly)(1 +
√

ly/lx)2

)
−

−24rxry(3 + 3
√

lx/ly +
√

ly/lx + lx/ly)

kx(1 +
√

lx/ly)3(1 +
√

ly/lx)2
,

c2 =

(
rx(

√
ly/lx −

√
lx/ly)

(1 +
√

ly/lx)(1 +
√

lx/ly)2
+

ry(
√

lx/ly −
√

ly/lx)

(1 +
√

lx/ly)(1 +
√

ly/lx)2

)2

+

+
8rxry

kxky

√
lxly(1 +

√
lx/ly)2(1 +

√
ly/lx)2

+
4rxry

(1 +
√

lx/ly)2(1 +
√

ly/lx)2
×

×
(

4(
√

ly/lx −
√

lx/ly)
2

(1 +
√

ly/lx)(1 +
√

lx/ly)
+

8(1 +
√

lx/ly)(1 +
√

ly/lx)

kxky

√
lxly

+ 16

)
,

c3 = − 4ry

ky

√
lxly(1 +

√
ly/lx)2

(
rx(

√
ly/lx −

√
lx/ly)

(1 +
√

ly/lx)(1 +
√

lx/ly)2
+

ry(
√

lx/ly −
√

ly/lx)

(1 +
√

lx/ly)(1 +
√

ly/lx)2

)
−

−24rxry(3 + 3
√

ly/lx +
√

lx/ly + ly/lx)

ky

√
lxly(1 +

√
lx/ly)2(1 +

√
ly/lx)3

,

c4 =
4r2

y

k2
ylxly(1 +

√
ly/lx)4

.

Èçâåñòíî [3], ÷òî óðàâíåíèÿ a0x
4+a1x

3+a3x+a4 = 0(a0 6= 0) è c0x
4+c1x

3+c2x
2+

c3x + c4 = 0(c0 6= 0) èìåþò îáùèé êîðåíü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðåçóëüòàíò
F1 ïîëèíîìîâ f(x) = a0x

4 + a1x
3 + a3x + a4 è g(x) = c0x

4 + c1x
3 + c2x

2 + c3x + c4

áóäåò ðàâåí íóëþ:

F1(rx, ry, lx, ly, kx, ky) ≡ det




a0 a1 0 a3 a4 0 0 0
0 a0 a1 0 a3 a4 0 0
0 0 a0 a1 0 a3 a4 0
0 0 0 a0 a1 0 a3 a4

c0 c1 c2 c3 c4 0 0 0
0 c0 c1 c2 c3 c4 0 0
0 0 c0 c1 c2 c3 c4 0
0 0 0 c0 c1 c2 c3 c4




= 0.
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(Ïåðâîå áèôóðêàöèîííîå óðàâíåíèå â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ.)

Òåîðåìà 6. Ïóñòü äëÿ óðàâíåíèÿ (2.4) äèñêðèìèíàíò D < 0. Òîãäà â ïåðâîì
êâàäðàíòå ñóùåñòâóåò âñåãî äâà òîïîëîãè÷åñêè íåýêâèâàëåíòíûõ ôàçîâûõ ïîð-
òðåòà ñèñòåìû (1.1), êàæäûé èç êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ îäíèì èç óñëîâèé:

F1(rx, ry, lx, ly, kx, ky) < 0 èëè F1(rx, ry, lx, ly, kx, ky) > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïóñòü µ1, ...µ4 � êîðíè ïîëèíîìà f(x), à ν1, ...ν4 � êîðíè ïîëèíîìà
g(x). Ñîãëàñíî [3]

F1(rx, ry, lx, ly, kx, ky) = r
∏

i<k

(µi − νk) = h

4∏
i=1

g(µi),

ãäå r, h � íåíóëåâûå êîíñòàíòû. Ïîýòîìó, åñëè F1(rx, ry, lx, ly, kx, ky) = 0, òî ñóùå-
ñòâóåò èíäåêñ i ∈ {1, ..., 4} òàêîé, ÷òî g(µi) = 0.

Äàëåå èìååì: µ1 < 0, µ2 > 0, µ3 = r +
√−1k, µ4 = r − √−1k. Òàê êàê g(x) �

ïîëèíîì 4-é ñòåïåíè, òî g(r +
√−1k) = h1 +

√−1h2, g(r − √−1k) = h1 −
√−1h2.

Ñëåäîâàòåëüíî, α = g(r +
√−1k) · g(r −√−1k) > 0, è ïîòîìó

F1(rx, ry, lx, ly, kx, ky) = r
∏

i<k

(µi − νk) = h · α · g(µ1)g(µ2),

ãäå h > 0 è α > 0.
Â ñèëó òîãî, ÷òî ïðè µi 6= νk, ôóíêöèè F1(rx, ry, lx, ly, kx, ky) è DJ â ïðîìåæóò-

êàõ ìåæäó êîðíÿìè ñîõðàíÿþò çíàê, â òåîðåìå 4 ôóíêöèþ DJ ìîæíî çàìåíèòü
íà F1(rx, ry, lx, ly, kx, ky). Íàêîíåö, çàìå÷àíèå î òîì, ÷òî âûøå ñåïàðàòðèññû, îòäå-
ëÿþùåé îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû (1.1) îò îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè, ôàçîâûé
ïîðòðåò íå çàâèñèò îò çíàêà DJ(x, y) è ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ àñèìïòîòîé, ïðî-
õîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò è òî÷êó S5 ïðè δ < 1 èëè S4 ïðè δ > 1 [1],
çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. ¤

Ïóñòü
b0 =

2rx

kx(1 +
√

lx/ly)2
, b2 =

2ry

ky

√
lxly(1 +

√
ly/lx)2

,

b1 = −
(

rx(
√

ly/lx −
√

lx/ly)

(1 +
√

ly/lx)(1 +
√

lx/ly)2
+

ry(
√

lx/ly −
√

ly/lx)

(1 +
√

lx/ly)(1 +
√

ly/lx)2

)
.

Ñíîâà ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèÿ a0x
4 + a1x

3 + a3x + a4 = 0 è x · trJ(x, y) ≡
≡ b0x

2 + b1x + b2 = 0 èìåþò îáùèé êîðåíü, åñëè ðåçóëüòàíò F2(rx, ry, lx, ly, kx, ky)
ïîëèíîìîâ a0x

4 + a1x
3 + a3x + a4 è b0x

2 + b1x + b2 áóäåò ðàâåí íóëþ:

F2(rx, ry, lx, ly, kx, ky) = det




a0 a1 0 a3 a4 0
0 a0 a1 0 a3 a4

b0 b1 b2 0 0 0
0 b0 b1 b2 0 0
0 0 b0 b1 b2 0
0 0 0 b0 b1 b2




= 0.
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(Óðàâíåíèå F2(rx, ry, lx, ly, kx, ky) = 0 íàçûâàåòñÿ âòîðûì áèôóðêàöèîííûì óðàâ-
íåíèåì â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ rx, ry, lx, ly, kx, ky.)

Òåîðåìà 7. Ïóñòü äëÿ óðàâíåíèÿ (2.4) äèñêðèìèíàíò D > 0. Òîãäà â ïåðâîì
êâàäðàíòå ñóùåñòâóåò îäèí èç øåñòè òîïîëîãè÷åñêè íåýêâèâàëåíòíûõ ôàçîâûõ
ïîðòðåòîâ ñèñòåìû (1.1), îòâå÷àþùèõ ñèòóàöèÿì 1) � 6) òåîðåìû 5, êàæäàÿ
èç êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ îäíîé èç ÷åòûðåõ ïàð íåðàâåíñòâ:

F1(rx, ry, lx, ly, kx, ky) ≶ 0, F2(rx, ry, lx, ly, kx, ky) ≶ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 7 ïî÷òè äîñëîâíî ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.
Òîãäà ôóíêöèè trJ(x, y) è DJ(x, y) ìîæíî çàìåíèòü, ñîîòâåòñòâåííî, ôóíêöèÿìè
F2(rx, ry, lx, ly, kx, ky) è F1(rx, ry, lx, ly, kx, ky). ¤

Çàìå÷àíèå. Çíàê ôóíêöèè trJ(x, y) íå îáÿçàòåëüíî äîëæåí ñîïàäàòü ñî çíàêîì
ôóíêöèè F2 (ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ôóíêöèé DJ(x, y) è F1). Ïîýòîìó óñëîâèÿ òåîðå-
ìû 6 ðàçëè÷àþò ñèòóàöèè, óêàçàííûå â òåîðåìå 4, îäíàêî íå óêàçûâàþò êîíêðåòíî
êàæäóþ èç íèõ. (Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè ïðè óñëîâèè F2 < 0 òî÷êà S5 � ôîêóñ, òî
òîãäà ïðè F2 > 0 ýòà òî÷êà îáÿçàòåëüíî áóäåò óçëîì. Íàîáîðîò, åñëè ïðè óñëîâèè
F2 < 0 òî÷êà S5 � óçåë, òî òîãäà ïðè F2 > 0 îíà îáÿçàòåëüíî áóäåò ôîêóñîì).
Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå èìååò ìåñòî è äëÿ òåîðåì 7 è 5.

Êðîìå òîãî, íà ïåðâûé âçãëÿä êàæåòñÿ, ÷òî óðàâíåíèÿ F1 = 0 è F2 = 0 äåëÿò
îáëàñòü D > 0 6-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ R6 íà ÷åòûðå ïîäîáëàñòè, à íå
íà øåñòü, êàê óêàçàíî â òåîðåìå 5. Íà ñàìîì äåëå 5-ìåðíûå ïîâåðõíîñòè F1 = 0 è
F2 = 0 â R6 ìîãóò ñàìîïåðåñåêàòüñÿ ïî ïîäìíîãîîáðàçèÿì â R6 ðàçìåðíîñòè ≤ 4.
Òàêèì îáðàçîì, â îáëàñòè D > 0 ñóùåñòâóåò áîëüøå, ÷åì 4 ïîäîáëàñòè, ïàðàìåòðû
êàæäîé èç êîòîðûõ îïðåäåëÿþò îäèí òîò æå òîïîëîãè÷åñêèé ïîðòðåò.

Ïðèâåäåì âñå âîñåìü òèïè÷íûõ ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ, êîòîðûå ìîãóò èìåòü ìåñòî
ïðè D 6= 0.

Ðèñ. 1: rx = 2, ry = 4, kx = 2, ky = 2, lx = 0.5, ly = 2. Çäåñü D < 0 è èìååì
îäèí óñòîé÷èâûé ôîêóñ, îäèí íåóñòîé÷èâûé óçåë, à òàêæå òðè ñåäëà.

Ðèñ. 2: rx = 2, ry = 4, kx = 2, ky = 1, lx = 0.5, ly = 2. Çäåñü D < 0 è èìååì
îäèí óñòîé÷èâûé óçåë, îäèí íåóñòîé÷èâûé óçåë, à òàêæå òðè ñåäëà.

Ðèñ. 3: rx = 1, ry = 1, kx = 5, ky = 5, lx = 0.5, ly = 0.5. Çäåñü D > 0 è èìååì
äâà óñòîé÷èâûõ ôîêóñà, îäèí íåóñòîé÷èâûé óçåë, à òàêæå ÷åòûðå ñåäëà.

Ðèñ. 4: rx = 3, ry = 7, kx = 2, ky = 1, lx = 49, ly = 1. Çäåñü D > 0 è èìååì
îäèí óñòîé÷èâûé óçåë, îäèí íåóñòîé÷èâûé óçåë, îäèí ïðåäåëüíûé öèêë, à òàêæå
÷åòûðå ñåäëà.

Ðèñ. 5: rx = 1, ry = 1, kx = 4, ky = 2, lx = 9, ly = 1. Çäåñü D > 0 è èìååì
îäèí óñòîé÷èâûé ôîêóñ, îäèí íåóñòîé÷èâûé óçåë, îäèí ïðåäåëüíûé öèêë, à òàêæå
÷åòûðå ñåäëà.

Ðèñ. 6: rx = 0.001, ry = 0.05, kx = 16, ky = 2, lx = 1, ly = 19. Çäåñü D > 0 è
èìååì îäèí óñòîé÷èâûé ôîêóñ, îäèí íåóñòîé÷èâûé óçåë, îäèí óñòîé÷èâûé óçåë, à
òàêæå ÷åòûðå ñåäëà.
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Ðèñ. 7: rx = 1, ry = 1, kx = 15, ky = 1, lx = 1, ly = 50. Çäåñü D > 0 è èìååì
îäèí óñòîé÷èâûé óçåë, äâà íåóñòîé÷èâûõ óçëà, à òàêæå ÷åòûðå ñåäëà.

Ðèñ. 8: rx = 1, ry = 10, lx = 0.9, ly = 10, kx = 6, ky = 1. Çäåñü D > 0 è èìååì äâà
óñòîé÷èâûõ óçëà, îäèí íåóñòîé÷èâûé óçåë, à òàêæå ÷åòûðå ñåäëà.

Êðîìå ýòîãî, ïðèâåäåì îäèí ñòðóêòóðíî íåóñòîé÷èâûé ôàçîâûé ïîðòðåò:

Ðèñ. 9: rx = 1.32, ry = 1, kx = 4, ky = 2, lx = 9, ly = 1. Çäåñü D > 0 è èìååì
îäèí óñòîé÷èâûé ôîêóñ, îäèí íåóñòîé÷èâûé óçåë, îäèí öåíòð, à òàêæå ÷åòûðå
ñåäëà.

Ðèñ. 1 Ðèñ. 2

Ðèñ. 3 Ðèñ. 4
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Ðèñ. 5 Ðèñ. 6

Ðèñ. 7 Ðèñ. 8

Ðèñ. 9 (îáùèé âèä è âûäåëåííûé öåíòð)
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7. Çàêëþ÷åíèå
Òàêèì îáðàçîì, â ðàáîòå íàéäåíû âñå òîïîëîãè÷åñêè íåýêâèâàëåíòíûå ôàçîâûå

ïîðòðåòû ìîäåëè (1.1) äëÿ ñëó÷àÿ íåíóëåâîãî äèñêðèìèíàíòà ìàòðèöû ßêîáè.
Èõ îêàçàëîñü âîñåìü, è îíè äåìîíñòðèðóþò áîëüøîå ïîòåíöèàëüíîå ðàçíîîáðàçèå
ñöåíàðèåâ ýêîëîãè÷åñêîé êîíêóðåíöèè.

Î÷åíü èíòåðåñíà âîçìîæíîñòü êîëåáàòåëüíûõ ðåæèìîâ êîíêóðåíöèè, êîòîðûå
èçâåñòíû â ïðèðîäå, íî íå îïèñûâàþòñÿ êëàññè÷åñêèìè ìîäåëÿìè. Îñîáåííî ëþ-
áîïûòíû ñëó÷àè ñ ïðåäåëüíûì öèêëîì, ò.å. àñèìïòîòè÷åñêèå ðåæèìû ñ íåçàòó-
õàþùèìè êîëåáàíèÿìè. Êàê ïðàâèëî, îíè îòëè÷àþòñÿ ìàëîé àìïëèòóäîé è ñîîò-
âåòñòâóþò ñëó÷àþ î÷åâèäíîãî äîìèíèðîâàíèÿ îäíîé èç ïîïóëÿöèé. Â îñíîâå èõ
ëåæèò ïðîñòîé ýêîëîãè÷åñêèé ìåõàíèçì. Â óñëîâèÿõ ïîëíîãî ïîäàâëåíèÿ îäíîé
èç ïîïóëÿöèé âòîðàÿ ïðàêòè÷åñêè ïîëíîñòüþ ïåðåêëþ÷àåò ñâîé ýíåðãåòè÷åñêèé
ïîòåíöèàë íà ïðîöåññû ñîáñòâåííîãî âîñïðîèçâîäñòâà, ÷òî ïîçâîëÿåò óãíåòåííîé
ïîïóëÿöèè íåñêîëüêî ïîäíÿòü ñâîþ ÷èñëåíííîñòü. Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, âûçûâàåò
÷àñòè÷íîå èñïîëüçîâàíèå ýíåðãèè ïîïóëÿöèè-äîìèíàíòà äëÿ óãíåòåíèÿ êîíêóðåí-
òà, ÷èñëåííîñòü ïîñëåäíåãî âíîâü ñòàíîâèòñÿ î÷åíü ìàëîé, è öèêë ïîâòîðÿåòñÿ.
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