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Àííîòàöèÿ. Èññëåäóåòñÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ íåÿâíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Â ðàáî-
òå íå òîëüêî äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ðåøåíèé, íî òàêæå èñ-
ñëåäîâàíî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ýòèõ ðåøåíèé è îïðåäåëåíî èõ êîëè÷åñòâî. Êðîìå òîãî,
èçó÷åíî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ íàéäåííûõ ðåøåíèé. Ïðè ïðîâåäåíèè
èññëåäîâàíèé èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ôóíê-
öèîíàëüíîãî àíàëèçà. Âñå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ ýôôåêòèâíûìè.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, íå ðàçðåøåííûå îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé,
ñèíãóëÿðíàÿ çàäà÷à Êîøè, àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé.

Êàê èçâåñòíî, çàäà÷à Êîøè äëÿ îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
ïåðâîãî ïîðÿäêà, ðàçðåøåííîãî îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé íåèçâåñòíîé ôóíêöèè,
ïîäðîáíî èññëåäîâàíà [7, 13]. Îäíàêî, ïðÿìûå îáîáùåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòà-
òîâ íà äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, íå ðàçðåøåííûå îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé
íåèçâåñòíîé ôóíêöèè íå ïðåäñòàâëÿþòñÿ âîçìîæíûìè. Ïðîáëåìà èññëåäîâàíèÿ
ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé äëÿ òàêèõ óðàâíåíèé áûëà ñôîðìóëèðîâàíà è ïðèçíàíà àêòó-
àëüíîé åùå â 1885 ãîäó, êîãäà ðåäàêöèÿ æóðíàëà "Acta mathematica"îðãàíèçîâàëà
êîíêóðñ; â ñîñòàâ æþðè âõîäèëè Ê. Âåéåðøòðàññ, Ø. Ýðìèò, Ã. Ìèòòàã-Ëåôôëåð.
Îäíîé èç ÷åòûðåõ ïðåäëîæåííûõ ê èññëåäîâàíèþ òåì, ðàçðàáîòêà êàæäîé èç êîòî-
ðûõ, ïî ìíåíèþ æþðè, èìåëà áîëüøîå çíà÷åíèå äëÿ ïðîãðåññà íàóêè, áûëà ñëåäó-
þùàÿ: ñî ññûëêîé íà Ø. Áðèî è Æ. Áóêå, íà÷àâøèõ ïîäîáíûå èññëåäîâàíèÿ, ïðåä-
ëàãàëîñü èçó÷èòü ðåøåíèÿ äèôôåðåðíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ P (x, y, dy/dx) = 0, ãäå
Ð � ìíîãî÷ëåí îòíîñèòåëüíî ñâîèõ àðãóìåíòîâ. Âîïðîñû î ðàçðåøèìîñòè è ÷èñëå
ðåøåíèé äëÿ óðàâíåíèé òàêîãî âèäà ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ [1, 2, 5, 13, 15, 16]
è äð. Ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé ê ðåøåíèÿì òàêèõ óðàâíåíèé
èçó÷àëàñü â ðàáîòàõ [4, 12, 14, 17]. Â òî æå âðåìÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ðå-
øåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íåÿâíîãî âèäà èçó÷åíû ñðàâíèòåëüíî ìàëî,
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çäåñü èìåþòñÿ ëèøü îòäåëüíûå ðåçóëüòàòû [6, 8, 9, 10, 11]. Â äàííîé ðàáîòå èçó-
÷àåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè x′ = f(t, x, x′), x(0) = 0
ïðè t → 0 ñ òðèâèàëüíûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì, ê êîòîðîé c ïîìîùüþ ëèíåé-
íîé çàìåíû ïåðåìåííûõ ñâîäèòñÿ çàäà÷à ñ ïðîèçâîëüíûìè íà÷àëüíûìè óñëîâè-
ÿìè. Èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
[8] � [11]. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìûõ ðåøåíèé ñ îïðåäåëåííûìè àñèìïòîòèêàìè, à òàêæå óñëîâèÿ
åäèíñòâåííîñòè òàêèõ ðåøåíèé.

1. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ ñêàëÿðíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
ïåðâîãî ïîðÿäêà íåÿâíîãî âèäà

x′(t) = f(t, x(t), x′(t)), (1)
x(0) = 0, (2)

ãäå t ∈ (0, τ) � äåéñòâèòåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, x : (0, τ) → R � íåèçâåñòíàÿ äåéñòâè-
òåëüíàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé t, f : D → R � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ,

D = {(t, x, y) : t ∈ (0, τ), |x| < r1tα(t), |y| < r2α(t)};
çäåñü r1, r2 � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, α : (0, τ) → (0,+∞) � íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿþùàÿ àñèìïòîòèêó ðåøåíèé,

lim
t→+0

α(t) = 0, lim
t→+0

t
α′(t)
α(t)

= α0, 0 ≤ α0 < +∞

è ïðè ýòîì |f(t, 0, 0)| ≤ α(t), t ∈ (0, τ). Èíà÷å ãîâîðÿ, ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè α(t)
îïðåäåëÿþòñÿ êîíêðåòíûå íåðàâåíñòâà, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿåò êàæäîå ðåøåíèå
â äîñòàòî÷íî ìàëîé ïîëóîêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

|f(t, x, y1)− f(t, x, y2)| ≤ ly|y1 − y2|, (t, x, yi) ∈ D, i ∈ {1, 2}, ãäå ly < 1. (3)

Ïóñòü
(1− ly)

−1 < min{(1 + α0)r1, r2}.
Îïðåäåëåíèå 1. Ðåøåíèåì çàäà÷è (1), (2) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-
ðóåìàÿ ôóíêöèÿ x : (0, δ] →R (0 < δ < τ) ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
1) (t, x(t), x′(t)) ∈ D, t ∈ (0, δ];
2) x(t) òîæäåñòâåííî óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1) ïðè âñåõ t ∈ (0, δ];
3) lim

t→+0
x(t) = 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç U1(ρ,M, q) ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ
ôóíêöèé u : (0, ρ] → R òàêèõ, ÷òî

|u(t)| ≤Mtα(t), |u′(t)| ≤ qMα(t), t ∈ (0, ρ]; (4)

çäåñü ρ,M, q � ïîñòîÿííûå, ρ ∈ (0, τ), M > 0, q > 0.
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

|f(t1, x, y)− f(t2, x, y)| ≤ lt(µ)|t1 − t2|, (ti, x, y) ∈ D, 0 < µ ≤ t1, t2 < τ,

|f(t, x1, y)− f(t, x2, y)| ≤ lx(t)|x1 − x2|, (t, xi, y) ∈ D,
(5)

ãäå i = 1, 2, lt, lx : (0, τ) → (0,+∞) � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè,

0 < t1 < t2 < τ ⇒ lt(t1) ≥ lt(t2), lim
t→+0

tlx(t) = 0.

Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå ρ, M , q, ÷òî ó çàäà÷è (1), (2) èìååòñÿ íåïóñòîå ìíî-
æåñòâî ðåøåíèé x : (0, ρ] →R, ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó U1(ρ,M, q).

Åñòåñòâåííî âûÿñíèòü âîïðîñ è î êîëè÷åñòâå ðåøåíèé çàäà÷è (1), (2).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå:

|f(t, x1, y)− f(t, x2, y)| ≤ lx|x1 − x2|, (t, xi, y) ∈ D, i ∈ {1, 2}, (6)

ïðè÷åì lx+ly < 1. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå ρ,M, q, ÷òî ó çàäà÷è (1), (2) èìååòñÿ
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x : (0, ρ] →R, ïðèíàäëåæàùåå ìíîæåñòâó U1(ρ,M, q).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Ïðåæäå âñåãî âûáåðåì ïîñòîÿííûå ρ,M, q. Ïóñòü
âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1 + α0 < q <
m0(1 + α0)− 1

m0ly
,

(
1 + α0 − qly

)−1

< M < m0, (7)

ãäå
m0 =

(
(1 + α0)(1− ly)

)−1

. (8)

Ïîñòîÿííàÿ ρ äîñòàòî÷íî ìàëà, ρ ∈ (0, τ).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç B ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé x :

[0, ρ] → R ñ íîðìîé
||x||B = max

t∈[0,ρ]

(
|x(t)|+ |x′(t)|

)
. (9)

Ïóñòü U � ïîäìíîæåñòâî B, êàæäûé ýëåìåíò u êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
(4), ïðè÷åì u(0) = 0, u′(0) = 0 è, êðîìå òîãî,

∀µ ∈ (0, ρ] ∀t1, t2 ∈ [µ, ρ] : |u′(t1)− u′(t2)| ≤ K(µ)|t1 − t2|, (10)

ãäå

K(µ) = (1− ly)
−1

(
lt(µ) + µ−1

)
.

U � çàìêíóòîå, îãðàíè÷åííîå, âûïóêëîå è (íà îñíîâàíèè òåîðåìû Àðöåëà) êîì-
ïàêòíîå ìíîæåñòâî.
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Áóäåì ðàññìàòðèâàòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

x′(t) = f(t, u(t), u′(t)), (11)

ãäå u ∈ U � ïðîèçâîëüíàÿ ôèêñèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ. Ïóñòü

D0 = {(t, x) : t ∈ (0, ρ], x ∈ R}.
Â D0 äëÿ óðàâíåíèÿ (11) âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåí-
íîñòè ðåøåíèÿ è íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèé îò íà÷àëüíûõ äàííûõ. Ââåäåì
îáîçíà÷åíèÿ

Φ1 = {(t, x) : t ∈ (0, ρ], |x| = Mtα(t)},
D1 = {(t, x) : t ∈ (0, ρ], |x| < Mtα(t)},
H = {(t, x) : t = ρ, |x| < Mρα(ρ)}.

Ïóñòü ôóíêöèÿ A1 : D0 → [0,+∞) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

A1(t, x) = x2(tα(t))−2

è ïóñòü a1 : D0 → R � ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè A1 â ñèëó óðàâíåíèÿ (11). Çàìåòèì,
÷òî

a1(t, x) = 2
(
tα(t)

)−2

t−1

(
txf

(
t, u(t), u′(t)

)
− x2

(
1 + t

α′(t)
α(t)

))
< 0

ïðè (t, x) ∈ Φ1. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè (t0, x0) ∈ Φ1 èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ
óðàâíåíèÿ (11), ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ýòó òî÷êó, ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ |t − t0| (ãäå
t ≤ ρ) ðàñïîëîæåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì: ýòà êðèâàÿ ëåæèò â D1 ïðè t > t0 è ýòà
êðèâàÿ ëåæèò âíå D1 ïðè t < t0. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü P (t0, x0) � ëþáàÿ òî÷êà
íà Φ1 è ïóñòü JP : (t, xP (t)) � èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ (11), òàêàÿ, ÷òî xP (t0) = x0.
Òîãäà

A1(t0, xP (t0)) = A1(t0, x0) = M2, a1(t0, xP (t0)) = a1(t0, x0) < 0.

Ïîýòîìó åñëè t0 ∈ (0, ρ), òî ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî

sign
(
A1(t, xP (t))− A1(t0, xP (t0))

)
= −sign(t− t0), |t− t0| < δ,

îòêóäà
sign

(
|xP (t)|(tα(t))−1 −M

)
= −sign(t− t0), |t− t0| < δ.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî (t, xP (t)) ∈ D1 ïðè t ∈ (t0, t0+δ) è (t, xP (t)) ∈ D1 ïðè t ∈ (t0−δ, t0).
Åñëè æå t0 = ρ, òî ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî

A1(t, xP (t)) > A1(t0, xP (t0)), t ∈ (ρ− δ, ρ),

îòêóäà
|xP (t)|

(
tα(t)

)−1

> M, t ∈ (ρ− δ, ρ).
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Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî (t, xP (t)) ∈ D1 ïðè t ∈ (ρδ, ρ).
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñðåäè èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ óðàâíåíèÿ (11), ïåðåñåêàþ-

ùèõ ìíîæåñòâî H, èìååòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíà êðèâàÿ, êîòîðàÿ îïðåäåëåíà ïðè
âñåõ t ∈ (0, ρ] è ðàñïîëîæåíà â D1 ïðè t ∈ (0, ρ]. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè âîçðàñòàíèè
t íè îäíà èç èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ óðàâíåíèÿ (11), ïåðåñåêàþùèõ Φ1, íå ìîæåò
ïåðåñå÷ü Φ1 ñíîâà. Ïîýòîìó êàæäàÿ èç ýòèõ êðèâûõ ïåðåñåêàåò H. Îïðåäåëèì
îòîáðàæåíèå ψ : Φ1 → H, ñîïîñòàâëÿÿ êàæäîé òî÷êå P ∈ Φ1 òî÷êó ψ(P ) ∈ H, ïðè-
íàäëåæàùóþ òîé æå èíòåãðàëüíîé êðèâîé óðàâíåíèÿ (11), ÷òî è òî÷êà P . Ïóñòü
ψ(Φ1) = {ψ(P ) : P ∈ Φ1} � ìíîæåñòâî îáðàçîâ âñåõ òî÷åê Φ1. Òàê êàê ìíîæåñòâî
Φ1 íåçàìêíóòî, òî åãî îáðàç ψ(Φ1) � íåçàìêíóòîå ìíîæåñòâî. Òàê êàê H � çàìêíó-
òîå ìíîæåñòâî, òî ìíîæåñòâî H\ψ(Φ1) íåïóñòî. Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíóþ êðèâóþ
Ju : (t, xu(t)) óðàâíåíèÿ (11), óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ (ρ, xu(ρ)) ∈ H\ψ(Φ1).
Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè óìåíüøåíèè t ýòà èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ íå ìîæåò ïåðåñå÷ü Φ1.
Ïîýòîìó èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ Ju : (t, xu(t)) îïðåäåëåíà ïðè âñåõ t ∈ (0, ρ] è îñòà-
åòñÿ â D1 ïðè âñåõ t ∈ (0, ρ]. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî

|xu(t)| ≤Mtα(t), |x′u(t)| ≤ qMα(t), t ∈ (0, ρ]. (12)

Ïîëîæèì xu(0) = 0, x′u(0) = 0 è äîêàæåì, ÷òî

∀µ ∈ (0, ρ] ∀ti ∈ [µ, ρ], i ∈ {1, 2} : |x′u(t1)− x′u(t2)| ≤ K(µ)|t1 − t2|. (13)

Âûáåðåì µ ∈ (0, ρ] è ti ∈ [µ, ρ], i ∈ {1, 2}; ïóñòü t1 < t2. Èç òîæäåñòâ

x′u(ti) = f(ti, u(ti), u
′(ti)), i ∈ {1, 2} (14)

ïîëó÷àåì
|x′u(t1)− x′u(t2)| ≤ lt(µ)|t1 − t2|+ lx(t1)|u(t1)− u(t2)|+ ly|u′(t1)− u′(t2)| ≤
(lt(µ) + µ−1)|t1 − t2|+ lyK(µ)|t1 − t2| =
(1− ly)K(µ)|t1 − t2|+ lyK(µ)|t1 − t2| = K(µ)|t1 − t2|.

Íà îñíîâàíèè ñêàçàííîãî, xu ∈ U . Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ñðåäè èíòåãðàëüíûõ êðè-
âûõ óðàâíåíèÿ (11), ïåðåñåêàþùèõ H, Ju : (t, xu(t)) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé èíòå-
ãðàëüíîé êðèâîé, îñòàþùåéñÿ â D1 ïðè âñåõ t ∈ (0, ρ]. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì
îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ

Φ2(ν) = {(t, x) : t ∈ (0, ρ], |x− xu(t)| = νtα(t)(− ln t)},
D2(ν) = {(t, x) : t ∈ (0, ρ], |x− xu(t)| < νtα(t)(− ln t)},

ãäå ν � ïàðàìåòð, ν ∈ (0, 1]. Ïóñòü ôóíêöèÿ A2 : D0 → [0,+∞) îïðåäåëÿåòñÿ
ðàâåíñòâîì

A2(t, x) =
(
x− xu(t)

)
2
(
tα(t)(− ln t)

)−2

è ïóñòü a2 : D0 → R � ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè A2 â ñèëó óðàâíåíèÿ (11). Òàê êàê

a2(t, x) = −2
(
tα(t)(− ln(t))

)−2

t−1
(
x− xu(t)

)
2

(
1 + t

α′(t)
α(t)

+
1

ln t

)
,
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òî a2(t, x) < 0, åñëè (t, x) ∈ D0, x 6= xu(t). Â ÷àñòíîñòè, a2(t, x) < 0 ïðè (t, x) ∈ Φ2(ν)
äëÿ âñåõ ν ∈ (0, 1]. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîé òî÷êè (t0, x0) ëþáîé êðèâîé Φ2(ν) èíòå-
ãðàëüíàÿ êðèâàÿ óðàâíåíèÿ (11), ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ýòó òî÷êó, ïðè äîñòàòî÷íî
ìàëûõ |t − t0| (ãäå t ≤ ρ) ðàñïîëîæåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì: ýòà èíòåãðàëüíàÿ
êðèâàÿ ëåæèò â D2(ν) ïðè t > t0 è ýòà êðèâàÿ ëåæèò âíå D2(ν) ïðè t < t0 (ýòî
äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê è àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå îòíîñèòåëüíî Φ1 âûøå).
Ïóñòü òåïåðü P∗(t∗, x∗) ∈ D1\{(0, 0)}, x∗ 6= xu(t∗). Ñóùåñòâóåò òàêîå ν∗ ∈ (0, 1], ÷òî
P∗ ∈ Φ2(ν∗). Ïóñòü J∗ : (t, x∗(t)) � èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ óðàâíåíèÿ (11), ïðîõîäÿ-
ùàÿ ÷åðåç òî÷êó P∗. Íà îñíîâàíèè ñêàçàííîãî, èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ J∗ : (t, x∗(t))
ëåæèò âíå D2(ν∗) ïðè t ∈ (t−, t∗), ãäå (t−, t∗) � ëåâûé ìàêñèìàëüíûé èíòåðâàë
ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ x∗. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñóùåñòâóåò òàêîå t∗∗ ∈ (0, ρ), ÷òî
åñëè (t, x) ∈ D1 è ïðè ýòîì t ∈ (0, t∗∗), òî (t, x) ∈ D2(ν∗). Ïîëîæèì

t∗ = min{t∗, t∗∗}.

Íà îñíîâàíèè ñêàçàííîãî, åñëè t ∈ (t−, t∗), òî èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ J∗ : (t, x∗(t))
ðàñïîëîæåíà âíå D1. Íàøå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Îïðåäåëèì îïåðàòîð T : U → U , ïîëàãàÿ Tu = xu. Äîêàæåì, ÷òî T : U → U �
íåïðåðûâíûé îïåðàòîð. Ïóñòü ui ∈ U , i ∈ {1, 2} � ïðîèçâîëüíûå ôèêñèðîâàííûå
ôóíêöèè è ïóñòü Tui = xi, i ∈ {1, 2}. Òîãäà xi ∈ U , i ∈ {1, 2} è ïðè t ∈ (0, ρ]
ñïðàâåäëèâû òîæäåñòâà

x′i(t) = f(t, ui(t), u
′
i(t)), i ∈ {1, 2}. (15)

Åñëè u1 = u2, òî è x1 = x2. Ïóñòü òåïåðü ||u1 − u2||B = h, h > 0. Ïîëîæèì

Φ3 = {(t, x) : t ∈ (0, ρ], |x− x2(t)| = hν(tα(t))1−ν},
D3 = {(t, x) : t ∈ (0, ρ], |x− x2(t)| < hν(tα(t))1−ν},

ãäå ν � ïîñòîÿííàÿ, ν ∈ (0, 1). Ïóñòü ôóíêöèÿ A3 : D0 → [0,+∞) îïðåäåëÿåòñÿ
ðàâåíñòâîì

A3(t, x) =
(
x− x2(t)

)
2
(
tα(t)

)−2(1−ν)

è ïóñòü a3 : D0 → R � ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè A3 â ñèëó óðàâíåíèÿ

x′(t) = f(t, u1(t), u
′
1(t)). (16)

Òàê êàê

a3(t, x) = 2
(
tα(t)

)−2(1−ν)

t−1

(
(x− x2(t))t

(
f(t, u1(t), u

′
1(t))− f(t, u2(t), u

′
2(t))

)
−

− (1− ν)
(
x− x2(t)

)
2

(
1 + t

α′(t)
α(t)

))
(17)

ISSN 0203�3755 Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, âûï. 25 (2008)



Î ÐÀÇÐÅØÈÌÎÑÒÈ È ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÀÕ ÐÅØÅÍÈÉ ÇÀÄÀ×È ÊÎØÈ 43

è ïðè ýòîì

|u1(t)− u2(t)| = |u1(t)− u2(t)|ν |u1(t)− u2(t)|1−ν ≤
||u1 − u2||νB

(
|u1(t)|+ |u2(t)|

)1−ν

≤ hν
(
2Mtα(t)

)1−ν

, t ∈ (0, ρ],

|u′1(t)− u′2(t)| = |u′1(t)− u′2(t)|ν |u′1(t)− u′2(t)|1−ν ≤
||u1 − u2||νB

(
|u′1(t)|+ |u′2(t)|

)1−ν

≤ hν
(
2Mα(t)

)1−ν

, t ∈ (0, ρ],

òî íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî a3(t, x) < 0 ïðè (t, x) ∈ Φ3. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîé òî÷êè
(t0, x0) ∈ Φ3 èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ óðàâíåíèÿ (16), ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ýòó òî÷êó,
ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ |t − t0| (ãäå t ≤ ρ) ðàñïîëîæåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì: îíà
ëåæèò â D3 ïðè t > t0 è îíà ëåæèò âíå D3 ïðè t < t0 (ýòî äîêàçûâàåòñÿ òàê æå,
êàê è àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå îòíîñèòåëüíî Φ1 âûøå). Ïðè ýòîì

|x1(t)− x2(t)| ≤ |x1(t)|+ |x2(t)| ≤ 2Mtα(t) < hν
(
tα(t)

)1−ν

ïðè t ∈ (0, t(h)], ãäå t(h) ∈ (0, ρ) äîñòàòî÷íî ìàëî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èíòåãðàëüíàÿ
êðèâàÿ J : (t, x1(t)) óðàâíåíèÿ (16) ëåæèò â D3 ïðè t ∈ (0, t(h)]. Íà îñíîâàíèè
ñêàçàííîãî âûøå, åñëè t áóäåò ìîíîòîííî âîçðàñòàòü îò t = t(h) äî t = ρ, òî
èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ J : (t, x1(t)) íå ñìîæåò ïåðåñå÷ü Φ3. Çíà÷èò, ýòà èíòåãðàëüíàÿ
êðèâàÿ ëåæèò â D3 ïðè âñåõ t ∈ (0, ρ]. Ñëåäîâàòåëüíî,

|x1(t)− x2(t)| < hν
(
tα(t)

)1−ν

, t ∈ (0, ρ]. (18)

Èç (15) ñëåäóåò, ÷òî

|x′1(t)− x′2(t)| < hν

t

(
tα(t)

)1−ν

, t ∈ (0, ρ]. (19)

Ïîñêîëüêó ρ äîñòàòî÷íî ìàëî, òî èç (18), (19) ñëåäóåò, ÷òî

|x1(t)− x2(t)|+ |x′1(t)− x′2(t)| ≤ hν

t
, t ∈ (0, ρ]. (20)

Ïåðåéäåì íåïîñðåäñòâåííî ê äîêàçàòåëüñòâó íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà T : U → U .
Ïóñòü ε > 0 äàíî. Ñóùåñòâóåò òàêîå tε ∈ (0, ρ), ÷òî

2Mtα(t) + 2qMα(t) ≤ ε

2
, t ∈ (0, tε].

Ïîýòîìó

|x1(t)− x2(t)|+ |x′1(t)− x′2(t)| ≤ |x1(t)|+ |x2(t)|+ |x′1(t)|+ |x′2(t)| ≤ ε

2
, t ∈ (0, tε].

Åñëè t ∈ [tε, ρ], òî èç (20) ñëåäóåò, ÷òî

|x1(t)− x2(t)|+ |x′1(t)− x′2(t)| ≤ hν

tε
, t ∈ [tε, ρ].
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Ïóñòü h < δ(ε), ãäå

δ(ε) =

(
εtε
2

) 1
ν

.

Òîãäà
|x1(t)− x2(t)|+ |x′1(t)− x′2(t)| ≤ ε

2
, t ∈ [tε, ρ].

Çíà÷èò,åñëè h < δ(ε), òî

|x1(t)− x2(t)|+ |x′1(t)− x′2(t)| ≤ ε

2
, t ∈ [0, ρ]

è ïîòîìó
||x1 − x2||B ≤ ε

2
.

Â èòîãå, äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìîæíî óêàçàòü òàêîå δ(ε) > 0, ÷òî åñëè ||u1 − u2||B =
h < δ(ε), òî

||Tu1 − Tu2||B = ||x1 − x2||B ≤
ε

2
< ε.

Ïðîâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ íå çàâèñÿò îò âûáîðà ôóíêöèé ui ∈ U , i ∈ {1, 2}. Ïî-
ýòîìó íåïðåðûâíîñòü îïåðàòîðà T : U → U äîêàçàíà.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ê îïåðàòîðó
T : U → U òåîðåìó Øàóäåðà î íåïîäâèæíîé òî÷êå.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Âíà÷àëå âûáåðåì òå æå ïîñòîÿííûå ρ,M, q, ÷òî è
ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç B ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé x : [0, ρ] → R ñ íîðìîé (9). Ïóñòü U � ýòî ïîäìíîæåñòâî
B, êàæäûé ýëåìåíò u : [0, ρ] → R êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (4), ïðè÷åì
u(0) = 0, u′(0) = 0. Ìíîæåñòâî U çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü
çàäà÷ó Êîøè (11), (2), ãäå u ∈ U � ïðîèçâîëüíàÿ ôèêñèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ. Ðàñ-
ñìîòðèì òå æå ìíîæåñòâà D0,Φ1,D1,H, ÷òî è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1. Â D0

äëÿ óðàâíåíèÿ (11) âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè
ðåøåíèÿ è íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèé îò íà÷àëüíûõ äàííûõ. C ïîìîùüþ
òåõ æå ðàññóæäåíèé, ÷òî è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1, óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî
ñðåäè èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ óðàâíåíèÿ (11), ïåðåñåêàþùèõ H, ñóùåñòâóåò îäíà è
òîëüêî îäíà èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ (îáîçíà÷èì åå ÷åðåç J : (t, xu(t))), êîòîðàÿ îïðå-
äåëåíà ïðè t ∈ (0, ρ] è ëåæèò â D1 ïðè âñåõ t ∈ (0, ρ]. Ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî âûïîë-
íåíû íåðàâåíñòâà (12). Ïîëîæèì xu(0) = 0, x′u(0) = 0. Òîãäà xu ∈ U . Îïðåäåëèì
îïåðàòîð T : U → U , ïîëàãàÿ Tu = xu. Äîêàæåì, ÷òî T : U → U � ñæèìàþùèé
îïåðàòîð. Ïóñòü ui ∈ U , i ∈ {1, 2} � ïðîèçâîëüíûå ôèêñèðîâàííûå ôóíêöèè è
ïóñòü Tui = xi, i ∈ {1, 2}. Òîãäà xi ∈ U , i ∈ {1, 2} è ïðè t ∈ (0, ρ] ñïðàâåäëèâû
òîæäåñòâà (15). Åñëè u1 = u2, òî è x1 = x2. Ïóñòü äàëåå ||u1 − u2||B = h, h > 0.
Ïîëîæèì

Φ3 = {(t, x) : t ∈ (0, ρ], |x− x2(t)| = ηht},
D3 = {(t, x) : t ∈ (0, ρ], |x− x2(t)| < ηht},
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ãäå η � ïîñòîÿííàÿ, òàêàÿ, ÷òî η > lx + ly. Ïóñòü ôóíêöèÿ A3 : D0 → [0,+∞)
îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

A3(t, x) =
(
x− x2(t)

)
2t−2

è ïóñòü a3 : D0 → R � ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè A3 â ñèëó óðàâíåíèÿ (16). Òàê êàê

a3(t, x) = 2t−3

(
t(x− x2(t))

(
f(t, u1(t), u

′
1(t))− f(t, u2(t), u

′
2(t))

)
−

(
x− x2(t)

)
2

)
,

òî íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî a3(t, x) < 0 ïðè (t, x) ∈ Φ3. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîé
òî÷êè (t0, x0) ∈ Φ3 èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ óðàâíåíèÿ (16), ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ýòó
òî÷êó, ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ |t−t0| (ãäå t ≤ ρ) ðàñïîëàãàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
îíà ëåæèò â D3 ïðè t > t0 è îíà ëåæèò âíå D3 ïðè t < t0 (ýòî äîêàçûâàåòñÿ òàê
æå, êàê è àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ Φ1 ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1). Ïðè
ýòîì

|x1(t)− x2(t)| ≤ |x1(t)|+ |x2(t)| ≤ 2Mtα(t) < ηht

ïðè t ∈ (0, t(h)], ãäå t(h) ∈ (0, ρ) äîñòàòî÷íî ìàëî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èíòåãðàëüíàÿ
êðèâàÿ J : (t, x1(t)) óðàâíåíèÿ (16) ëåæèò â D3 ïðè t ∈ (0, t(h)]. Íà îñíîâàíèè
ñêàçàííîãî âûøå, ïðè âîçðàñòàíèè t îò t = t(h) äî t = ρ óêàçàííàÿ èíòåãðàëüíàÿ
êðèâàÿ íå ïåðåñå÷åò Φ3; ïîýòîìó îíà ëåæèò â D3 ïðè âñåõ t ∈ (0, ρ]. Ñëåäîâàòåëüíî,

|x1(t)− x2(t)| ≤ ηht, t ∈ (0, ρ].

Èç (15) ñëåäóåò, ÷òî

|x′1(t)− x′2(t)| < (lx + ly)h, t ∈ (0, ρ]

è ïîòîìó

|x1(t)− x2(t)|+ |x′1(t)− x′2(t)| ≤ (lx + ly + ηt)h, t ∈ (0, ρ]. (21)

Ïóñòü θ =
1

2
(1 + lx + ly); î÷åâèäíî, 0 < θ < 1. Òàê êàê ρ äîñòàòî÷íî ìàëî, òî èç

(21) ñëåäóåò, ÷òî

|x1(t)− x2(t)|+ |x′1(t)− x′2(t)| ≤ θh, t ∈ (0, ρ],

îòêóäà
||x1 − x2||B ≤ θh,

èëè
||Tu1 − Tu2||B ≤ θ||u1 − u2||B,

ãäå θ ∈ (0, 1). Ïðîâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ íå çàâèñÿò îò âûáîðà ôóíêöèé ui ∈
U , i ∈ {1, 2}. Ñëåäîâàòåëüíî, T : U → U � ñæèìàþùèé îïåðàòîð. Äëÿ çàâåðøåíèÿ
äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2 äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ê îïåðàòîðó T : U → U òåîðåìó
Áàíàõà î íåïîäâèæíîé òî÷êå.
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2. Äàëåå ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó Êîøè (1), (2), ãäå t ∈ (0, τ) � äåéñòâèòåëüíàÿ
ïåðåìåííàÿ, x : (0, τ) → R � íåèçâåñòíàÿ äåéñòâèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ. Ïóñòü

f(t, x(t), x′(t)) = α(t) + ϕ(t, x(t), x′(t)),

ãäå α : (0, τ) → R � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, α(t) 6= 0, t ∈ (0, τ),

lim
t→+0

α(t) = 0, t
α′(t)
α(t)

= α0 + γ(t), t ∈ (0, τ), 0 ≤ α0 < +∞,

γ : (0, τ) → R � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, lim
t→+0

γ(t) = 0, ϕ : D → R � íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ; çäåñü

D = {(t, x, y) : t ∈ (0, τ), |x− ctα(t)| < r1t|α(t)|ξ(t), |y − α(t)| < r2|α(t)|ξ(t)},

ãäå r1, r2 � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, c = (1 + α0)
−1, ξ : (0, τ) → (0,+∞) �

íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ,îïðåäåëÿþùàÿ àñèìïòîòèêó ðåøåíèé,

lim
t→+0

ξ(t) = 0, lim
t→+0

t
ξ′(t)
ξ(t)

= ξ0, 0 ≤ ξ0 < +∞;

ïóñòü
|ϕ(t, ctα(t), α(t))| < |α(t)|β(t), t ∈ (0, τ),

ãäå β : (0, τ) → (0,+∞) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, lim
t→+0

β(t) = 0; áóäåì ïðåäïîëà-
ãàòü, ÷òî

lim
t→+0

β(t)

ξ(t)
= l1, lim

t→+0

|γ(t)|
ξ(t)

= l2, 0 ≤ li < +∞, i ∈ {1, 2}.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (3). Ïóñòü

l1 + l2 < (1− ly) min{r1, r2}.

Òî÷íî òàê æå, êàê è â ïåðâîé ÷àñòè ðàáîòû, îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèå x : (0, ρ] →R
çàäà÷è (1), (2). Îáîçíà÷èì ÷åðåç U2(ρ,M) ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåìûõ ôóíêöèé u : (0, ρ] → R òàêèõ, ÷òî

|u(t)− ctα(t)| ≤Mt|α(t)|ξ(t), |u′(t)− α(t)| ≤M |α(t)|ξ(t), t ∈ (0, ρ]; (22)

çäåñü ρ,M � ïîñòîÿííûå, ρ ∈ (0, τ), M > 0.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (5), (??), ãäå lt : (0, τ) → (0,+∞) è
lx : (0, τ) → (0,+∞) � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè, 0 < t1 < t2 < τ ⇒ lt(t1) ≥ lt(t2),
lim

t→+0
tlx(t) = 0. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå ρ,M , ÷òî ó çàäà÷è (1), (2) èìå-

åòñÿ íåïóñòîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé x : (0, ρ] →R, ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó
U2(ρ,M).
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È ê âîïðîñó î åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (6), ïðè÷åì lx + ly < 1. Òîãäà ñóùåñòâóþò
òàêèå ρ,M , ÷òî ó çàäà÷è (1), (2) èìååòñÿ åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x : (0, ρ] →R,
ïðèíàäëåæàùåå ìíîæåñòâó U2(ρ,M).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3. Ïðåæäå âñåãî, âûáåðåì ïîñòîÿííûå ρ,M . Ïóñòü âû-
ïîëíåíî óñëîâèå

(l1 + l2)(1− ly)
−1 < M < min{r1, r2}, (23)

ρ ∈ (0, τ), ρ äîñòàòî÷íî ìàëî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç B ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé x : [0, ρ] → R ñ íîðìîé (9). Ïóñòü U � ýòî ïîäìíîæåñòâî
B, êàæäûé ýëåìåíò u : [0, ρ] → R êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿåò ïðè t ∈ (0, ρ] óñëîâèÿì
(22), ïðè÷åì u(0) = 0, u′(0) = 0 è, êðîìå òîãî, âûïîëíåíî óñëîâèå (10). U � çà-
ìêíóòîå, îãðàíè÷åííîå, âûïóêëîå è (íà îñíîâàíèè òåîðåìû Àðöåëà) êîìïàêòíîå
ìíîæåñòâî. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (11), ãäå u ∈ U
� ïðîèçâîëüíàÿ ôèêñèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ. Äàëåå ïðîâîäÿòñÿ òå æå ðàññóæäåíèÿ,
÷òî è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1. Ïðè ýòîì ñëåäóåò âçÿòü

Φ1 = {(t, x) : t ∈ (0, ρ], |x− ctα(t)| = Mt|α(t)|ξ(t)},
D1 = {(t, x) : t ∈ (0, ρ], |x− ctα(t)| < Mt|α(t)|ξ(t)},
H = {(t, x) : t = ρ, |x− cρα(ρ)| < Mρ|α(ρ)|ξ(ρ)};

Φ2(ν) = {(t, x) : t ∈ (0, ρ], |x− xu(t)| = νt|α(t)|ξ(t)(− ln t)},
D2(ν) = {(t, x) : t ∈ (0, ρ], |x− xu(t)| < νt|α(t)|ξ(t)(− ln t)},
ãäå ν � ïàðàìåòð, ν ∈ (0, 1];

Φ3 = {(t, x) : t ∈ (0, ρ], |x− x2(t)| = hν(t|α(t)|ξ(t))1−ν},
D3 = {(t, x) : t ∈ (0, ρ], |x− x2(t)| < hν(t|α(t)|ξ(t))1−ν},
ãäå ν � ïîñòîÿííàÿ, ν ∈ (0, 1);

Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1, ñòðîèòñÿ îïåðàòîð T : U → U è ê íåìó
ïðèìåíÿåòñÿ òåîðåìà Øàóäåðà î íåïîäâèæíîé òî÷êå.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4. Ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.
Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2, ñòðîèòñÿ îïåðàòîð T : U → U è ê íåìó
ïðèìåíÿåòñÿ òåîðåìà Áàíàõà î íåïîäâèæíîé òî÷êå. Çäåñü U � ýòî ìíîæåñòâî âñåõ
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé u : [0, ρ] → R, êàæäàÿ èç êîòîðûõ óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (22), ïðè÷åì u(0) = 0, u′(0) = 0 , ïîñòîÿííàÿ M óäîâëåòâî-
ðÿåò íåðàâåíñòâàì (23), ρ ∈ (0, τ), ρ äîñòàòî÷íî ìàëî.
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3. Â çàêëþ÷åíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Êîøè (1), (2), ãäå t ∈ (0, τ) � äåé-
ñòâèòåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, x : (0, τ) → R � íåèçâåñòíàÿ äåéñòâèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ,
f : D → R � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ,

D = {(t, x, y) : t ∈ (0, τ), |x− ct| < r1tβ(t), |y − c| < r2β(t)};

çäåñü r1, r2 � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, c � ïîñòîÿííàÿ, β : (0, τ) → (0,+∞)
� íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ,îïðåäåëÿþùàÿ àñèìïòîòèêó ðåøåíèé,
òàêèå, ÷òî

|f(t, ct, c)− c| ≤ β(t), t ∈ (0, τ),

lim
t→+0

β(t) = 0, lim
t→+0

t
β′(t)
β(t)

= β0, 0 ≤ β0 < +∞.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (3), ãäå 0 < ly < 1. Ïóñòü, êðîìå òîãî,

(1− ly)
−1 < min{(1 + β0)r1, lyr2}.

Òî÷íî òàê æå, êàê è â ïåðâîé ÷àñòè ðàáîòû, îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèå x : (0, ρ] →R
çàäà÷è (1), (2). Îáîçíà÷èì ÷åðåç U3(ρ,M, q) ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé u : (0, ρ] → R òàêèõ, ÷òî

|u(t)− ct| ≤Mtβ(t), |u′(t)− c| ≤ qMβ(t), t ∈ (0, ρ]; (24)

çäåñü ρ,M, q � ïîñòîÿííûå, ρ ∈ (0, τ),M > 0, q > 0.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (5), (??), ãäå lt : (0, τ) → (0,+∞) è
lx : (0, τ) → (0,+∞) � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè, 0 < t1 < t2 < τ ⇒ lt(t1) ≥ lt(t2),
lim

t→+0
tlx(t) = 0. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå ρ,M, q, ÷òî ó çàäà÷è (1), (2) èìå-

åòñÿ íåïóñòîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé x : (0, ρ] →R, ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó
U3(ρ,M, q).

È ê âîïðîñó î åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (6), ïðè÷åì lx + ly < 1. Òîãäà ñóùåñòâóþò
òàêèå ρ,M, q, ÷òî ó çàäà÷è (1), (2) èìååòñÿ åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x : (0, ρ] →R,
ïðèíàäëåæàùåå ìíîæåñòâó U3(ρ,M, q).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5. Âíà÷àëå âûáåðåì ïîñòîÿííûå ρ,M, q. Ïóñòü âûïîë-
íåíû óñëîâèÿ

1 + β0 < q <
m0(1 + β0)− 1

m0ly
, (1 + β0 − qly)

−1 < M < m0, (25)

ãäå m0 =
(
(1 + β0)(1 − ly)

)−1

, ρ ∈ (0, τ), ρ äîñòàòî÷íî ìàëî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç B
ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé x : [0, ρ] → R ñ íîðìîé
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(9). Ïóñòü U � ýòî ïîäìíîæåñòâî B, êàæäûé ýëåìåíò u : [0, ρ] → R êîòîðîãî óäî-
âëåòâîðÿåò ïðè t ∈ (0, ρ] óñëîâèÿì (24), ïðè÷åì u(0) = 0, u′(0) = c è, êðîìå òîãî,
âûïîëíåíî óñëîâèå (10). U � çàìêíóòîå, îãðàíè÷åííîå, âûïóêëîå è (íà îñíîâàíèè
òåîðåìû Àðöåëà) êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü äèôôåðåíöèàëü-
íîå óðàâíåíèå (11), ãäå u ∈ U � ïðîèçâîëüíàÿ ôèêñèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ. Äàëåå
äîñòàòî÷íî ïðîâåñòè òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.
Ïðè ýòîì ñëåäóåò âçÿòü

Φ1 = {(t, x) : t ∈ (0, ρ], |x− ct| = Mtβ(t)},
D1 = {(t, x) : t ∈ (0, ρ], |x− ct| < Mtβ(t)},
H = {(t, x) : t = ρ, |x− cρ| < Mρβ(ρ)};

Φ2(ν) = {(t, x) : t ∈ (0, ρ], |x− xu(t)| = νtβ(t)(− ln t)},
D2(ν) = {(t, x) : t ∈ (0, ρ], |x− xu(t)| < νtβ(t)(− ln t)},
ãäå ν � ïàðàìåòð, ν ∈ (0, 1];

Φ3 = {(t, x) : t ∈ (0, ρ], |x− x2(t)| = hν(2Mtβ(t))1−ν},
D3 = {(t, x) : t ∈ (0, ρ], |x− x2(t)| < hν(2Mtβ(t))1−ν},
ãäå ν � ïîñòîÿííàÿ, ν ∈ (0, 1);

Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1, ñòðîèòñÿ îïåðàòîð T : U → U è ê íåìó
ïðèìåíÿåòñÿ òåîðåìà Øàóäåðà î íåïîäâèæíîé òî÷êå.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6. Ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.
Ñòðîèòñÿ îïåðàòîð T : U → U , ê êîòîðîìó ïðèìåíÿåòñÿ òåîðåìà Áàíàõà î íåïî-
äâèæíîé òî÷êå. Çäåñü U � ýòî ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ
ôóíêöèé u : [0, ρ] → R, êàæäàÿ èç êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (24), ïðè÷åì
u(0) = 0, u′(0) = c , ïîñòîÿííûå M, q óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì (25), ρ ∈ (0, τ),
ρ äîñòàòî÷íî ìàëî.
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