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Àííîòàöèÿ. Çàäà÷à î íîðìàëüíûõ êîëåáàíèÿõ èñõîäíîé ãèäðîñèñòåìû ïðèâåäåíà ê çàäà÷å
íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ îïåðàòîðíîãî ïó÷êà Ñ.Ã.Êðåéíà. Íà åãî îñíîâå ïîêàçàíî, ÷òî â
íåïîäâèæíîì ñîñóäå, ïîëíîñòüþ çàïîëíåííîì ñèñòåìîé äâóõ âÿçêèõ ñòðàòèôèöèðîâàííûõ æèä-
êîñòåé, ñóùåñòâóþò äèññèïàòèâíûå âîëíû ñî ñêîëü óãîäíî áîëüøèìè äåêðåìåíòàìè çàòóõàíèÿ,
òàêæå âíóòðåííèå è ïîâåðõíîñòíûå (âáëèçè ãðàíèöû ðàçäåëà) âîëíû ñî ñêîëü óãîäíî ìàëûìè äå-
êðåìåíòàìè çàòóõàíèÿ. Îáñóæäàþòñÿ âîïðîñû áàçèñíîñòè ìîä ðàçëè÷íûõ òèïîâ âîëí, ñâîéñòâà
ñïåêòðà çàäà÷è.

Ââåäåíèå
Çàäà÷è î êîëåáàíèÿõ ñòðàòèôèöèðîâàííîé æèäêîñòè, çàïîëíÿþùåé îãðàíè÷åí-

íóþ îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà, íàõîäÿò ïðèëîæåíèÿ â òåîðèè ñåéø, â òåîðèè êîëåáà-
íèé íåôòè â òàíêåðàõ, ïðè èçó÷åíèè êîëåáàíèé êðèîãåííûõ æèäêîñòåé â çàêðû-
òûõ ðåçåðâóàðàõ. Èçâåñòíî, ÷òî íàëè÷èå âåðòèêàëüíîé ñòðàòèôèêàöèè æèäêîñòè
ïî ïëîòíîñòè ïîðîæäàåò â òàêèõ ãèäðîñèñòåìàõ âåñüìà èíòåðåñíûå ôèçè÷åñêèå
ÿâëåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ äåéñòâèåì ñèë ïëàâó÷åñòè. Íå ïðèâîäÿ ïîäðîáíîé áèáëèî-
ãðàôèè, óïîìÿíåì ëèøü ìîíîãðàôèè [1], [2] è ðàáîòû [3], [5], ãäå èçó÷àþòñÿ òå
èëè èíûå àñïåêòû òåîðèè êîëåáàíèé òàêîé ñèñòåìû. Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ
íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ ãèäðîñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç äâóõ ñëîåâ âÿçêèõ íåñìåøèâà-
þùèõñÿ ñòðàòèôèöèðîâàííûõ æèäêîñòåé ïîëíîñòüþ çàïîëíÿþùèõ íåïîäâèæíûé
ñîñóä. Îòìåòèì, ÷òî ñîîòâåòñòâåííàÿ ýâîëþöèîííàÿ çàäà÷à èçó÷åíà â ðàáîòå [6].

1. Ïîñòàíîâêà íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è
Ðàññìîòðèì íåïîäâèæíûé ñîñóä, ïîëíîñòüþ çàïîëíåííûé ñèñòåìîé èç äâóõ

âÿçêèõ ñòðàòèôèöèðîâàííûõ íåñæèìàåìûõ æèäêîñòåé. Æèäêîñòè ïðåäïîëàãàþò-
ñÿ òÿæåëûìè è â ñèëó ýòîãî äåéñòâèå êàïèëëÿðíûõ ñèë â çàäà÷å íå ó÷èòûâàåòñÿ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ωk (k = 1, 2) îáëàñòü, çàíèìàåìóþ â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ æèäêîñòüþ
ïëîòíîñòè ρ0k ñ êîýôôèöèåíòîì äèíàìè÷åñêîé âÿçêîñòè µk = const > 0 (k = 1, 2),
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ñîîòâåòñòâóþùèé ó÷àñòîê òâåðäîé ñòåíêè � ÷åðåç Sk (k = 1, 2), ãðàíèöó ðàçäåëà
æèäêîñòåé � ÷åðåç Γ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ~nk (k = 1, 2) åäèíè÷íûé âåêòîð, íîðìàëüíûé ê ∂Ωk (k = 1, 2)
è íàïðàâëåííûé âíå Ωk, ÷åðåç g � óñêîðåíèÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ. Ââåäåì ñèñòåìó
êîîðäèíàò Ox1x2x3 òàêèì îáðàçîì, ÷òî îñü Ox3 íàïðàâëåíà ïðîòèâ äåéñòâèÿ ñèëû
òÿæåñòè, à íà÷àëî êîîðäèíàò íàõîäèòñÿ íà ïîâåðõíîñòè Γ.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü îñíîâíîé ñëó÷àé óñòîé÷èâîé ñòðàòèôèêàöèè æèäêîñòåé
ïî ïëîòíîñòÿì ρ0k = ρ0k(x3) (k = 1, 2):

0 < N2
k,min ≤ N2

k (x3) ≤ N2
k,max =: N2

0,k < ∞, N2
k (x3) := −ρ−1

0k (x3)gρ
′
0k(x3), (1.1)

ãäå N2
k (x3) � êâàäðàò ÷àñòîòû ïëàâó÷åñòè.

Ðàññìîòðèì ìàëûå äâèæåíèÿ èçó÷àåìîé ãèäðîñèñòåìû, áëèçêèå ê ñîñòîÿíèþ
ïîêîÿ. Ïóñòü ~uk (k = 1, 2) � ïîëÿ ñêîðîñòåé â æèäêîñòÿõ, à ζ = ζ(t, x̂), x̂ ∈ Γ
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòêëîíåíèå ñâîáîäíî äâèæóùèéñÿ ïîâåðõíîñòè Γ(t) îò Γ; pk =
pk(t, x), x ∈ Ωk (k = 1, 2) � îòêëîíåíèå ïîëåé äàâëåíèé îò ðàâíîâåñíûõ; ρk =
ρk(t, x), x ∈ Ωk (k = 1, 2) � îòêëîíåíèÿ ïîëåé ïëîòíîñòè îò èñõîäíûõ ρ0k(x3).

Ëèíåéíàÿ ïîñòàíîâêà íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è î êîëåáàíèÿõ ðàññìàòðèâàåìîé
ãèäðîñèñòåìû âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∂~uk

∂t
= ρ−1

0k (x3)(−∇pk + µk∆~uk − ρkg~e3) + ~fk ( â Ωk, k = 1, 2),

div ~uk = 0,
∂ρk

∂t
+∇ρ0k · ~uk = 0 ( â Ωk, k = 1, 2),

(1.2)

~uk = ~0 ( íà Sk, k = 1, 2),
∂ζ

∂t
= ~u1 · ~n1 = ~u2 · ~n1 ( íà Γ ), (1.3)

~u1 = ~u2 ( íà Γ ), τk3(~u1)− τk3(~u2) = 0 ( k = 1, 2, íà Γ ),

τ33(~u1)− τ33(~u2) + g∆ρ0ζ = 0 ( íà Γ ), ∆ρ0 := ρ01 − ρ02,
(1.4)

~ui(0, x) = ~u0
i (x), ρk(0, x) = ρ0

k(x) ζ(0, x̂) = ζ0(x̂). (1.5)
Ñèìâîëîì τkj(~u) â (1.4) îáîçíà÷åíû íàïðÿæåíèÿ â æèäêîñòè

τkj(~u) = −pδkj + µ

(
∂uk

∂xj

+
∂uj

∂xk

)
.

2. Ïåðåõîä ê îïåðàòîðíîìó óðàâíåíèþ
Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî L̂2(Ω, ρ) = ~L2(Ω1, ρ1) ⊕ ~L2(Ω2, ρ2) ýëåìåíòàìè êî-

òîðîãî ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöû-ñòðîêè ñ êîìïîíåíòàìè � âåêòîðàìè: û = (~u1; ~u2),
~uk = ~uk(x), x ∈ Ωk (k = 1, 2); ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ýëå-
ìåíòîâ û è v̂ îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

(û, v̂)cL2(Ω,ρ) :=
2∑

k=1

∫

Ωk

ρ0k~uk(x) · ~vk(x) dΩk.

ISSN 0203�3755 Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, âûï. 24 (2008)



ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÊÎËÅÁÀÍÈß ÑÈÑÒÅÌÛ ÂßÇÊÈÕ ÆÈÄÊÎÑÒÅÉ 41

Ëåììà 1. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå îðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå:

L̂2(Ω, ρ) = Ĵ0,S(Ω, ρ)⊕ Ĝ0,Γ(Ω, ρ), (2.1)

ãäå Ĵ0,S(Ω, ρ) := Ĵ0(Ω, ρ)⊕ Ĝh,S(Ω, ρ) = {û = (~u1, ~u2) ∈ L̂2(Ω, ρ) : div ~uk = 0 ( â Ωk ),

~uk · ~nk = 0 ( íà Sk), ~u1 · ~n1 = ~u2 · ~n1 ( íà Γ ), ~u1 = ~u2 ( íà Γ ) }.
Ĝ0,Γ(Ω, ρ) := {v̂ = (~v1, ~v2) ∈ L̂2(Ω, ρ)| ~vk = ρ−1

0k∇ϕk, ϕ1 = ϕ2 ( íà Γ ) }. ¤

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïðîñòðàíñòâî

Ĵ1
0,S(Ω, ρ) := ~J1

0,S1
(Ω1, ρ1)⊕ ~J1

0,S2
(Ω2, ρ2), (2.2)

ãäå ~J1
0,Sk

(Ωk, ρk) := { ~uk ∈ ~H1(Ωk, ρk)| div ~uk = 0 ( íàΩk ), ~uk = ~0 ( íàSk ) } (ïðè÷åì
íà ãðàíèöå ðàçäåëà Γ âûïîëíåíî óñëîâèå ~u1 = ~u2)); ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(û, v̂)dJ1
0,S(Ω,ρ)

= Ê(û, v̂) =
2∑

k=1

E(~uk, ~vk).

Ìîæíî ïîêàçàòü, êàê è â [4], ï.2.2.6, ÷òî Ĵ1
0,S(Ω, ρ) ïëîòíî âëîæåíî â ïðîñòðàíñòâî

Ĵ0,S(Ω, ρ).
Íàðÿäó ñ ââåäåííûìè ïðîñòðàíñòâàìè, ïîíàäîáÿòñÿ åùå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàí-

ñòâî L̂2(Ω) ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(ϕ̂, ψ̂)cL2(Ω) := g2

2∑

k=1

∫

Ωk

[
ρ0k(x3)N

2
k (x3)

]−1
ϕk(x)ψk(x) dΩk

è ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî L2(Γ) = H0 ⊕ {1Γ} ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(η, ζ)0 :=

∫

Γ

η(x̂)ζ(x̂) dΓ.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.2) � (1.5) è çàäàííûå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ
ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè ïåðåìåííîé t ñî çíà÷åíèÿìè â ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ
~L2(Ωk, ρk) (k = 1, 2). Â ñâÿçè ñ ýòèì â äàëüíåéøåì ïðîèçâîäíûå ∂/∂t çàìåíèì íà
d/dt.

Ïåðåïèøåì ïåðâîå óðàâíåíèå (1.2) â âèäå

dû

dt
= −ρ̂−1

0 ∇p + ̂µρ−1
0 ∆u− ̂gρ−1

0 ρ~e3 + f̂ , (2.3)

ãäå û = (~u1, ~u2), ρ̂−1
0 ∇p = (ρ−1

01 ∇p1, ρ
−1
02 ∇p2), ̂µρ−1

0 ∆u = (µ1ρ
−1
01 ∆~u1, µ2ρ

−1
02 ∆~u2),

̂gρ−1
0 ρ~e3 = (gρ−1

01 ρ1~e3, gρ−1
02 ρ2~e3), f̂ = (~f1, ~f2).
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Ââåäåì îðòîïðîåêòîðû P0,S è P0,Γ íà ïîäïðîñòðàíñòâà Ĵ0,S(Ω, ρ) è Ĝ0,Γ(Ω, ρ)
ñîîòâåòñòâåííî. Â ñèëó óñëîâèÿ ñîëåíîèäàëüíîñòè è óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ íà Sk

(k = 1, 2) äëÿ ïîëÿ û, ñ÷èòàåì, ÷òî îíî ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Ĵ0,S(Ω, ρ),
òî÷íåå, ïðîñòðàíñòâó Ĵ1

0,S1
(Ω, ρ) (ñì. (3.1)), ïëîòíî âëîæåííîìó â Ĵ0,S(Ω, ρ).

Ïîäåéñòâóåì ââåäåííûìè îðòîïðîåêòîðàìè P0,S è P0,Γ íà îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ
(2.3). Áóäåì èìåòü

dû

dt
= − ̂ρ−1

0 ∇ϕ′ + P0,S

(
̂µρ−1

0 ∆u
)
− P0,S

(
̂gρ−1

0 ρ~e3

)
+ P0,S f̂ , (2.4)

0 = − ̂ρ−1
0 ∇ϕ′′ + P0,Γ

(
̂µρ−1

0 ∆u
)
− P0,Γ

(
̂gρ−1

0 ρ~e3

)
+ P0,Γf̂ . (2.5)

Èç óðàâíåíèÿ (2.5) ïðè èçâåñòíûõ û = (~u1, ~u2) è ρ̂ = (ρ1, ρ2) ïîëå ̂ρ−1
0 ∇ϕ′′ ∈

Ĝ0,Γ(Ω, ρ) âû÷èñëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Â òî æå âðåìÿ ýòî ïîëå íå âõîäèò â (2.4).
Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü îñíîâíîå óðàâíåíèå (2.4).

Äëÿ ïåðåõîäà ê îïåðàòîðíîé ôîðìóëèðîâêå èññëåäóåìîé çàäà÷è ðàññìîòðèì
äâå âñïîìîãàòåëüíûå çàäà÷è.

ÂÑÏÎÌÎÃÀÒÅËÜÍÀß ÇÀÄÀ×À I. Ïî çàäàííûì ôóíêöèÿì ~P0,Sk
fk íàéòè

ôóíêöèè ~wk(x), p
′
k(x) (k = 1, 2) ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è

ρ−1
0k∇p

′
k − P0,Sk

(µkρ
−1
0k ∆~wk) = P0,Sk

~fk, div ~wk = 0 ( â Ωk ), ~wk = ~0 ( íà Sk ),

~w1 = ~w2 ( íà Γ ), ~w1 · n1 = ~w2 · ~n1 ( íà Γ ), τi3(~w1)− τi3(~w2) = 0 ( íà Γ, i = 1, 3 ).

Ýòî àíàëîã ïåðâîé âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è Ñ.Ã.Êðåéíà (ñì. [4], ñ.116).

Ëåììà 2. Åñëè f̂ ∈ Ĵ0,S(Ω, ρ), òî âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à I èìååò åäèíñòâåííîå
îáîáùåííîå ðåøåíèå ŵ = µ−1A−1f̂ , ãäå A � îïåðàòîð âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è I.
Îïåðàòîð A åñòü íåîãðàíè÷åííûé ñàìîñîïðÿæåííûé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí-
íûé îïåðàòîð, îáëàäàþùèé ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè

1. D(A) ⊂ D(A
1
2 ) = Ĵ1

0,S(Ω, ρ) ⊂ Ĵ0,S(Ω, ρ), D(A) = Ĵ0,S(Ω, ρ).
2. Äëÿ ëþáîãî û ∈ D(A) è v̂ ∈ Ĵ1

0,S(Ω, ρ) èìååì (Aû, v̂) = Ê(û, v̂). Åñëè û, v̂ ∈
Ĵ1

0,S(Ω, ρ), òî Ê(û, v̂) = (A
1
2 û, A

1
2 v̂).

3. Îáðàòíûé îïåðàòîð A−1 åñòü êîìïàêòíûé è ïîëîæèòåëüíûé, äåéñòâóþ-
ùèé â ïðîñòðàíñòâå Ĵ0,S(Ω, ρ).

4. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λk(A) îïåðàòîðà A èìåþò àñèìòîòè÷åñêîå ïîâåäå-
íèå (ñì. [7]):

λk(A) = c
− 2

3
A k

2
3 [1 + o(1)] (k →∞), cA =

1

3π2

2∑
i=1

1

(ρ0
i )

3/2

∫

Ωi

(ρ0i(x3))
3
2 dΩi. (2.6)

ÂÑÏÎÌÎÃÀÒÅËÜÍÀß ÇÀÄÀ×À II. Ïî çàäàííîé ôóíêöèè ψ íàéòè ôóíêöèè
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~vk(x), p
′′
k(x) (k = 1, 2) ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è

ρ−1
0k∇p

′′
k − P0,Sk

(µkρ
−1
0k ∆~vk) = 0, div~vk = 0 ( â Ωk ), ~vk = ~0 ( íà Sk ),

~v1 · n1 = ~v2 · ~n1 ( íà Γ ), τi3(~v1)− τi3(~v2) = 0 ( íà Γ, i = 1, 2 ).

~v1 = ~v2 ( íà Γ ), τ33(~v1)− τ33(~v2) = ψ ( íà Γ ),

∫

Γ

ψ dΓ = 0.

Ëåììà 3. Åñëè ψ ∈ L2,Γ, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå
âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è II: v̂ = µ−1Tψ, ãäå T � îïåðàòîð, èçîìåòðè÷åñêè äåé-
ñòâóþùèé èç H

−1/2
Γ â Ĵ1

0,S(Ω, ρ) (ñì. ïîäðîáíåå [4], ñ.280).

Ðàçûñêèâàÿ òåïåðü ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.2) � (1.5) (ñ ó÷åòîì (2.5)) â âèäå

û = ŵ + v̂, ̂ρ−1
0 ∇ϕ′ = ρ̂−1

0 ∇p′ + ̂ρ−1
0 ∇p′′ , (2.7)

ãäå (ŵ, p̂
′
) � ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è I, à (v̂, p̂

′′
) � ðåøåíèå âñïîìîãàòåëü-

íîé çàäà÷è II; ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì îïåðàòîðîâ A è T , ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó
âûâîäó.

Òåîðåìà 1. Çàäà÷à (1.2) � (1.5) ðàâíîñèëüíà ñèñòåìå ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé

dû

dt
+ µAŵ + Cρ̂ = f̂ ,

dv̂

dt
+ µ−1g∆ρ0Bû = 0,

dρ̂

dt
− C∗û = 0, (2.8)

ãäå Bû := Tγ1~u1, Cρ̂ = P0,S

(
̂gρ−1

0 ρ~e3

)
= (C1ρ1, C2ρ2), Ckρk = P0,Sk

(gρ−1
0k ρk~e3),

C∗û = (C∗
1~u1, C

∗
2~u2), C∗

k~uk = −∇ρ0k · ~uk; à íà÷àëüíûå ôóíêöèè

v̂(0) = v̂0, ŵ(0) = ŵ0, ρ̂(0) = ρ̂0, (2.9)

îïðåäåëÿþòñÿ ïî íà÷àëüíûì äàííûì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ôóíêöèè v̂0 = (~v0
1, ~v

0
2)

åñòü ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è II ñ ãðàíè÷íîé ôóíêöèåé ψ0, à û0 = ŵ0+v̂0.

Ëåììà 4. Îïåðàòîðû C : L̂2(Ω) → Ĵ0,S(Ω, ρ) è C∗ : Ĵ0,S(Ω, ρ) → L̂2(Ω) îïðåäå-
ëåííûå ñîîòíîøåíèÿìè (ñì. ïîñëå (2.8)), âçàèìíî ñîïðÿæåíû è îãðàíè÷åíû.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû òàêîå æå, ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ âûøå ïðîñòðàíñòâ, êàê è
ïðè ìàëûõ äâèæåíèÿõ îäíîé âÿçêîé ñòðàòèôèöèðîâàííîé æèäêîñòè (ñì., íàïðè-
ìåð, [5]).

3. Îñíîâíîå óðàâíåíèå ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è
Ðàññìîòðèì íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ äàííîé ãèäðîñèñòåìû, òî åñòü òàêèå ðåøå-

íèÿ ñèñòåìû (2.8) (ïðè f̂ ≡ 0) çàâèñÿùèå îò t ïî çàêîíó exp(−λt). Ýòî ïðèâîäèò ê
ñëåäóþùåé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å:

λû = µAŵ − λ−1CC∗û, λv̂ = µ−1g∆ρ0Bû. (3.1)
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Âûïîëíèâ â (3.1) çàìåíû

ŵ = A− 1
2 x, v̂ = A− 1

2 y, û = A− 1
2 z (z = x + y) (3.2)

è èñêëþ÷àÿ x è y, ïðèäåì ê çàäà÷å íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ îïåðàòîðíîãî
ïó÷êà L(λ):

L(λ)z = 0, L(λ) := I − λµ−1A−1 − (λµ)−1 ·
(
g∆ρ0B̂ + Ê

)
, (3.3)

B̂ := A
1
2 BA− 1

2 , Ê := A− 1
2 CC∗A− 1

2 , z ∈ Ĵ0,S(Ω, ρ).

Ëåììà 5. Îïåðàòîð B̂ + Ê � íåîòðèöàòåëüíûé, âïîëíå íåïðåðûâíûé èç êëàññà
Sp ïðè p > 2.
Äîêàçàòåëüñòâî. Êîìïàêòíîñòü è íåîòðèöàòåëüíîñòü ñëåäóåò èç ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ñâîéñòâ îïåðàòîðîâ B̂ (ñì. [4], c. 282) è Ê ( ñì. ëåììó 2 ïóíêò 3 è ëåììó 4).
Äîêàæåì ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ëåììû.

Ñ ó÷åòîì âûøå ñêàçàííîãî, äëÿ íåíóëåâûõ s-÷èñë ñïðàâåäëèâî:
sk(B̂) = λk(B̂), sk(Ê) = λk(Ê),

ãäå ïðè k →∞ (ñì. [7])

λk(B̂) = c
1
2

bBk−
1
2 [1 + o(1)], c bB =

1

16π
· g∆ρ0mesΓ

(ρ0
1 + ρ0

2)
2
, (3.4)

λk(Ê) = c
2
3

bEk−
2
3 [1 + o(1)], c bE =

1

9π2
·

2∑

k=1

1

ρ0
k

∫

Ωk

(ρ0k(x3)N
2
k (x3))

3
2 dΩk.

Òàê êàê lim
k→∞

k
1
2 sk(B̂) = lim

k→∞
k

1
2 λk(B̂) = c

1
2

bB, lim
k→∞

k
1
2 sk(Ê) = lim

k→∞
k

1
2 λk(Ê) = 0, òî

(ñì. [8], c.52) lim
k→∞

k
1
2 λk(B̂ + Ê) = c

1
2

bB. Òàêèì îáðàçîì,

λk(B̂ + Ê) = λk(B̂)[1 + o(1)] = c
1
2

bBk−
1
2 [1 + o(1)], (3.5)

îòêóäà, ñëåäóåò, óòâåðæäåíèå ëåììû.
Ëåììà 6. ßäðî îïåðàòîðà BE = g∆ρ0B̂ + Ê ñîñòîèò èç ôóíêöèé z = A− 1

2 û, ãäå
û óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

(uk)3 = 0 ( â Ωk, k = 1, 2 ), (u1)3 = 0 ( íà Γ ). (3.6)
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü z = A− 1

2 û ∈ ker BE, òîãäà ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ îïåðàòî-
ðîâ B̂ è Ê, èìååì

(BEz, z)dJ0,S(Ω,ρ) = g∆ρ0(B̂z, z)dJ0,S(Ω,ρ) + (Êz, z)dJ0,S(Ω,ρ) =

= g∆ρ0(γ1~u1, γ1~u1)L2,Γ
+ (C∗û, C∗û)cL2(Ω) =

= g∆ρ0

∫

Γ

|(u1)3|2 dΓ +
2∑

k=1

∫

Ωk

ρ0k(x3)N
2
k (x3) |(uk)3|2 dΩk = 0.
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Òàêèì îáðàçîì, ÿäðî îïåðàòîðà BE ñîñòîèò èç ôóíêöèé z = A− 1
2 û, ãäå û

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (3.6), ïðè ýòîì dim(ker BE) = ∞ . Áîëåå òîãî, ïðîñòðàí-
ñòâî Ĵ0,S(Ω, ρ) ª ker BE � òàêæå áåñêîíå÷íîìåðíî.

4. Îáùàÿ òåîðåìà î ñïåêòðå
Èòàê, çàäà÷à î íîðìàëüíûõ êîëåáàíèÿõ èñõîäíîé ãèäðîñèñòåìû, ïðèâåäåíà ê

çàäà÷å íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ îïåðàòîðíîãî ïó÷êà Ñ.Ã. Êðåéíà (3.3):

L(λ)z = 0, L(λ) := I − λµ−1A−1 − (λµ)−1 ·
(
g∆ρ0B̂ + Ê

)
.

Óðàâíåíèå âèäà (3.3) â ïðîèçâîëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ïîìèìî ðà-
áîò [4], [9] � [11] èññëåäîâàëîñü ìíîãèìè àâòîðàìè, êîòîðûå ïðèìåíÿëè êàê òåîðèþ
ñàìîñîïðÿæåííûõ êâàäðàòè÷íûõ ïó÷êîâ, òàê è òåîðèþ îïðåðàòîðîâ â ïðîñòðàí-
ñòâå ñ èíäåôèíèòíîé ìåòðèêîé. Ïîýòîìó ïåðå÷èñëèì áåç äîêàçàòåëüñòâ ñâîéñòâà
ðåøåíèé çàäà÷è (3.3).

Òåîðåìà 2. 1. Ñïåêòð çàäà÷è î íîðìàëüíûõ êîëåáàíèÿõ ñèñòåìû ñëîåâ âÿçêîé
ñòðàòèôèöèðîâàííîé æèäêîñòè äèñêðåòåí è ñîñòîèò èç ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà
êîíå÷íîêðàòíûõ èçîëèðîâàííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñ ïðåäåëüíûìè òî÷êàìè
íîëü è áåñêîíå÷íîñòü.

2. Âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ðàñïîëîæåíû â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè (Reλ ≥ 0),
ïðè÷åì âñå îíè, çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà, âåùåñòâåííûå.

3. Íåâåùåñòâåííûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ðàñïîëîæåíû ñèììåòðè÷íî îòíî-
ñèòåëüíî âåùåñòâåííîé îñè â ïîëóêîëüöå

µ

2‖A−1‖ < |λ| < 2µ−1
(
g∆ρ0‖B̂‖+ N2

0‖A−1‖
)

, Reλ ≥ 0, (4.1)

à âåùåñòâåííûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, êîòîðûì îòâå÷àþò íå òîëüêî ñîáñòâåí-
íûå, íî è ïðèñîåäèíåííûå âåêòîðû, � â çàìêíóòîì ïîëóêîëüöå (4.1).

4. Åñëè ñòðàòèôèêàöèÿ æèäêîñòè N2
0 íàñòîëüêî ìàëà, à âÿçêîñòü µ íà-

ñòîëüêî âåëèêà, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå

N2
0 ≤

(
µ2

4‖A−1‖ − ‖B̂‖
)

/‖A−1‖, (4.2)

òî íåâåùåñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íå ñóùåñòâóåò.
5. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (4.2) èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå äâóõñòîðîííèå

îöåíêè äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ïó÷êà L(λ):

µλk(A)− 2µ−1
[
‖B̂‖+ 2N2

0‖A−1‖
]
≤ λ+

k ≤ µλk(A), k ∈ N, (4.3)

µ−1λk(B̂) ≤ λ−k ≤ µ−1λk(B̂)
[
1− 2µ−1λk(B̂)‖A−1‖

]−1

, (4.4)
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ïðè ýòîì äëÿ âåòâåé {λ+
k }∞k=1 è {λ−k }∞k=1 ñïðàâåäëèâû àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû:

λ+
k = µλk(A)[1 + o(1)], λ−k = µ−1λk(B̂)[1 + o(1)], k →∞, (4.5)

ãäå λk(A) è λk(B̂) � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðîâ A è B̂ c àñèìïòîòè÷åñêèì
ïîâåäåíèåì (2.6) è (3.4).

5. Î äâóõðàòíîé áàçèñíîñòè ìîä íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé
Äëÿ íåñàìîñîïðÿæåííûõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷, ó ðåøåíèé êîòîðûõ ìîãóò áûòü

ïðèñîåäèíåííûå âåêòîðû, âîçíèêàåò âîïðîñ î ïîëíîòå, à â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ �
è î áàçèñíîñòè ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ âåêòîðîâ îòâå÷àþùåãî çà-
äà÷å îïåðàòîðíîãî ïó÷êà L(λ) èç (3.3) è àññîöèèðîâàííîãî ñ íèì ëèíåéíîãî ïó÷êà
îïåðàòîðîâ.

Äëÿ êðàòêîñòè ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

H = Ĵ0,S(Ω, ρ), H1 = H ªH2, H2 = ker BE.

Ïóñòü P1 � îðòîïðîåêòîð íà H1, P2 = I − P1. Äåéñòâóÿ îïåðàòîðàìè P1 è P2 íà
óðàâíåíèå (3.3) è îáîçíà÷àÿ ν = λ − λ−1, ψ = P1z/λ ∈ H1, ïåðåõîäèì îò (3.3) ê
ðàâíîñèëüíîìó âåêòîðíî-ìàòðè÷íîìó óðàâíåíèþ

η = νMη + Fη, η ∈ H := H ⊕H1, (5.1)
η = (z, η)t ∈ H, M = µ−1 diag

(
A−1;−P1BEP1

)
,

F =

(
µ−2A−1P2A

−1 µ−1 (A−1P1 + BEP1)
µ−1 (P1A

−1 + P1BEP1) 0

)
. (5.2)

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ âåê-
òîðîâ (ñ.ñ.ï.â) çàäà÷è (3.3) îáðàçóåò äâóêðàòíûé (ñ îïåðàòîðîì BE) p-áàçèñ â
H, åñëè ñ.ñ.ï.â. àññîöèèðîâàííîé ñ (3.3) çàäà÷è (5.1) îáðàçóåò p-áàçèñ â H; åñëè
kerBE = H2 = {0}, òî ãîâîðÿò î äâóêðàòíîé p-áàçèñíîñòè.

Î÷åâèäíî, äëÿ çàäà÷è (3.3) âñåãäà íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî a > 0, ÷òî ïîñëå çàìå-
íû λ 7→ aλ îïåðàòîð I − F â çàäà÷å (5.1) áóäåò îáðàòèìûì. Áóäèì ñ÷èòàòü, ÷òî
íåîáõîäèìàÿ çàìåíà λ 7→ aλ â (3.3) óæå ïðîâåäåíà, ò.å. I −F îáðàòèì. Ïåðåïèøåì
(5.1) â âèäå

η = νJ−1Mη, J = I − F. (5.3)
Ââåäåì äàëåå íîâîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â H: [ψ1, ψ2] :=
(Jψ1, ψ2)H, ∀ψ1, ψ2 ∈ H; îíî èíäåôèíèòíî ïðè λ1(F ) = λmax(F ) > 1 è äå-
ôèíèòíî ïðè λ1(F ) < 1 . Ëåãêî ïðîâåðèòü òàêæå, ÷òî J−1M ñàìîñîïðÿæåí
îòíîñèòåëüíî íîâîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Òåîðåìà 3. Ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ âåêòîðîâ çàäà÷è (3.3) îáðà-
çóþò äâóêðàòíûé (ñ îïåðàòîðîì BE) p-áàçèñ â H = Ĵ0,S(Ω, ρ) ïðè p > 2.

ISSN 0203�3755 Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, âûï. 24 (2008)



ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÊÎËÅÁÀÍÈß ÑÈÑÒÅÌÛ ÂßÇÊÈÕ ÆÈÄÊÎÑÒÅÉ 47

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Â äåôèíèòíîì ñëó÷àå, êîãäà íîâàÿ íîðìà ýêâèâàëåíòíà ñòà-
ðîé, (5.3) ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ

ϕ = νJ−1/2MJ−1/2ϕ, ϕ = J1/2η,

ñ âïîëíå íåïðåðûâíûì ñàìîñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì, èìåþùèì íóëåâîå ÿäðî. Ïî
òåîðåìå Ãèëüáåðòà-Øìèäòà, ñèñòåìà åãî ñîáñòâåííûõ ýëåìåíòîâ {ϕn}∞n=1 îáðàçóåò
îðòîãîíàëüíûé áàçèñ â H.

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî îïåðàòîð

T := J−1/2 − I =
(
J−1 − I

) (
J−1/2 + I

)−1
= −J−1F

(
J−1/2 + I

)−1 (5.4)

â ñèëó ñâîéñòâ J−1 ∈ L(H) è
(
J−1/2 + I

)−1 ∈ L(H) ïðèíàäëåæèò òîìó æå êëàññó
Sp, ÷òî è F , à F ∈ Sp ïðè p > 2. Ïîñëåäíåå ñâîéñòâî ìîæíî óñòàíîâèòü, îïèðàÿñü
íà îïðåäåëåíèå (5.2) îïåðàòîðà F è àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû (2.6) è (3.4), à òàê-
æå íà íåðàâåíñòâà, ñâÿçûâàþùèå s-÷èñëà ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ îïåðàòîðîâ. Èç
(5.4) è óêàçàííîãî ñâîéñòâà îïåðàòîðà T ñëåäóåò ôàêò p-áàçèñíîñòè ñîáñòâåííûõ
ýëåìåíòîâ ηn = J−1/2ϕn = (I + T )ϕn çàäà÷è (5.1) ïðè p > 2.

2. Â èíäåôèíèòíîì ñëó÷àå, êîãäà îïåðàòîð F èìååò ðîâíî κ ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé (ñì. ïîäðîáíåå, íàïðèìåð, [4]), áîëüøèõ åäèíèöû, ïðèõîäèì ê ïðîñòðàí-
ñòâó Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà Πκ è âïîëíå íåïðåðûâíîìó J-ñàìîñîïðÿæåííîìó îïåðàòîðó
J−1M , äåéñòâóþùåì â íåì. Äàííàÿ ñèòóàöèÿ ðàçîáðàíà â [8]. Îêàçûâàåòñÿ, â ýòîì
ñëó÷àå H ðàçáèâàåòñÿ íà J-îðòîãîíàëüíóþ ñóììó äâóõ èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëü-
íî J−1M ïîäïðîñòðàíñòâ: H = L+ ⊕ L−, ïðè÷åì L− íå áîëåå ÷åì 2κ-ìåðíî, à íà
L+ êâàäðàòíàÿ ôîðìà [ψ, ψ] ïîëîæèòåëüíà, òàê ÷òî îïåðàòîð J−1M èìååò â L+

ïîëíóþ J-îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ {ϕn}∞n=1. Òàê êàê îðòîãî-
íàëüíîìó ðàçëîæåíèþ H = L+ ⊕ L− îòâå÷àåò ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå J−1M â
âèäå äèàãîíàëüíîãî îïåðàòîðà, òî â L+ ïîëó÷àåì çàäà÷ó, óæå ðàçîáðàííóþ â ï.1,
à â êîíå÷íîìåðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå L− óòâåðæäåíèå òåîðåìû î÷åâèäíî. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

6. Ôèçè÷åñêèé âûâîä
Â çàäà÷å î íîðìàëüíûõ êîëåáàíèÿõ ñèñòåìû âÿçêèõ ñòðàòèôèöèðîâàííûõ æèä-

êîñòåé, ïîëíîñòüþ çàïîëíÿþùèõ íåïîäâèæíûé ñîñóä, ñóùåñòâóþò äèññèïàòèâíûå
âîëíû, îáóñëîâëåííûå íàëè÷èåì ñèë âÿçêîñòè, âíóòðåííèå âîëíû, ïîÿâëÿþùèåñÿ
èç-çà äåéñòâèÿ ñèë ïëàâó÷åñòè, è ïîâåðõíîñòíûå âîëíû âáëèçè ãðàíèöû ðàçäåëà.
Äèññèïàòèâíûì âîëíàì, êàê è â îäíîðîäíîé æèäêîñòè, îòâå÷àþò àïåðèîäè÷åñêèå
çàòóõàþùèå ðåæèìû ñ äåêðåìåíòàìè çàòóõàíèÿ, ñòðåìÿùèìèñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè
(ñì. (4.3), (4.5)). Äëÿ âíóòðåííèõ è ïîâåðõíîñòíûõ âîëí àïåðèîäè÷åñêèå ðåæè-
ìû íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé èìåþò êàê óãîäíî ìàëûå äåêðåìåíòû çàòóõàíèÿ (ñì.
(4.4), (4.5)), ò.å. îíè ìîãóò ñóùåñòâîâàòü äëèòåëüíîå âðåìÿ. Åñëè ñòðàòèôèêàöèÿ
æèäêîñòè äîñòàòî÷íî ìàëà (âûïîëíåíî óñëîâèå (4.2)), òî íîðìàëüíûå ðåæèìû
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ÿâëÿþòñÿ òîëüêî àïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ. Ïðè óâåëè÷åíèè ñòðàòèôèêàöèè äå-
êðåìåíòû çàòóõàíèÿ äèññèïàòèâíûõ âîëí äâèæóòñÿ âëåâî, à âíóòðåííèõ è ïî-
âåðõíîñòíûõ âïðàâî; ïðè ýòîì ïðîèñõîäèò âíóòðåííèé ðåçîíàíñ óêàçàííûõ òèïîâ
âîëí ñ ïîÿâëåíèåì íåâåùåñòâåííûõ äåêðåìåíòîâ çàòóõàíèÿ (ñì. (4.1)), ò.å. âîç-
íèêíîâåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà îñöèëëèðîâàííûõ âî âðåìåíè çàòóõàþùèõ ðåæèìîâ
êîëåáàíèé.
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