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Àííîòàöèÿ. Â äàííîé ñòàòüå èçó÷àåòñÿ ðîñò îáîáùåííûõ àëãåáð Òåìïåðëè-Ëèáà, ñâÿçàííûõ ñ
ãðàôàìè Êîêñòåðà, ïîðîæäåííûõ òðåìÿ ïðîåêòîðàìè. Ïðèâåäåíà ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ îáîá-
ùåííûõ àëãåáð Òåìïåðëè-Ëèáà, ñâÿçàííûõ ñ ãðàôàìè Êîêñòåðà, ïîðîæäåííûõ òðåìÿ ïðîåêòî-
ðàìè: êîíå÷íîìåðíûå àëãåáðû, àëãåáðû ïîëèíîìèàëüíîãî ðîñòà è àëãåáðû ýêñïîíåíöèàëüíîãî
ðîñòà.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: àëãåáðà, ðîñò àëãåáðû, àëãåáðà Òåìïåðëè-Ëèáà.

1. Ââåäåíèå
Àëãåáðû Òåìïåðëè-Ëèáà è èõ ∗-ïðåäñòàâëåíèÿ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå

èçó÷àëèñü â ðÿäå ðàáîò [9], [8] [4]�[7], â ñâÿçè ñ ìîäåëÿìè ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè.
Â [5] áûëè ââåäåíû îáîáùåííûå àëãåáðû Òåìïåðëè-Ëèáà è ñðåäè íèõ âûäåëåíû
êîíå÷íîìåðíûå àëãåáðû, ñâÿçàííûå ñ ãðàôàìè Êîêñòåðà: An, Bn, Dn, En, Fn, Hn è
In. Ýòîò ñïèñîê ãðàôîâ îòëè÷àåòñÿ îò ñïèñêà ãðàôîâ â [1], äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íû
ãðóïïû Êîêñòåðà, ñâÿçàííûå ñ ýòèìè ãðàôàìè.

Â ðàáîòå [2] èçó÷åí ðîñò îáîáùåííûõ àëãåáð Òåìïåðëè-Ëèáà, ñâÿçàííûõ ñ ïðî-
ñòûìè ãðàôàìè.

Â äàííîé ñòàòüå èçó÷àåòñÿ ðîñò îáîáùåííûõ àëãåáð Òåìïåðëè-Ëèáà, ñâÿçàí-
íûõ ñ ãðàôàìè Êîêñòåðà Γ (ñì. ï.1), ïîðîæäåííûõ òðåìÿ ïðîåêòîðàìè. Äîêàçàíî,
÷òî åñëè Γ � ñâÿçíûé ãðàô Êîêñòåðà è |V Γ| = 3, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ àëãåáðà
êîíå÷íîìåðíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðàô Γ ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç ãðàôîâ
A3, B3 èëè H3; àëãåáðà èìååò ëèíåéíûé ðîñò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðàô Γ
ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç ãðàôîâ Ã2, G̃2, Ĩ2(7) èëè C̃2; àëãåáðà èìååò ýêñïîíåíöèàëü-
íûé ðîñò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðàô Γ íå ñîâïàäàåò íè ñ îäíèì èç ãðàôîâ
A3, B3, H3, Ã2, G̃2, Ĩ2(7) èëè C̃2.

Îòìåòèì, ÷òî ãðóïïîâàÿ àëãåáðà ãðóïïû Êîêñòåðà, ñâÿçàííàÿ ñ ãðàôîì C̃2 áåñ-
êîíå÷íîìåðíà è èìååò ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò [1], à îáîáùåííàÿ àëãåáðà Òåìïåðëè-
Ëèáà, ñâÿçàííàÿ ñ ãðàôîì C̃2 èìååò ëèíåéíûé ðîñò. Òàêèì îáðàçîì è ðîñò áåñêî-
íå÷íîìåðíîé îáîáùåííîé àëãåáðû Òåìïåðëè-Ëèáà, ñâÿçàííîé ñ ãðàôîì Γ, âîîáùå
ãîâîðÿ, íå ñîâïàäàåò ñ ðîñòîì ãðóïïîâîé àëãåáðû ãðóïïû Êîêñòåðà, ñâÿçàííîé ñ Γ.
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2. Êëàññ àëãåáð TLΓ,~τ

1. Ãðàôîì Êîêñòåðà Γ íàçûâàåòñÿ ïàðà (Γ, f), ãäå Γ � íåîðèåíòèðîâàííûé
ãðàô, à f � îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà ðåáåð EΓ ãðàôà Γ âî ìíîæåñòâî {3, 4, 5, . . . }∪
{∞}. Ãðàô Êîêñòåðà Γ = (Γ, f) ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü êàê ãðàô, â êîòîðîì êàæäîìó
ðåáðó (i, j) ∈ EΓ ñîîòâåòñòâóåò ìåòêà fij. Âñå ìåòêè èìåþò çíà÷åíèÿ áîëüøå 3.
Åñëè íåêîòîðîìó ðåáðó ñîîòâåòñòâóåò òðîéêà, òî ïðèíÿòî íå ñòàâèòü òàêóþ ìåòêó.

Ïóñòü Γ � ñâÿçíûé ãðàô Êîêñòåðà è |V Γ| = 3. Çàäàäèì äëÿ êàæäîãî ðåáðà
(i, j) ∈ EΓ íàáîð ÷èñåë ~τij = (τ

(1)
ij , . . . , τ

(mij)
ij ), ãäå mij = [

fij

2
], åñëè fij � íå÷åòíîå è

mij =
fij

2
− 1, åñëè fij � ÷åòíîå. Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî 0 < τ

(k)
ij <

1 äëÿ âñåõ i, j, k. Ïîëîæèì ~τ = ∪(i,j)∈EΓ~τij. Ðàññìîòðèì îáîáùåííóþ àëãåáðó
Òåìïåðëè-Ëèáà TLΓ,~τ , àññîöèèðîâàííóþ ñ ãðàôîì Γ TLΓ,~τ = C

〈
p1, p2, p3 | p2

k =

p∗k = pk, Fij(~τ) = 0, F ∗
ij(~τ) = 0, (i, j) ∈ EΓ, pipj = pjpi, (i, j) 6∈ EΓ

〉
, ãäå

Fij(~τ) =





∏[
fij
2

]

s=1 (pipjpi − τ
(s)
ij pi), ïðè fij = 2k − 1

∏ fij
2
−1

s=1 (pipjpi − τ
(s)
ij pi)pj, ïðè fij = 2k

2. Òàê êàê àëãåáðû TLΓ,~τ êîíå÷íîçàäàíû, òî â çàâèñèìîñòè îò Γ è, âîîáùå
ãîâîðÿ, îò ~τ îíè ëèáî êîíå÷íîìåðíû, ëèáî èìåþò ïîëèíîìèàëüíûé ðîñò, ëèáî ýêñ-
ïîíåíöèàëüíûé ðîñò (áîëåå ïîäðîáíî î ïîíÿòèè ðîñòà àëãåáðû ñì., íàïðèìåð, [3]).

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü Γ � ãðàô Êîêñòåðà (|V Γ| = 3), TLΓ,~τ � àëãåáðà
Òåìïåðëè-Ëèáà, ñâÿçàííàÿ ñ Γ. Òîãäà ðàçìåðíîñòü èëè ðîñò TLΓ,~τ íå çàâèñÿò
îò ~τ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü TLΓ,~τ � àëãåáðà Òåìïåðëè-Ëèáà, ñâÿçàííàÿ ñ ãðàôîì Γ
(|V Γ| = 3). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ñòàðøèå
ñëîâà áàçèñà Ãðåáíåðà àëãåáðû TLΓ,~τ íå çàâèñÿò îò ~τ . Íàïîìíèì, áàçèñ Ãð¼áíåðà
íåêîòîðîãî èäåàëà I àëãåáðû ìíîãî÷ëåíîâ K[x1, . . . , xn] îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà ≺
íà ìîíîìàõ � ýòî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî G ìíîãî÷ëåíîâ èç K[x1, . . . , xn], òàêîå ÷òî
ñòàðøèé (îòíîñèòåëüíî ≺) ÷ëåí êàæäîãî ìíîãî÷ëåíà èç I äåëèòñÿ íà ñòàðøèé
÷ëåí õîòÿ áû îäíîãî ìíîãî÷ëåíà èç G.

Çàìåòèì, ÷òî

Fij(~τ) =





(pipj)
[
fij
2

]pi −
∑[

fij
2

]

s=1 τ
(s)
ij (pipj)

[
fij
2

]−1−spi = 0, ïðè fij = 2k − 1

(pipj)
fij
2 −∑ fij

2
−1

s=1 τ
(s)
ij (pipj)

fij
2
−s, ïðè fij = 2k

Ðàññìîòðèì àëãåáðó TLΓ,~τ
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Áàçèñ Ãðåáíåðà ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ ýëåìåíòîâ: p2
k − pk (k = 1, 2, 3), Fij(~τ),

F ∗
ij(~τ) ((i, j) ∈ EΓ) è pipj − pjpi ((i, j) 6∈ EΓ). Ñòàðøèå ñëîâà áàçèñà Ãðåáíåðà íå

çàâèñÿò îò ~τ . Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçìåðíîñòü èëè ðîñò àëãåáðû TLΓ,~τ íå çàâèñÿò îò ~τ .

Ðàññìîòðèì òåïåðü àëãåáðó TLΓ,~τ

r r rΓ
1 2 3

m1 m2

Áàçèñ Ãðåáíåðà äëÿ TLΓ,~τ ñîñòîèò èç:
1) ýëåìåíòû, ñîîòâåòñòâóþùèå îïðåäåëÿþùèì ñîîòíîøåíèÿì àëãåáðû
2) åñëè m1 � ÷åòíîå, òî p1p3p2((p1p2)

m1
2
−1 −∑m1

2
−1

k=1 τk(p1p2)
m1
2
−1−k)

åñëè m1 � íå÷åòíîå,òî p1p3((p2p1)
[
m1
2

] −∑[
m1
2

]

k=1 τk(p2p1)
[
m1
2

]−k)

3) åñëè m2 � ÷åòíîå, òî p1p3p2((p1p2)
m2
2
−1 −∑m2

2
−1

k=1 τk(p1p2)
m2
2
−1−k)

åñëè m2 � íå÷åòíîå,òî p1p3((p2p1)
[
m2
2

] −∑[
m2
2

]

k=1 τk(p2p1)
[
m2
2

]−k)

Ñòàðøèå ñëîâà áàçèñà íå çàâèñÿò îò ~τ . Òàê êàê ëèíåéíûé áàçèñ ñîñîòîèò èç
âñåâîçìîæíûõ ñëîâ, êîòîðûå íå ñîäåðæàò â êà÷åñòâå ïîäñëîâ ñòàðøèå ñëîâà áàçèñà
Ãðåáíåðà, òî ðàçìåðíîñòü èëè ðîñò ñàìîé àëãåáðû TLΓ,~τ íå çàâèñÿò îò ~τ .

3. Ïóñòü Γ1 = (V Γ1, EΓ1) � ãðàô Êîêñòåðà. Ïîñòðîèì íîâûé ãðàô Êîêñòåðà
Γ2 ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ìíîæåñòâà âåðøèí ãðàôîâ ñîâïàäàþò V Γ1 = V Γ2. Ìíî-
æåñòâà ðåáåð òàêæå ñîâïàäàþò, òîëüêî îòëè÷àþòñÿ íà êàêîì-òî ôèêñèðîâàííîì
ðåáðå ìåòêîé: çàôèêñèðóåì ðåáðî (i, j) ∈ EΓ1, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò ìåòêà m

(1)
ij

â ãðàôå Γ1, òîãäà â ãðàôå Γ2 ýòîìó ðåáðó áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ìåòêà m
(2)
ij > m

(1)
ij .

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãðàô Γ2 ïîëó÷åí èç ãðàôà Γ1 óâåëè÷åíèåì çíà÷åíèÿ ìåòêè
íà ðåáðå (i, j). Ñ ãðàôàìè Êîêñòåðà Γ1 è Γ2 ñâÿæåì àëãåáðû TLΓ1,~τ1 è TLΓ2,~τ2 .

Ëåììà 1. Ïóñòü Γ1 è Γ2 � ãðàôû Êîêñòåðà, TLΓ1,~τ1 è TLΓ2,~τ2 � ñâÿçàííûå ñ
íèìè îáîáùåííûå àëãåáðû Òåìïåðëè-Ëèáà. Ïóñòü ãðàô Γ2 ïîëó÷åí èç ãðàôà Γ1

óâåëè÷åíèåì ìåòêè íà íåêîòîðîì ðåáðå. Òîãäà ðàçìåðíîñòü èëè ðîñò àëãåáðû
TLΓ1,~τ1 íå áîëüøå ðàçìåðíîñòè èëè ðîñòà àëãåáðû TLΓ2,~τ2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Γ1 è Γ2 � ãðàôû Êîêñòåðà, TLΓ1,~τ1 è TLΓ2,~τ2 � ñâÿçàííûå
ñ íèìè îáîáùåííûå àëãåáðû Òåìïåðëè-Ëèáà. Ïóñòü ãðàô Γ2 ïîëó÷åí èç ãðàôà Γ1

óâåëè÷åíèåì ìåòêè íà íåêîòîðîì ðåáðå (i, j) ∈ EΓ1. Ïóñòü â ãðàôå Γ2 ðåáðó
(i, j) ∈ EΓ2 ñîîòâåòñòâóåò ìåòêà m

(2)
ij , ïðè÷åì m

(2)
ij > m

(1)
ij . Ïîêàæåì, ÷òî áàçèñ

àëãåáðû TLΓ1,~τ1 ñîäåðæèòñÿ â áàçèñå àëãåáðû TLΓ2,~τ2 .
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Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ëåììó ïðè m
(2)
ij = m

(1)
ij + 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî m

(2)
ij ÷åò-

íîå (åñëè m
(2)
ij � íå÷åòíîå, òî äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî). Çàìåòèì, ÷òî ýëåìåíò

(pipj)
m

(1)
ij
2 áóäåò áàçèñíûì ýëåìåíòîâ â àëãåáðå TLΓ2,~τ2 . Íî îí íå áóäåò áàçèñíûì äëÿ

àëãåáðû TLΓ2,~τ1 . Òîãäà áàçèñ àëãåáðû TLΓ2,~τ2 ñîäåðæèò â ñåáå áàçèñ TLΓ1,~τ1 .

3. Êîíå÷íîìåðíûå àëãåáðû TLΓ,~τ

Äëÿ êîíå÷íîìåðíûõ îáîáùåííûõ àëãåáð Òåìïåðëè-Ëèáà, ñâÿçàííûõ ñ ãðàôàìè
A3, B3 è H3, ìû ïîñòðîèì áàçèñû Ãðåáíåðà, ëèíåéíûå áàçèñû è ïðèâåäåì çíà÷åíèÿ
ðàçìåðíîñòåé.

3.1. TLA3,τ

Ðàññìîòðèì àëãåáðó TLA3,τ = C
〈
p1, p2, p3 | p2

k = pk, p1p2p1 = τp1, p2p1p2 =

τp2, p2p3p2 = τp2, p3p2p3 = τp3, p1p3 = p3p1

〉
, àññîöèèðîâàííóþ ñ ãðàôîì Äûíêè-

íà A3

r r rA3
1 2 3

Áàçèñ Ãðåáíåðà äëÿ TLA3,τ ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ {p2
1−p1, p2

2−p2, p2
3−p3, p1p2p1−

τp1, p2p1p2− τp2, p2p3p2− τp2, p3p2p3− τp3, p3p1− p1p3, p3p2p1p3− τp1p3, p1p3p2p1−
τp1p3}. Òîãäà ëèíåéíûé áàçèñ ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ {e, p1, p2, p3, p1p2, p1p3, p2p1,
p2p3, p3p2, p1p2p3, p1p3p2, p2p1p3, p3p2p1, p2p1p3p2}. Òàêèì îáðàçîì, dim TLA3,τ = 14.

3.2. TLB3,τ1,τ2

Ðàññìîòðèì àëãåáðó TLB3,τ1,τ2 = C
〈
p1, p2, p3 | p2

k = pk, p1p2p1p2 =

τ1p1p2, p2p1p2p1 = τ1p2p1, p2p3p2 = τ2p2, p3p2p3 = τ2p3, p1p3 = p3p1

〉
, àññîöèè-

ðîâàííóþ ñ ãðàôîì B3

r r rB3
4

1 2 3

Áàçèñ Ãðåáíåðà ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ {p2
1− p1, p2

2− p2, p2
3− p3, p1p2p1p2− τ1p1p2,

p2p1p2p1−τ1p2p1, p2p3p2−τ2p2, p3p2p3−τ2p3, p3p1−p1p3, p3p2p1p3−τ2p1p3, p1p3p2p1p2−
τ1p1p3p2}. Òîãäà ëèíåéíûé áàçèñ ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ {e, p1, p2, p3, p1p2, p1p3, p2p1,
p2p3, p3p2, p1p2p1, p1p2p3, p1p3p2, p2p1p2, p2p1p3, p3p2p1, p1p2p1p3, p1p3p2p1, p2p1p2p3,
p2p1p3p2, p3p2p1p2, p1p2p1p3p2, p2p1p3p2p1, p3p2p1p2p3, p1p2p1p3p2p1}. Òàêèì îáðàçîì,
dim TLB3,τ1,τ2 = 24.
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3.3. TLH3,τ1,τ2,τ3

Ðàññìîòðèì àëãåáðó TLH3,τ1,τ2,τ3 = C
〈
p1, p2, p3 | p2

k = pk, p1p2p1p2p1 = τ1p1p2p1 +

τ2p1, p2p1p2p1p2 = τ1p2p1p2 + τ2p2, p2p3p2 = τ3p2, p3p2p3 = τ3p3, p1p3 = p3p1

〉
,

àññîöèèðîâàííóþ ñ ãðàôîì H3

r r rH3
5

1 2 3

Áàçèñ Ãðåáíåðà ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ {p2
1 − p1, p2

2 − p2, p2
3 − p3, p1p2p1p2p1 −

τ1p1p2p1 − τ2p1, p2p1p2p1p2 − τ1p2p1p2 − τ2p2, p2p3p2 − τ3p2, p3p2p3 − τ3p3, p3p1 − p1p3,
p3p2p1p3− τ3p1p3, p1p3p2p1p2p1− τ1p1p3p2p1− τ2p1p3}. Òîãäà ëèíåéíûé áàçèñ ñîñòîèò
èç ýëåìåíòîâ {e, p1, p2, p3, p1p2, p1p3, p2p1, p2p3, p3p2, p1p2p1, p1p2p3, p1p3p2, p2p1p2,
p2p1p3, p3p2p1, p1p2p1p2, p1p2p1p3, p1p3p2p1, p2p1p2p1, p2p1p2p3, p2p1p3p2, p3p2p1p2,
p1p2p1p2p3, p1p2p1p3p2, p1p3p2p1p2, p2p1p2p1p3, p2p1p3p2p1, p3p2p1p2p1, p3p2p1p2p3,
p1p2p1p3p2p1, p1p3p2p1p2p3, p2p1p2p1p3p2, p2p1p3p2p1p2, p3p2p1p2p1p3, p1p2p1p3p2p1p2,
p2p1p2p1p3p2p1, p2p1p3p2p1p2p3, p3p2p1p2p1p3p2, p1p2p1p3p2p1p2p3, p2p1p2p1p3p2p1p2,
p3p2p1p2p1p3p2p1, p2p1p2p1p3p2p1p2p3, p3p2p1p2p1p3p2p1p2, p3p2p1p2p1p3p2p1p2p3}. Òà-
êèì îáðàçîì, dim TLH3,τ1,τ2,τ3 = 44.

4. Àëãåáðû TLΓ,~τ ïîëèíîìèàëüíîãî ðîñòà

Åñëè çàäàí êîíå÷íûé áàçèñ Ãðåáíåðà, òî âû÷èñëåíèå ðîñòà àëãåáðû ñâîäèòñÿ
ê âû÷èñëåíèþ ðîñòà ñïåöèàëüíî îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà (ñì. [3]). Âåðøèíàìè
ãðàôà ðîñòà àëãåáðû ÿâëÿþòñÿ âñå íîðìàëüíûå ñëîâà äëèíû ìåíüøåé íà åäèíèöó,
÷åì ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà ñòàðøåãî ñëîâà ýëåìåíòîâ â áàçèñå Ãðåáíåðà. Ðåáðî îò
ñëîâà u ê ñëîâó v ñóùåñòâóåò, åñëè è òîëüêî åñëè äëÿ íåêîòîðûõ îáðàçóþùèõ xi è
xj (âîçìîæíî ñîâïàäàþùèõ) ñëîâà uxi è xjv ðàâíû è ÿâëÿþòñÿ íîðìàëüíûìè.

Äëÿ îáîáùåííûõ àëãåáð Òåìïåðëè-Ëèáà, ñâÿçàííûõ ñ ãðàôàìè Ã2, G̃2, Ĩ2(7)

è C̃2, ìû ïîñòðîèì áàçèñû Ãðåáíåðà, ïîñòðîèì ãðàôû ðîñòà è ïîêàæåì, ÷òî ýòè
àëãåáðû èìåþò ëèíåéíûé ðîñò.

4.1. TL eA2,τ

Ðàññìîòðèì àëãåáðó TL eA2,τ = C
〈
p1, p2, p3 | p2

k = pk, p1p2p1 = τp1, p2p1p2 =

τp2, p2p3p2 = τp2, p3p2p3 = τp3, p1p3p1 = τp1, p3p1p3 = τp3

〉
, àññîöèèðîâàííóþ ñ

ãðàôîì Ã2
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¡
¡

¡

@
@

@

r r

r

Ã2
2 3

1

Áàçèñ Ãðåáíåðà äëÿ TL eA2,τ ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ {p2
1 − p1, p2

2 − p2, p2
3 − p3,

p1p2p1 − τp1, p2p1p2 − τp2, p2p3p2 − τp2, p3p2p3 − τp3, p1p3p1 − τp1, p3p1p3 − τp3}, à
ãðàô ðîñòà èìååò âèä

p1p2

¡
¡

¡ª
p2p3 - p3p1

@
@

@I
p3p2

¡
¡

¡ª
p2p1 - p1p3

@
@

@I

Òîãäà àëãåáðà TL eA2,τ áåñêîíå÷íîìåðíà è èìååò ëèíåéíûé ðîñò.

4.2. TL eG2,τ1,τ2,τ3

Ðàññìîòðèì àëãåáðó TL eG2,τ1,τ2,τ3
= C

〈
p1, p2, p3 | p2

k = pk, p1p2p1p2p1p2 =

τ1p1p2p1p2 + τ2p1p2, p2p1p2p1p2p1 = τ1p2p1p2p1 + τ2p2p1, p2p3p2 = τ3p2, p3p2p3 =

τ3p3, p1p3 = p3p1

〉
, àññîöèèðîâàííóþ ñ ãðàôîì G̃2

r r rG̃2

6

1 2 3

Áàçèñ Ãðåáíåðà äëÿ TL eG2,τ1,τ2,τ3
ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ {p2

1 − p1, p2
2 − p2, p2

3 − p3,
p1p2p1p2p1p2 − τ1p1p2p1p2 − τ2p1p2, p2p1p2p1p2p1 − τ1p2p1p2p1 − τ2p2p1, p2p3p2 − τ3p2,
p3p2p3 − τ3p3, p3p1 − p1p3, p3p2p1p3 − τ3p1p3 p1p3p2p1p2p1p2 − τ2p1p3p2p1p2 − τ2p1p3p2,
à ãðàô ðîñòà èìååò âèä

p1p2p1p2p1p3 - p2p1p2p1p3p2 ¡
¡

¡µ

p1p2p1p3p2p1

@
@

@R p2p1p3p2p1p2 - p1p3p2p1p2p3

6

?
p1p3p2p1p2p1p3p2p1p2p1p3 ¾

p3p2p1p2p1p2p2p1p2p1p2p3 ¾

Òîãäà àëãåáðà TL eG2,τ1,τ2,τ3
áåñêîíå÷íîìåðíà è èìååò ëèíåéíûé ðîñò.
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4.3. TLeI2(7),τ1,τ2,τ3,τ4

Ðàññìîòðèì àëãåáðó TLI3(7),τ1,τ2,τ3,τ4 = C
〈
p1, p2, p3 | p2

k = pk, p1p2p1p2p1p2p1 =

τ1p1p2p1p2p1+τ2p1p2p1+τ3p1, p2p1p2p1p2p1p2 = τ1p2p1p2p1p2+τ2p2p1p2+τ3p2, p2p3p2 =

τ4p2, p3p2p3 = τ4p3, p1p3 = p3p1

〉
, àññîöèèðîâàííóþ ñ ãðàôîì I3(7)

r r rĨ2(7)
7

1 2 3

Áàçèñ Ãðåáíåðà äëÿ TLeI2(7),τ1,τ2,τ3,τ4
ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ {p2

1 − p1, p2
2 − p2,

p2
3−p3, p1p2p1p2p1p2p1−τ1p1p2p1p2p1−τ2p1p2p1−τ3p1, p2p1p2p1p2p1p2−τ1p2p1p2p1p2−

τ2p2p1p2 − τ3p2, p2p3p2 − τ4p2, p3p2p3 − τ4p3, p3p1 − p1p3, p3p2p1p3 − τ3p1p3,
p1p3p2p1p2p1p2p1 − τ1p1p3p2p1p2p1 − τ2p1p3p2p1 − τ3p1p3}, à ãðàô ðîñòà èìååò âèä

p1p2p1p2p1p3p2 - p2p1p2p1p3p2p1 ¡
¡µ

p1p2p1p3p2p1p2

@
@R p2p1p3p2p1p2p1 - p1p3p2p1p2p1p2

?
p3p2p1p2p1p2p3

?
p1p3p2p1p2p1p3¾p3p2p1p2p1p3p2

66

p2p1p2p1p2p1p3

6

p3p2p1p2p1p2p1 p1p2p1p2p1p2p3

- p2p1p3p2p1p2p3

Òîãäà àëãåáðà TLeI2(7),τ1,τ2,τ3,τ4
áåñêîíå÷íîìåðíà è èìååò ëèíåéíûé ðîñò. Îòìå-

òèì, ÷òî ãðóïïîâàÿ àëãåáðà ãðóïïû Êîêñòåðà, ñâÿçàííàÿ ñ ãðàôîì C̃2 áåñêîíå÷íî-
ìåðíà è èìååò ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò [1], à îáîáùåííàÿ àëãåáðà Òåìïåðëè-Ëèáà,
ñâÿçàííàÿ ñ ãðàôîì C̃2, èìååò ëèíåéíûé ðîñò. Òàêèì îáðàçîì è ðîñò áåñêîíå÷íî-
ìåðíîé îáîáùåííîé àëãåáðû Òåìïåðëè-Ëèáà, ñâÿçàííîé ñ ãðàôîì Γ, âîîáùå ãîâî-
ðÿ, íå ñîâïàäàåò ñ ðîñòîì ãðóïïîâîé àëãåáðû ãðóïïû Êîêñòåðà, ñâÿçàííîé ñ Γ.

4.4. TL eC2,τ1,τ2

Ðàññìîòðèì àëãåáðó TL eC2,τ1,τ2
= C

〈
p1, p2, p3 | p2

k = pk, p1p2p1p2 =

τ1p1p2, p2p1p2p1 = τ1p2p1, p2p3p2p3 = τ2p2p3, p3p2p3p2 = τ2p3p2, p1p3 = p3p1

〉
,

àññîöèèðîâàííóþ ñ ãðàôîì C̃2

r r rC̃2
1 2 3

4 4
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Áàçèñ Ãðåáíåðà äëÿ TL eC2,τ1,τ2
ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ {p2

1 − p1, p2
2 − p2, p2

3 − p3,
p1p2p1p2 − τ1p1p2, p2p1p2p1 − τ1p2p1, p2p3p2p3 − τ2p2p3, p3p2p3p2 − τ2p3p2, p3p1 − p1p3,
p2p3p2p1p3 − τ2p2p1p3, p1p3p2p1p3 − τ1p1p3p2}, à ãðàô ðîñòà èìååò âèä

p1p2p1p3 p2p1p3p2

¡
¡

¡ª @
@

@I
p1p3p2p3 p2p1p2p3 p3p2p1p2

p1p3p2p1 - p3p2p1p3 p1p2p3p2 p2p3p2p1-

- - ¾ ¾

¡
¡

¡ª ¡
¡

¡µ

Òîãäà àëãåáðà TL eC2,τ1,τ2
áåñêîíå÷íîìåðíà è èìååò ëèíåéíûé ðîñò.

5. Àëãåáðû TLΓ,~τ ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà
Íèæå äëÿ íåêîòîðûõ îáîáùåííûõ àëãåáð Òåìïåðëè-Ëèáà óêàæåì ñâîáîäíûå

ïîäàëãåáðû, ïîðîæäåííûå äâóìÿ îáðàçóþùèìè, âñå ýòè àëãåáðû ýêñïîíåíöèàëü-
íîãî ðîñòà.

5.1. TLeI2(8),τ1,τ2,τ3,τ4

Ðàññìîòðèì àëãåáðó TLeI2(8),τ1,τ2,τ3,τ4
= C

〈
p1, p2, p3 | p2

k = pk, p1p2p1p2p1p2p1p2 =

τ1p1p2p1p2p1p2 + τ2p1p2p1p2 + τ3p1p2, p2p1p2p1p2p1p2p1 = τ1p2p1p2p1p2p1 + τ2p2p1p2p1 +

τ3p2p1, p2p3p2 = τ4p2, p3p2p3 = τ4p3, p1p3 = p3p1

〉
, àññîöèèðîâàííóþ ñ ãðàôîì I3(8)

r r rĨ2(8)
8

1 2 3

Àëãåáðà TLeI2(8),τ1,τ2,τ3,τ4
èìååò ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò, òàê êàê å¼ ïîäàëãåáðà

ïîðîæäåííàÿ äâóìÿ îáðàçóþùèìè q1 = p1p2p1p2p1p3p2 è q2 = p1p2p1p3p2 ñâîáîäíà
(âî âñåâîçìîæíûõ êîìáèíàöèÿõ ýëåìåíòîâ q1 è q2 íå ñîäåðæèòñÿ íè îäíîãî ñòàð-
øåãî ïîäñëîâà ýëåìåíòîâ áàçèñà Ãðåáíåðà àëãåáðû TLeI2(8),τ1,τ2,τ3,τ4

).

5.2.

Ðàññìîòðèì àëãåáðó TLΓ,τ1,τ2 = C
〈
p1, p2, p3 | p2

k = pk, p1p2p1 = τ1p1, p2p1p2 =

τ1p2, p1p3p1 = τ1p1, p3p1p3 = τ1p3, p2p3p2p3 = τ2p2p3, p3p2p3p2 = τ2p3p2

〉
, àññîöèè-

ðîâàííóþ ñ ãðàôîì Γ

¡
¡

¡

@
@

@

r r

r

Γ
2 3

1

4

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ àëãåáðà TLΓ,τ1,τ2 èìååò ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò, òàê êàê å¼
ïîäàëãåáðà ïîðîæäåííàÿ äâóìÿ îáðàçóþùèìè q1 = p1p2p3p2p1p3p2p3 è q2 = p1p2p3
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ñâîáîäíà (âî âñåâîçìîæíûõ êîìáèíàöèÿõ ýëåìåíòîâ q1 è q2 íå ñîäåðæèòñÿ íè îä-
íîãî ñòàðøåãî ïîäñëîâà ýëåìåíòîâ áàçèñà Ãðåáíåðà àëãåáðû TLΓ,τ1,τ2).

5.3.

Ðàññìîòðèì àëãåáðó TLΓ,τ1,τ2,τ3 = C
〈
p1, p2, p3 | p2

k = pk, p1p2p1p2 =

τ1p1p2, p2p1p2p1 = τ1p2p1, p2p3p2p3p2 = τ2p2p3p2 + τ3p2, p3p2p3p2p3 = τ2p3p2p3 +

τ3p3, p1p3 = p3p1

〉
, àññîöèèðîâàííóþ ñ ãðàôîì Γ

r r rΓ
1 2 3

4 5

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ àëãåáðà TLΓ,τ1,τ2,τ3 èìååò ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò, òàê êàê å¼
ïîäàëãåáðà ïîðîæäåííàÿ äâóìÿ îáðàçóþùèìè q1 = p1p3p2 è q2 = p1p3p2p3p2p1p2p3p2

ñâîáîäíà (âî âñåâîçìîæíûõ êîìáèíàöèÿõ ýëåìåíòîâ q1 è q2 íå ñîäåðæèòñÿ íè îä-
íîãî ñòàðøåãî ïîäñëîâà ýëåìåíòîâ áàçèñà Ãðåáíåðà àëãåáðû TLΓ,τ1,τ2,τ3).

6. Îñíîâíàÿ òåîðåìà

Èç ðàññìîòðåííûõ âûøå ïðèìåðîâ ñëåäóåò òåîðåìà î ðîñòå îáîáùåííûõ àëãåáð
Òåìïåðëè-Ëèáà, àññîöèèðîâàííûõ ñ ãðàôàìè Êîêñòåðà Γ, êîãäà |V Γ| = 3.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü Γ � ñâÿçíûé ãðàô Êîêñòåðà, |V Γ| = 3.

1. Àëãåáðà TLΓ,~τ êîíå÷íîìåðíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðàô Γ ñîâïàäàåò
ñ îäíèì èç ãðàôîâ A3, B3 èëè H3;

2. Àëãåáðà TLΓ,~τ èìååò ëèíåéíûé ðîñò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðàô Γ

ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç ãðàôîâ Ã2, G̃2, Ĩ2(7) èëè C̃2;

3. Àëãåáðà TLΓ,~τ èìååò ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ãðàô Γ íå ñîâïàäàåò íè ñ îäíèì èç ãðàôîâ A3, B3, H3, Ã2, G̃2, Ĩ2(7) èëè C̃2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ðàññìîòðåííûõ âûøå ïðèìåðîâ ÿñíî, ÷òî àëãåáðà Òåìïåðëè-
Ëèáà TLΓ,~τ êîíå÷íîìåðíà òîëüêî â òðåõ ñëó÷àÿõ, åñëè Γ ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç
ãðàôîâ A3, B3 èëè H3.

Ïðè óâåëè÷åíèè ìåòîê íà ðåáðàõ Γ òàêæå âîçìîæíû òîëüêî ÷åòûðå ñëó÷àÿ,
êîãäà àëãåáðà TLΓ,~τ áåñêîíå÷íîìåðíà è èìååò ïîëèíîìèàëüíûé ðîñò, êîãäà ãðàô
Γ ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç ãðàôîâ Ã2, G̃2, Ĩ2(7) èëè C̃2.

Èñïîëüçóÿ ëåììó 1 ïîëó÷àåì, ÷òî àëãåáðà TLΓ,~τ èìååò ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðàô Γ íå ñîâïàäàåò íè ñ îäíèì èç ãðàôîâ A3, B3, H3,
Ã2, G̃2, Ĩ2(7) èëè C̃2.
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