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Àííîòàöèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðåíà ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ

èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì â íåôèêñèðîâàííûå ìîìåíòû âðåìåíè. Äëÿ äàííîé ñèñòåìû äîêàçàíà

òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé è êóñî÷íî-äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè Ëÿïóíîâà

â ñëó÷àå ðàâíîìåðíîé àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: èìïóëüñíûå ñèñòåìû, óñòîé÷èâîñòü, ìåòîä ôóíêöèé Ëÿïóíîâà.

1. Ââåäåíèå

Ìåòîä ôóíêöèé Ëÿïóíîâà óñïåøíî ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé-
÷èâîñòè íåëèíåéíûõ èìïóëüñíûõ ñèñòåì, â òîì ÷èñëå è äëÿ èññëåäîâàíèÿ ÷àñòè÷-
íîé óñòîé÷èâîñòè. Îäíàêî áîëüøèíñòâî îïóáëèêîâàííûõ ðàáîò ïîñâÿùåíî óñòà-
íîâëåíèþ äîñòàòî÷íûõ ïðèçíàêîâ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé èìïóëüñíûõ ñèñòåì, â òî
âðåìÿ, êàê ïðèíöèïèàëüíî âàæíîå çíà÷åíèå äëÿ ïðÿìîãî ìåòîäà Ëÿïóíîâà èìååò
óñòàíîâëåíèå íåîáõîäèìûõ ïðèçíàêîâ óñòîé÷èâîñòè.

Äëÿ ñèñòåì ñ èìïóëüñíûìè âîçäåéñòâèÿìè â ôèêñèðîâàííûå ìîìåíòû âðåìåíè
íåáõîäèìûå óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî âñåì ïåðåìåííûì áûëè ïî-
ëó÷åíû â [2, 4, 9]; íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè èíâàðèàí-
òíûõ ìíîæåñòâ � â [3]. Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà óñòàíîâëåíèþ íåîáõîäèìûõ
ïðèçíàêîâ ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè èìïóëüñíûõ ñèñòåì íàèáîëåå îáùåãî âèäà: ñ
èìïóëüñíûìè âîçäåéñòâèÿìè â íåôèêñèðîâàííûå ìîìåíòû âðåìåíè.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.

Ïóñòü R+ = [0;+∞), Rn � n-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì
îïðåäåëåíà íîðìà ‖x‖ =

√
x2
1 + ...+ x2

n. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì íà ïîâåðõíîñòÿõ

dx

dt
= f(t, x), t 6= τi(x),

∆x = Ii(x), t = τi(x), i ∈ N,
(1)
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ãäå t ∈ R+, x ∈ Ω ⊂ Rn, f ∈ C(R+ × Ω, Rn), f(t, 0) ≡ 0; Ii ∈ C(Ω, Rn), Ii(0) ≡ 0 ,
τi ∈ C1(Ω, R+), τi(x) � ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà, 0 < τ1(x) < τ2(x) < . . . è τi(x) → ∞
ïðè i → ∞.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåøåíèå x(t) = x(t, t0, x0) ñèñòåìû (1) ñóùåñòâóåò è
åäèíñòâåííî, íåïðåðûâíî ñëåâà ïðè t = τi(x) è ïåðåñåêàåò êàæäóþ ïîâåðõíîñòü
ðàçðûâà òîëüêî îäèí ðàç.

Ïóñòü x = (y, z), y ∈ Rm, z ∈ Rs (m+ s = n), à f(t, x) = (Y, Z), Ii = (Iyi , I
z
i ).

Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ ïðîâåäåì â îáëàñòè

Ω = ΩH = Bm
H ×Rs, (H > 0), Bm

H = {y ∈ Rm : ‖y‖ < H}.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ãèïîòåçû â îòíîøåíèè ñèñòåìû (1).
(H1). Ôóíêöèÿ f(t, x) íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åíà âìåñòå ñî ñâîèìè ÷àñòíûìè

ïðîèçâîäíûìè â îáëàñòè R+ × Ω:

‖f(t, x)‖ ≤ K, (2)∥∥∥∂f
∂x

(t, x)
∥∥∥ ≤ C1. (3)

(H2). Ôóíêöèè Ii(x) íåïðåðûâíû è èìåþò îãðàíè÷åííûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
â îáëàñòè Ω: ∥∥∥∂Ii(x)

∂x

∥∥∥ ≤ C2 (i ∈ N). (4)

(H3). Ôóíêöèè τi(x) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû è èìåþò îãðàíè÷åííûå
÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå â îáëàñòè Ω:

max
x∈Ω

∥∥∥∂τi(x)
∂x

∥∥∥ ≤ C3 (i ∈ N). (5)

(H4). Ôóíêöèè τi(x) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ:

τi(x) ≥ τi(x+ Ii(x)), x ∈ Ω. (6)

(H5). Ïðåäïîëîæèì, êðîìå òîãî, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî〈∂τi(x)
∂x

, f(t, x)
〉
≤ α (α < 1), x ∈ Ω. (7)

Çäåñü 〈a, b〉 =
∑n

i=1 aibi � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ.
(H6). Îòíîñèòåëüíî ìîìåíòîâ èìïóëüñíîãî âîçäåéñòâèÿ áóäåì ïðåäïîëàãàòü,

÷òî èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

inf
i
(min
x∈Ω

τi(x)−max
x∈Ω

τi−1(x)) = θ > 0, (i ∈ N). (8)

ISSN 0203�3755 Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, òîì 1(29), �1 (2011)



ÍÅÎÁÕÎÄÈÌÛÅ ÓÑËÎÂÈß ×ÀÑÒÈ×ÍÎÉ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ 33

(H7). Ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà µ > 0 òàêàÿ, ÷òî èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

‖y + Iyi (x)‖ ≥ µ‖y‖ (i ∈ N). (9)

(H8). Ðåøåíèå ñèñòåìû (1) z-ïðîäîëæèìî; ýòî îçíà÷àåò [6], ÷òî ëþáîå ðåøåíèå
x(t) îïðåäåëåíî äëÿ âñåõ t > t0, äëÿ êîòîðûõ ‖y(t, t0, x0)‖ < H.

Îïðåäåëåíèå óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ àíàëîãè÷íî [6].
Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíûå êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå ôóíêöèè V : R+ × Ω → R [9].
Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ V (t, x) ïðèíàäëåæèò êëàññó V, åñëè ôóíêöèÿ V

íåïðåðûâíà è äèôôåðåíöèðóåìà ïðè t 6= τi(x), íåïðåðûâíà ñëåâà ïðè t = τi(x) è
V (t, 0) ≡ 0 ïðè ëþáîì t ∈ R+.

Ïðè t 6= τi(x) îïðåäåëèì ïðîèçâîäíóþ îò ôóíêöèè V (t, x) â ñèëó ñèñòåìû (1)

V̇(1)(t, x) =
∂V

∂t
(t, x) + 〈∂V

∂x
(t, x), f(t, x)〉.

Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèÿ a : R+ → R+ ïðèíàäëåæèò êëàññó Õàíà (a ∈ K),
åñëè îíà íåïðåðûâíà, ñòðîãî âîçðàñòàåò è a(0) = 0.

Îïðåäåëåíèå 3. Ñèñòåìà (1) íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñ ïåðèîäîì ω (ω >
0), åñëè

f(t+ ω, x) ≡ f(t, x), t 6= τi(x),

∃p ∈ N : Ii+p(x) ≡ Ii(x), τi+p(x) = τi(x) + ω, i ∈ N.

Èç îïðåäåëåíèÿ 3 ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû îáëàäàþò ñâîé-
ñòâîì:

y(t+ ω, t0 + ω, x0) ≡ y(t, t0, x0). (10)

3. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Òåîðåìà 1. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1) ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ V ∈ V,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

a(‖y‖) ≤ V (t, x) äëÿ (t, x) ∈ R+ × Ω, a ∈ K, (11)

V (t, x) ≤ b(‖y‖) äëÿ (t, x) ∈ R+ × Ω, b ∈ K, (12)

V̇(1)(t, x) ≤ −c(‖y‖) äëÿ t 6= τi(x), c ∈ K, (13)

V (τi + 0, x+ Ii(x))− V (τi, x) ≤ 0 (i ∈ N). (14)

Òîãäà òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1) ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè y-óñòîé-
÷èâî.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1 èç [1].
Îïðåäåëèì íîðìó ìàòðèöû A = {akj}nk,j=1 ñîãëàñíî [8, c. 153]

‖A‖ =

√√√√ n∑
k=1

n∑
j=1

a2kj. (15)
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Òîãäà èç íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî âûòåêàåò îöåíêà [8, c.153]

‖Ax‖ ≤ ‖A‖‖x‖. (16)

Ëåììà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (Í1)-(Í6). Òîãäà ïðè τ > 0 ñïðàâåäëèâà
îöåíêà: ∥∥∥∂y(t0 + τ, t0, x0)

∂x0

∥∥∥< M(τ), (17)

ãäå M(τ) � ïîëîæèòåëüíàÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî [7, c. 30], ìàòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ u(t) =
∂x(t, t0, x0)

∂x0
óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé â âàðèàöèÿõ îòíîñèòåëüíî íà÷àëüíûõ äàííûõ

du

dt
= A(t)u, t 6= τi,

∆u = Biu, t = τi, i ∈ N,
(18)

ãäå τi � ìîìåíòû âñòðå÷è ðåøåíèÿ x(t, t0, x0) ñ ïîâåðõíîñòÿìè t = τi(x). Ìàòðèöû
A(t), Bi ðàâíû

A(t) =
∂f(t, x)

∂x

∣∣∣
x=x(t,t0,x0)

, Bi =
∂Ii(x)

∂x

∣∣∣
x=x(τi,t0,x0)

(E + Pi).

Ìàòðèöû Pi îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Pi =
1

1−
〈∂τi(x)

∂x

∣∣∣
x=x(τi,t0,x0)

, f(τi, x(τi, t0, x0))
〉{∂τi(x)

∂xj

∣∣∣
x=x(τi,t0,x0)

fk(τi, x(τi, t0, x0))
}n

j,k=1
.

Ôóíêöèÿ u(t) =
∂x(t, t0, x0)

∂x0

óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

u(t0) = E, (19)

ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.
Ðåøåíèå u(t) = u(t, t0, x0) ñèñòåìû (18) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

u(t) = u0 +

∫ t

t0

A(τ)u(τ)dτ +
∑

t0≤τi<t

Biu(τi).

Èìååì

‖u(t)‖ ≤ ‖u0‖+
∫ t

t0

‖A(τ)u(τ)‖dτ +
∑

t0≤τi<t

‖Biu(τi)‖.

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî, ïîëó÷èì

‖u(t)‖ ≤ ‖u0‖+
∫ t

t0

‖A(τ)‖‖u(τ)‖dτ +
∑

t0≤τi<t

‖Bi‖‖u(τi)‖. (20)
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Íàéäåì îöåíêó ìàòðèö Pi. Â ñèëó óñëîâèÿ (7) ïîëó÷èì:

‖Pi‖ ≤ 1

1− α

∥∥∥{∂τi(x)

∂xj

∣∣∣
x=x(τi,t0,x0)

fk(τi, x(τi, t0, x0))
}n

j,k=1

∥∥∥.
Èç îïðåäåëåíèÿ íîðìû ìàòðèöû (15), ó÷èòûâàÿ îãðàíè÷åííîñòü åå ýëåìåíòîâ

(2),(5), èìååì

‖Pi‖ ≤ 1

1− α

√√√√ n∑
k=1

n∑
j=1

(∂τi(x)
∂xj

∣∣∣
x=x(τi,t0,x0)

fk(τi, x(τi, t0, x0))
)2

=

=
1

1− α

√√√√ n∑
j=1

(∂τi(x)
∂xj

∣∣∣
x=x(τi,t0,x0)

)2
n∑

k=1

(fk(τi, x(τi, t0, x0)))2 =

=
1

1− α

∥∥∥∂τi(x)
∂x

∣∣∣
x=x(τi,t0,x0)

∥∥∥·‖f(τi, x(τi, t0, x0)‖ ≤ 1

1− α
KC3.

Òîãäà

‖E + Pi‖ ≤ ‖E‖+ ‖Pi‖ ≤ n+
1

1− α
KC3.

Ó÷èòûâàÿ îãðàíè÷åííîñòü ýëåìåíòîâ ìàòðèö (3),(4), ïîëó÷èì

‖Bi‖ ≤
∥∥∥∂Ii(x(τi))

∂x

∣∣∣
x=x(τi,t0,x0)

∥∥∥·‖E + Pi‖ ≤ C2(n+
1

1− α
KC3) = L1,

‖A(t)‖ =
∥∥∥∂f(t, x)

∂x

∣∣∣
x=x(t,t0,x0)

∥∥∥≤ C1.

Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííûå îöåíêè â (20)

‖u(t)‖ ≤ ‖u0‖+ C1

∫ t

t0

‖u(τ)‖dτ + L1

∑
t0≤τi<t

‖u(τi)‖.

Äàëåå, ïðèìåíÿÿ ëåììó 2.2 [7] ïðè C = ‖u0‖, β = L1, γ = C1, ïîëó÷èì îöåíêó

‖u(t)‖ ≤ ‖u0‖(1 + L1)
peC1(t−t0). (21)

Çäåñü p � êîëè÷åñòâî òî÷åê τi íà ïðîìåæóòêå [t0, t0 + τ). Â ñèëó (19) ‖u0‖ = n.
Ïîñêîëüêó âûðàæåíèå (1 + L1)

p ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ïðè âîçðàñòàíèè τ (τ =
t− t0), òî íåðàâåíñòâî (21) îçíà÷àåò âûïîëíåíèå ñëåäóþùåé îöåíêè

‖u(t)‖ ≤ M(τ).

Äàëåå ïîëó÷èì∥∥∥∂y(t0 + τ, t0, x0)

∂x0

∥∥∥≤ ∥∥∥∂x(t0 + τ, t0, x0)

∂x0

∥∥∥< M(τ),
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÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Ëåììà 2. Åñëè äëÿ ñèñòåìû (1) ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ V (t, x), óäîâëåòâîðÿþ-

ùàÿ óñëîâèÿì òåîðåìû 1, òî íåîáõîäèìî âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå òîæäåñòâî

Y (t, 0, z) ≡ 0. (22)

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 5.3 èç [6].

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (Í1)-(Í8), ðåøåíèå x = 0 ðàâíîìåðíî
àñèìïòîòè÷åñêè y-óñòîé÷èâî è îáëàñòü Ωρ(0 < ρ < H) ñîäåðæèòñÿ â îáëàñòè
åãî ïðèòÿæåíèÿ. Òîãäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ V : R+ × Ωρ → R+, óäîâëåòâîðÿþ-
ùàÿ óñëîâèÿì (11)-(14) òåîðåìû 1, à òàêæå óñëîâèþ∥∥∥∥∂V∂x (t, x)

∥∥∥∥ ≤ P äëÿ (t, x) ∈ R+ × Ωρ, t 6= τi(x). (24)

Åñëè ñèñòåìà (1) ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîäîì ω, òî ôóíêöèÿ V òàêæå ìîæåò áûòü
âûáðàíà ïåðèîäè÷åñêîé ñ ïåðèîäîì ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1) ðàâíîìåðíî
àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïî y, òî ‖y(t, t0, x0)‖ → 0 ïðè t → ∞ ðàâíîìåðíî ïî
t0 ≥ 0, x0 ∈ Ωρ, ïîýòîìó â ýòîé îáëàñòè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖y(t0 + s, t0, x0)‖2 < φ(s), (25)

ãäå φ(s)- ñêàëÿðíàÿ ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþ-
ùàÿ óñëîâèþ lims→∞ φ(s) = 0 . Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âçÿòü óáûâàþùóþ è ñõîäÿùó-
þñÿ ê íóëþ áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {εi}∞i=1(εi > 0), òîãäà äëÿ âñÿêîãî εi
èç ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàéäåòñÿ ÷èñëî σi(εi) òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ t > t0+σi(εi)
áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî ‖y(t, t0, x0)‖ < εi. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü σi áóäåò ðàñ-
õîäÿùåéñÿ, òî åñòü σi+1 > σi. Ðàññìîòðèì ïîëîæèòåëüíóþ ìîíîòîííî óáûâàþùóþ
ôóíêöèþ φ(s), äëÿ êîòîðîé φ(σi+1) = ε2i (i ∈ N). Ïîñòðîåííàÿ òàêèì îáðàçîì
ôóíêöèÿ áóäåò óäîâëåòâîðÿòü âñåì òðåáóåìûì óñëîâèÿì.

Ïóñòü M : R+ → R+ � ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ,
÷òî limt→∞M(t) = +∞. Â ìîíîãðàôèè [5] ïîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè g = g(φ) òàêîé, ÷òî

g ∈ K, g′ ∈ K, (26)∫ ∞

0

g(φ(s))ds < N1 < +∞ (N1 > 0), (27)∫ ∞

0

g′(φ(s))M(s)ds < N2 < +∞ (N2 > 0). (28)

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ V (t, x) ñëåäóþùèì îáðàçîì

V (t, x) =

∫ ∞

t

g(‖y(s, t, x)‖2)ds ≡

ISSN 0203�3755 Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, òîì 1(29), �1 (2011)



ÍÅÎÁÕÎÄÈÌÛÅ ÓÑËÎÂÈß ×ÀÑÒÈ×ÍÎÉ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ 37

≡
∫ ∞

0

g(‖y(t+ s, t, x)‖2)ds äëÿ (t, x) ∈ R+ × Ωρ, t 6= τi(x), (29)

V (τi, x) = V (τi − 0, x) ïðè t = τi(x), x ∈ Ωρ (i ∈ N). (30)

Íà îñíîâàíèè îöåíîê (25),(27) ïîëó÷èì

V (t, x) =

∫ ∞

0

g(‖y(t+ s, t, x)‖2)ds ≤
∫ ∞

0

g(ϕ(s))ds < N1.

Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë (29) ñõîäèòñÿ. Äàëåå, ñóùåñòâóåò

lim
t→τi−0

∫ ∞

t

g(‖y(s, t, x)‖2)ds = V (τi − 0, x) = V (τi, x).

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ V (t, x) îïðåäåëåíà è ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà â îáëàñòè
R+ × Ωρ, íåïðåðûâíà â ýòîé îáëàñòè ïðè t 6= τi è íåïðåðûâíà ñëåâà ïðè t = τi.

Íàéäåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè V (t, x):

∂V

∂x
=

∫ ∞

t

g′(‖y(s, t, x)‖2)∂(‖y(s, t, x)‖
2)

∂x
ds.

Íàéäåì îöåíêè∣∣∣∂(‖y(s, t, x)‖2)
∂xk

∣∣∣= ∣∣∣ ∂

∂xk

(y21 + . . .+ y2m)
∣∣∣= 2

∣∣∣(y1 ∂y1
∂xk

+ . . .+ ym
∂ym
∂xk

)∣∣∣≤ 2‖y‖
∥∥∥ ∂y

∂xk

∥∥∥.
Òàê êàê ‖y‖ < ρ, òî, ñîãëàñíî îöåíêå (17), èìååì∣∣∣∂(‖y(s, t, x)‖2)

∂xk

∣∣∣< 2ρM(s), k = 1, n.

Ó÷èòûâàÿ ïîëó÷åííóþ îöåíêó, à òàêæå óñëîâèÿ (26),(28), îêîí÷àòåëüíî ïîëó-
÷èì ∥∥∥∂V

∂x

∥∥∥ < 2ρ
√
n

∫ ∞

t

g′(φ(s))M(s)ds < P. (31)

Òàê êàê èíòåãðàë, âõîäÿùèé â (31), ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî â îáëàñòè

R+ × Ωρ, òî âûðàæåíèå
∂V

∂x
â ýòîé îáëàñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåïðåðûâíûå è

îãðàíè÷åííûå ôóíêöèè, êîòîðûå äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíû-
ìè ôóíêöèè V .

Ñâîéñòâî (24) äîêàçàíî.
Äîêàæåì ñâîéñòâî (11). Ïóñòü t0 ∈ (τi−1, τi). Ðåøåíèå x(t) = x(t, t0, x0) ñè-

ñòåìû (1) ïðè t ∈ [t0, τi] ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç ðåøåíèé ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dx

dt
= f(t, x).
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Äëÿ ýòîé ñèñòåìû íàéäåì

d

dt

m∑
k=1

y2k = 2
m∑
k=1

ykYk,

îòêóäà ñëåäóåò
d‖y‖2

dt
≤ 2‖y‖‖Y ‖. (32)

Â ñèëó ëåììû 2 èìååò ìåñòî òîæäåñòâî Y (t, 0, z) ≡ 0, ïîýòîìó, ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó
êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé, ïîëó÷èì

‖Y (t, y, z)‖ ≤
m∑
k=1

∥∥∥ ∂Y
∂yk

(t, ξ1y1, ξ2y2, . . . , ξmym, z)yk‖,

ãäå ξk ∈ (0, 1) (k = 1, . . . ,m).
Äàëåå, ó÷èòûâàÿ óñëîâèå (3), èìååì

‖Y (t, y, z)‖ ≤
m∑
k=1

∥∥∥ ∂Y
∂yk

∥∥∥|yk| ≤ C1

m∑
k=1

|yk| ≤ mC1‖y‖.

Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò â (32)

d‖y‖2

|dt|
≤ L2‖y‖2,

ãäå L2 =
1

2
mC1.

Èíòåãðèðóÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî, ïîëó÷èì

‖y0‖e−L2(t−t0) ≤ ‖y(t, t0, x0)‖ ≤ ‖y0‖eL2(t−t0).

Èòàê, äëÿ τ 0i−1 < t0 < t ≤ τ 0i ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖y(t, t0, x0)‖ ≥ ‖y0‖e−L2(t−t0).

Â ñèëó óñëîâèÿ (9) èìååì

‖y(τi, t0, x0) + Iyi (x(τi, t0, x0))‖ ≥ µ‖y(τi, t0, x0)‖ ≥ µ‖y0‖e−L2(τi−t0).

Èç óñëîâèÿ (8) ñëåäóåò, ÷òî îòðåçîê [t0, t0 + θ] ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîé òî÷êè
τi,ïîýòîìó

‖y(t, t0, x0)‖ ≥ min(1, µ)‖y0‖e−L2(t−t0) ïðè t ∈ [t0, t0 + θ].

Îáîçíà÷èì γ = min(1, µ), òîãäà ïîëó÷èì

V (t, x) ≥
∫ θ

0

g(‖y(t+ s, t, x)‖2)ds ≥
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≥
∫ θ

0

g(‖y‖2γ2e−2L2s)ds ≥ g(‖y‖2γ2e−2L2θ)θ ≡ a(‖y‖).

Óñëîâèå (11) âûïîëíåíî.
Äîêàæåì ñâîéñòâî (12). Òàê êàê y(t, 0, z0) ≡ 0, èç ôîðìóë (29),(30) èìååì

V (t, 0, z) ≡ 0.

Íà îñíîâàíèè ýòîãî, ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé, ïîëó÷èì

V (t, y, z)− V (t, 0, z) ≤
m∑
k=1

∣∣∣ ∂V
∂yk

(t, ξ1y1, ξ2y2, . . . , ξmym, z)yk

∣∣∣,
ãäå ξk ∈ (0, 1) (k = 1, . . . ,m).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îãðàíè÷åíû (24), îêî÷àòåëüíî ïîëó÷èì

V (t, x) ≤
m∑
k=1

∣∣∣ ∂V
∂yk

∣∣∣|yk| ≤ m∑
k=1

P |yk| ≤ Pm‖y‖ ≡ b(‖y‖).

Óñëîâèå (12) âûïîëíåíî.

Ñîñòàâèì âûðàæåíèå äëÿ ïîëíîé ïðîèçâîäíîé
dV

dt
(t, x) â ñèëó ñèñòåìû (1).

dV

dt
(t, x) =

[dV
dτ

(τ, x(τ, t, x))
]
τ=t

.

Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ y(s, τ, x(τ, t, x)) = y(s, t, x), ïîýòîìó

V̇(1)(t, x) =
[ d

dτ

(∫ ∞

τ

g(‖y(s, τ, x(τ, t, x))‖2)ds
)]

τ=t
=

=
[ d

dτ

(∫ ∞

τ

g(‖y(s, t, x)‖2)ds
)]

τ=t
= −g(‖y(t, t, x)‖2 ≡

≡ −c(‖y‖) äëÿ (t, x) ∈ R+ × Ωρ, t 6= τi,

òî åñòü óñëîâèå (13) âûïîëíåíî.
Èç ñîîòíîøåíèÿ y(τi+s, τi−0, x) = y(τi+s, τi+0, x+Ii(x)) è èç (29),(30) ñëåäóåò

ñâîéñòâî (14).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà (1) ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîäîì ω. Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì

ñëó÷àå ôóíêöèÿ V (t, x), îïðåäåëÿåìàÿ ñîîòíîøåíèÿìè (29),(30), ïåðèîäè÷íà ñ ïå-
ðèîäîì ω, òî åñòü

V (t+ ω, x) ≡ V (t, x).

Äåéñòâèòåëüíî,

V (t+ ω, x) =

∫ ∞

t+ω

g(‖y(s, t+ ω, x)‖2)ds äëÿ (t, x) ∈ R+ × Ωρ.
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Ñäåëàåì â èíòåãðàëå çàìåíó ïåðåìåííîé s = τ + ω, ïîëó÷èì

V (t+ ω, x) =

∫ ∞

t

g(‖y(τ + ω, t+ ω, x)‖2)dτ.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ñâîéñòâîì ðåøåíèé ïåðèîäè÷åñêèõ ñèñòåì (10), ïîëó÷èì

V (t+ ω, x) ≡ V (t, x).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

4. Âûâîäû.

Ïîëó÷åííûå â ðàáîòå ðåçóëüòàòû, ïðåæäå âñåãî, èìåþò òåîðåòè÷åñêîå çíà÷å-
íèå, òàê êàê äëÿ ïðÿìîãî ìåòîäà Ëÿïóíîâà äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ôóíê-
öèé, îáëàäàþùèõ îïðåäåëåííûìè ñâîéñòâàìè ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíî âàæíûì
äëÿ îáîñíîâàíèÿ ñàìîãî ìåòîäà. Êðîìå òîãî, äîêàçàííàÿ òåîðåìà òàêæå âàæíà è
äëÿ ðåøåíèÿ ïðèêëàäíûõ çàäà÷. Òàê êàê ñâîéñòâà ôóíêöèè Ëÿïóíîâà îáëàäàþò
îïðåäåëåííîé óñòîé÷èâîñòüþ, òî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî èç ñóùåñòâîâàíèÿ ôóíêöèè
Ëÿïóíîâà äëÿ äàííîé ñèñòåìû ñëåäóåò óñòîé÷èâîñòü íåêîòîðîé ðîáàñòíîé ñèñòå-
ìû.
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