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[ukr] Аннотация. Вивчається гранична поведiнка динамiчних систем в скiнченнови-
мiрних просторах, якi описуються нелiнiйними рiзницевими рiвняннями. Вивчена властивiсть
конвергенцiї для таких систем, тобто одержано умови, при яких всi розв’язки рiзницевого рiв-
няння на нескiнченностi прямують до деякого граничного розв’язку.
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1. Вступ

Дослiдження систем рiзницевих рiвнянь останнiм часом набуло особливо важ-
ливого значення з двох причин. З однiєї сторони вони представляють собою рiз-
ницевi схеми для наближеного, чисельного iнтегрування систем диференцiальних
рiвнянь. З iншого боку виявилося, що рiзницевi рiвняння самi по собi є зручними
математичними моделями багатьох реальних об’єктiв. Такими рiвняннями, напри-
клад, описується динамiка змiни вартостi цiнних паперiв на фiнансових ринках.
Як правило, змiни вартостей акцiй спостерiгаються не неперервно, а в дискретнi
моменти часу, що й приводить до систем рiзницевих рiвнянь для опису таких змiн
[5].

При вивченнi динамiчних систем важливим є дослiдження їх граничної по-
ведiнки на нескiнченностi. Як правило, хорошими граничними властивостями во-
лодiють дисипативнi системи. Питання дисипативностi систем рiзницевих рiвнянь
вивчались в роботах багатьох авторiв. Вiдзначимо роботи [3], [7], монографiї [6],
[8], де є широка бiблiографiя.

Необхiдною умовою дисипативностi є iснування в системи обмежених
розв’язкiв. З цього приводу вiдзначимо роботи [4], монографiї [1], [2]. В данiй ро-
ботi вивченi умови iснування глобального, обмеженого, глобально притягуючого
розв’язку систем рiзницевих рiвнянь. При цьому, на вiдмiну вiд багатьох згадува-
них робiт, цi умови даються не в термiнах функцiї Ляпунова, а в термiнах правих
частини.

Сама робота облаштована наступним чином: 1) вступ, де зроблено огляд лi-
тератури; 2) постановка задачi, допомiжнi леми — тут дана постановка задачi,
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приведенi необхiднi означення та допомiжнi результати; основнi результати при-
веденi в частинi 3). В кiнцi роботи приведено список використаних джерел.

2. Постановка задачi, допомiжнi леми

В данiй роботi будемо використовувати наступнi позначення: Z — множина
цiлих чисел, Rd — евклiдiв простiр d-мiрних числових векторiв, | · | — евклiдова
норма d — мiрного вектора, ∥ · ∥ — норма d×d-мiрної матрицi, узгоджена з нормою
вектора, E — d× d-мiрна одинична матриця.

Розглянемо в просторi Rd систему рiзницевих рiвнянь

yn+1 − yn = ∆yn = fn(yn), n ∈ Z, (1)

тут fn(yn) = f(n, yn) — d - мiрна вектор функцiя, yn ∈ Rd.

Определение 1. Скажемо, що система (1) має властивiсть конвергенцiї, якщо
1) iснує єдиний її розв’язок ηn, визначений i обмежений при n ∈ Z, тобто

sup
n∈Z

|ηn| < ∞;

2) розв’язок ηn асимптотично стiйкий в цiлому, тобто для довiльного розв’язку
yn(n0, y) (yn0

(n0, y0) = y0) системи (1) виконується властивiсть

lim
n→∞

[yn(n0, y)− ηn] = 0.

В цьому випадку можна сказати, що розв’язок ηn є граничним розв’язком си-
стеми (1). В данiй роботi i встановлюються умови конвергентностi системи типу
(1).

З приводу даного означення зробимо два зауваження.
Замечание 1. Якщо система (1) має властивiсть конвергенцiї, то всi її розв’язки
гранично обмеженi, тобто iснує додатне число R, що для кожного розв’язку
yn(n0, y) системи (1) iснує T = T (n0, y), що при n > T , |yn(n0, y0)| < R.
Замечание 2. Якщо права частина fn(yn) системи (1) ω- перiодична по n, тоб-
то fn+ω(y) ≡ fn(y), (ω ∈ Z), то розв’язок ηn конвергентної системи буде ω-
перiодичний.

Дiйсно, нехай
fn+ω(y) ≡ fn(y).

Розглянемо вектор-функцiю ηn+ω. Маємо

ηn+1+ω − ηn+ω = fn+ω(ηn+ω) = fn(ηn+ω).

Отже, ηn+ω також є розв’язком системи (1) i причому обмеженим. А так як
система з конвергенцiєю має єдиний обмежений розв’язок, то ηn+ω ≡ ηn, тобто ηn
є ω-перiодичним розв’язком.

В подальшому нам знадобляться наступнi леми.
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Лемма 1. Якщо функцiя fn(y) задовольняє за змiнною y в областi D умову Лiп-
шиця, то розв’язки yn(n0, y0) неперервно залежать вiд y0 до моменту його виходу
з областi D.

Доказательство. Доведення даної леми цiлком аналогiчне вiдповiдному резуль-
тату з [3].

Лемма 2. Нехай для системи (1) виконуються умови:
1) ∃R > 0, що при |y| ≤ R,

|y + fn(y)| ≤ R, (2)

при n ∈ Z;
2) функцiя fn(y) при |y| ≤ R задовольняє по змiннiй y умову Лiпшиця.
Тодi система (1) має принаймнi один розв’язок ηn, що визначений при всiх

n ∈ Z i задовольняє умову:
|ηn| ≤ R, ∀n ∈ Z, (3)

тобто є обмеженим.

Доказательство. Позначимо через yn(n0, y) розв’язок системи (1), що при n =
n0 приймає значення y. Розглянемо розв’язок yn(−1, y), де |y| ≤ R. З умови (2)
отримуємо тодi, що |y0(−1, y)| ≤ R. Отже, всi розв’язки системи (1), що в момент
n = −1 починаються в кулi радiуса R, в момент n = 0 потрапляють в цю ж кулю.

Аналогiчно для розв’язку yn(−2, y), |y| ≤ R маємо |y−1(−2, y)| ≤ R.
Отже, для довiльного n0 = −1,−2, ... маємо властивiсть: якщо розв’язок

yn(n0, y) в момент n0 знаходився в кулi радiуса R, то i в момент n = n0 + 1 вiн
також там лежить.

Позначимо через Sn0 множину значень розв’язкiв системи (1) в момент n = 0,
якi в момент n = n0 стартували з кулi радiуса R. Тобто, множина Sn0 складається
з точок y0(n0, y), де |y| ≤ R.

Очевидне включення
Sn0 ⊃ Sn0−1. (4)

З неперервної залежностi в областi |y| ≤ R розв’язкiв yn(n0, y) вiд початкових
даних випливає, що всi Sn0 — замкнутi, а тому з (4) маємо, що

∩
n0

Sn0 ̸= ∅.

Нехай y ∈
∩
n0

Sn0 . Розглянемо yn(0, y) — розв’язок системи (1), що при n = 0

приймає значення y. З побудови Sn0 випливає, що yn(0, y) визначений при n ≥ n0,
для довiльного n0 = −1,−2, ... i задовольняє нерiвнiсть |yn(0, y0)| ≤ R при n =
n0, n0 + 1, ..., 0.

Отже, в силу довiльностi n0 вiн визначений для всiх вiд’ємних цiлих чисел i
задовольняє нерiвностi

|yn(0, y0)| ≤ R. (5)

Продовжуванiсть цього розв’язку вправо з оцiнкою (5) очевидна.
Лема доведена.
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3. Основнi результати

Наведемо тепер два результати про умови конвергентностi, що є основними
результатами роботи. Перший з них стосується лiнiйних систем.

Теорема 1. Нехай система (1) має вид

yn+1 − yn = Ayn + fn, (6)

де A — стала (d× d) — матриця i fn = f(n) — вектор функцiя.
Тодi при виконаннi умов:
1) ∥E + A∥ = d < 1;
2) iснує M > 0, що |fn| ≤ M при n ∈ Z; система (6) має властивiсть конвер-

генцiї, причому

ηn =
n∑

k=−∞

(E + A)n−kfk−1 (7)

являє собою єдиний обмежений розв’язок системи (6).

Доказательство. Покажемо, що функцiя, визначена формулою (7), є розв’язком
системи (6). Спочатку перевiримо обмеженiсть функцiї (7). Дiйсно,

|ηn| =

∣∣∣∣∣
n∑

k=−∞

(E + A)n−kfk−1

∣∣∣∣∣ ≤ M
n∑

k=−∞

∥E + A∥n−k ≤

≤ M

n∑
k=−∞

dn−k = M

∞∑
m=0

dm =
M

1− d
.

Тепер покажемо, що (7) задовольняє (6). Для цього перевiримо виконання рiв-
ностi

n+1∑
k=−∞

(E + A)n+1−kfk−1 −
n∑

k=−∞

(E + A)n−kfk−1 = A

n∑
k=−∞

(E + A)n−kfk−1 + fn,

яка рiвносильна виконанню наступної

n+1∑
k=−∞

(E + A)n+1−kfk−1 = (E + A)
n∑

k=−∞

(E + A)n−kfk−1 + fn,

або
n∑

k=−∞

(E + A)n+1−kfk−1 + (E + A)0fn =
n∑

k=−∞

(E + A)n+1−kfk−1 + fn,

що є тотожнiстю.
Отже, ηn, визначений формулою (7), є обмеженим на Z розв’язком системи (6).
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Те, що обмежений на Z розв’язок системи (6) єдиний, випливає з того, що рiз-
ниця двох обмежених розв’язкiв неоднорiдної системи (6) є обмеженим розв’язком
вiдповiдної однорiдної системи

∆xn = Axn, (8)

що не має нетривiальних, обмежених на Z розв’язкiв. Дiйсно, якщо ξn — iнший
обмежений на Z розв’язок системи (6), то з представлення розв’язкiв системи (8)
у виглядi

xn = (E + A)n−n0x0 (9)

маємо, що
|ηn − ξn| ≤ ∥E + A∥n−n0

∣∣ηn0
− ξn0

∣∣ . (10)

Фiксуючи тепер n, та переходячи до границi в (10) при n0 → ∞ отримаємо, що

|ηn − ξn| ≤ 0 ∀n ∈ Z.

Останнє й доводить єдинiсть обмеженого на Z розв’язку системи (6).
Доведемо тепер асимптотичну стiйкiсть в цiлому розв’язку yn. Нехай yn —

довiльний розв’язок неоднорiдної системи (6). Тодi з (6) i (9) отримуємо

|yn − ηn| ≤ ∥E + A∥n−n0 |yn0 − ηn0 | ,

при n ≥ n0, а отже, lim
n→∞

|yn − ηn| = 0, що i означає конвергентнiсть системи (6).

Вiдносно конвергентностi нелiнiйних систем (1) справедлива наступна теорема.

Теорема 2. Нехай виконуються умови:
1) iснує R > 0, що при |y| ≤ R

|y + fn(y)| ≤ R,

при довiльному n ∈ Z;
2) функцiя f(n, y) диференцiйовна по y при y ∈ Rd i

sup
y∈Rd

∥∥∥∥E +
∂fn
∂y

(y)

∥∥∥∥ = l < 1, ∀n ∈ Z. (11)

Тодi система (1) має властивiсть конвергенцiї.

Доказательство. З умови 1) теореми, в силу леми 2, випливає iснування обмеже-
ного на n ∈ Z розв’язку ηn системи (1), що задовольняє умову sup

n∈Z
|ηn| ≤ R.

Для доведення теореми встановимо єдинiсть такого розв’язку i його асимпто-
тичну стiйкiсть в цiлому.
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Нехай yn — довiльний розв’язок системи (1), визначений початковою умовою
yn0 = y. Покладемо xn = yn − ηn. Маємо

xn+1 − xn = yn+1 − ηn+1 − yn + ηn = yn+1 − yn − (ηn+1 − ηn) = fn(yn)− fn(ηn),

Використовуючи аналог формули Лагранжа [3] отримаємо

fn(yn)− fn(ηn) =

1∫
0

f ′
n(ηn + θ(yn − ηn))dθ(yn − ηn), (12)

де f ′
n(ηn + θ(yn − ηn)) =

∂f
∂z

, θ ∈ (0, 1).
З урахуванням (12) будемо тепер мати

|xn+1| = |yn − ηn + fn(yn)− fn(ηn)| =

=

∣∣∣∣∣∣yn − ηn +

1∫
0

f ′
n(ηn + θ(yn − ηn))dθ(yn − ηn)

∣∣∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣∣(E +

1∫
0

f ′
n(ηn + θ(yn − ηn))dθ)(yn − ηn)

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ |yn − ηn|

∥∥∥∥∥∥E +

1∫
0

f ′
n(ηn + θ(yn − ηn))dθ

∥∥∥∥∥∥ =

= |xn|

∥∥∥∥∥∥
1∫

0

(E + f ′
n(ηn + θ(yn − ηn)))dθ

∥∥∥∥∥∥ ≤

≤ |xn|
1∫

0

∥E + f ′
n(ηn + θ(yn − ηn))∥ dθ ≤ l |xn| .

В останнiй оцiнцi використана умова 2) теореми.
Отже, |xn| ≤ en−n0 |xn0|, або

|yn − ηn| ≤ en−n0 |yn0 − ηn0 | . (13)

Звiдси випливає асимптотична стiйкiсть в цiлому розв’язку ηn.
Залишилося довести єдинiсть розв’язку ηn. Дiйсно, нехай iснує ще один обме-

жений на Z розв’язок ξn системи (1).
Тодi iснує число C > 0, що

|ηn − ξn| ≤ C, (14)
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для n ∈ Z.
З (13) i (14) отримуємо, що

|ηn − ξn| ≤ en−n0 |ηn0 − ξn0 | ≤ en−n0C, (15)

для довiльного n ∈ Z, n0 ∈ Z, n ≥ n0.
Зафiксуємо в (15) n i перейшовши до границi в (15) при n0,що прямує до нескiн-

ченностi, отримаємо:
|ηn − ξn| ≤ 0,

що i доводить єдинiсть розв’язку ηn.
Отже, згiдно означення, система (1) має властивiсть конвергентностi. Теорема

доведена.

В кiнцi роботи наведемо приклад, що iлюструє теорему 2.
Пример 1. Розглянемо систему типу (1) вигляду

∆yn = −1

2
+

sin y

4
, (16)

тобто
fn(yn) = −1

2
+

sin y

4
.

Перевiримо виконання умов теореми 2.
Умова 1) випливає з оцiнок∣∣∣∣y − 1

2
y +

sin y

4

∣∣∣∣ ≤ |y|
2

+
|sin y|
4

<
|y|
2

+
|y|
4

≤ |y| .

Перевiримо виконання умови 2):

|1− f ′
n(y)| =

∣∣∣∣1− 1

2
+

cos y

4

∣∣∣∣ ≤ 1

2
+

1

4
< 1.

Отже, система (1) має властивiсть конвергенцiї з розв’язком ηn ≡ 0.
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